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Presentacién

Programa de la asignatura

. Introduccion.

Nociones de matrices y determinantes. Sistemas de ecuaciones lineales y métodos
matriciales de resolucion.

. Espacios Vectoriales.

Definicién. Operaciones y propiedades. Dependencia e independencia lineal.
Sistemas generadores y bases. Dimension. Cambio de base. Subespacios
vectoriales. Operaciones con subespacios vectoriales.

. Aplicaciones lineales.

Definicién y propiedades. Representaciones matriciales de una aplicacion lineal.
Cambio de base. Nucleo e imagen. Operaciones con aplicaciones.

. Diagonalizacion de endomorfismos.

Polinomio caracteristico. Valores y vectores propios. Diagonalizacion y subespacios
invariantes.

. Espacios euclideos.

Espacios euclideos. Ortogonalidad entre vectores y subespacios. Bases
ortogonales y ortonormales. Concepto de proyeccion ortogonal.
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Presentacion
Tema 1: Introduccién

ema 2: Espacios Vectoriales

ones Line

Tema 4: Diagonalizaci6 Endomorfismos
Tema 5: Espacios Euclideos

Introduccioén al curso

¢ Qué objetos vamos a manejar en algebra lineal?

Escalares: elementos de un cuerpo (por ejemplo: nimeros reales, complejos)
Vectores: objetos que funcionan como los vectores geométricos pero que pueden ser otra cosa
(por ejemplo: polinomios u otro tipo de funciones, matrices,. ..)

¢ Qué vamos a hacer con los vectores?
’

Los vectores se pueden multiplicar por es-

calares Los vectores se pueden sumar

Vector Addition

Vamos a aprender a medir un vector, a orientarlo con respecto a otro, a elegir la manera el sistema
de coordenadas que simplifique las operaciones, ...

Vamos a usar matrices y determinantes ¢para qué...?

Las matrices surgen de forma natural al trabajar con sistemas de ecuaciones lineales, aunque su
aplicabilidad llega mucho més lejos. De hecho nos va a permitir manipular vectores de forma muy
eficiente.
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Tema 1: Introduccién

Tema 2: Espacios Vectoriales

Tema 3: Aplicaciones Lineales

Tema 4: Diagonalizacién de Endomorfismos
Tema 5: Espacios Euclideos

Estructuras Algebraicas
Matrices y Determinantes
Sistemas de ecuaciones lineales

Tema 1: Introduccion

Tema 1: Introduccion
1.1 Estructuras Algebraicas
1.2 Matrices y Determinantes
1.3 Sistemas de ecuaciones lineales

M. Angeles Gémez Flechoso Algebra Lineal



Presentacion

Tema 1: Introduccién

Tema 2: Espacios Vectoriales

Tema 3: Aplicaciones Lineales

Tema 4: Diagonalizacién de Endomorfismos
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Estructuras Algebraicas
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Sistemas de ecuaciones lineales

1.1 Estructuras Algebraicas

Tema 1: Introduccion

1.1 Estructuras Algebraicas
.1 Introduccion

1.1
1.1.2 Definiciones y propiedades
1.1.3 Estructuras Algebraicas mas importantes
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Presentacién

Tema 1: Introduccién

Tema 2: Espacios Vectoriales
Tema 3: Aplicaciones Lineales

Estructuras Algebraicas
Matrices y Determinantes

i Sistemas de ecuaciones lineales
Tema 4: Diagonalizacién de Endomorfismos

Tema 5: Espacios Euclideos

Introduccion

Definicién:

Una estructura algebraica es un conjunto formado por elementos y donde hay definidas ciertas
operaciones que satisfacen unas determinadas propiedades.

ESTRUCTURAS PROPIEDADES
é §. Asociativa (+):
] E) a+(b+c)=(a+b)+c =
=
3 Elemento neutro (+): ?é
2 ate=e+a=a @
(O] =%
1%} o
3 ° Elemento simétrico (+): o
g o | 8
£ H H at+a =a +a=e >
8 S| g
% 9 ° § Asociativa (-):
P H
clE|e % a-(b-c)=(a-b)-c
/s |E|]&|*< Distributiva (- ,+):
£ s —
8 o a-(b+c)y=a-b+a-c K
gl e .
«© 5 Elemento neutro (-): 8
=1 3 5
=2 o a-1=1.a=a 2
s _— 3
3 Elemento simétrico (-): “g).
a-al=a1. a=1 2
— a
Conmutativa (-):
a-b=>b-a
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Tema 1: Introduccién Estructuras Algebraicas

Matrices y Determinantes
Sistemas de ecuaciones lineales

Introduccién (continuacion)

@nbolos Algebraicos \

(a veces de usa ) tal que -1 existe, /| no existe
= si ... entonces ! existe un dnico
<> si y s0lo si C.C. ¢, < signos de inclusion

€ pertenece, ¢ no pertenece U union («o0»), M interseccion («y»)
vV para todo ortogonalidad
N, 7,0, R, C conjuntos numéricos X, X_, X* positivos, negativos,

K todos menos el 0 /

M. Angeles Goémez Flechoso Algebra Lineal 7211



Tema 1: Introduccién Estructuras Algebraicas

Matrices y Determinantes
Sistemas de ecuaciones lineales

Definiciones y propiedades

Conjunto: Coleccién de objetos (o elementos) bien definidos. Se denota con
letras mayusculas y sus elementos con letras minUsculas.
Conjunto vacio @: carece de elementos
Los elementos se puede denotar:
1) por extension (ej.: A = {1,2,3,5,7})
2) por comprension (ej.: A= {a € N | aes primo < 10})

Subconjunto: Aquel formado tomando ciertos elementos de un conjunto.

BCA&svVbeB=becA

Subconjuntos impropios de A: @y A
Subconjuntos propiosde A: B C AyB# OyB+#A
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Tema 1: Introduccién
Tema 2: Espacios Vectoriales

Estructuras Algebraicas
Matrices y Determinantes

Tema 3: Aplicaciones Lineales
Tema 4: Diagonalizacién de Endomorfismos
Tema 5: Espacios Euclideos

Sistemas de ecuaciones lineales

Definiciones y propiedades (continuacion)

Operacion interna: Una operacion interna definida en un conjunto X # @ es una
funcién binaria x que a cada par ordenado (x, y) de X x X le hace
corresponder un Unico elemento de X

* X x X — X

(x,y) —— z=%(X,y)=Xx*y

La imagen por la aplicacién x del par (x, y) se denotara por
*(X,y) = x = y (0 sea, si x es una operacion interna en X entonces
cualesquiera que sean x e y de X existe x x y € X'y es Unico).

Operaciones cerradas

Si el conjunto X es finito, una operacién
binaria cualquiera (x, L, ...) se puede
escribir dando su tabla de multiplicar.
En este ejemplo X = {a, b}

T Q| *
SV
v oo
T 0|
SV
ool
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Presentacion
Tema 1: Introduccién
Tema 2: Espacios Vectoriales

Estructuras Algebraicas
Matrices y Determinantes

Tema 3: Aplicaciones Lineales SEEmEs ik carskEs lesEs

Tema 4: Diagonalizacién de Endomorfismos
Tema 5: Espacios Euclideos

Definiciones y propiedades (continuacion)

Estructura algebraica: Conjunto formado por elementos y donde hay definidas ciertas operaciones
(internas) que satisfacen unas determinadas propiedades. Se llama estructura,
y se escribe (X, x), al conjunto X junto con la operacioén x

Nota: Un conjunto X con varias operaciones también forma una estructura algebraica (X, *, 1, ...).

Posibles propiedades de una operacion interna x:
Sea X un conjunto no vacio y sea x una operacion interna definida en X:

Asociativa: (xxy)xz=x*x(yx2) =xxyxzVx,y,z€ X
Conmutativa: xxy=yxxvx,y € X

Distributiva: Si ademdas de =, X posee otra operacién interna f, o sea, (X, %, 1), se dird que

* es distributiva respecto a T si:
Xkt =xNtxx2)Vxy,ze€X (yt2)xx=*x)T(2*xx)Vx,y,z€ X

Elemento neutro: Un elemento e € X esneutro Six x e=ex x = x vx € X
Nota: El elemento neutro puede existir o no, pero si (X, ) tiene elemento neutro e respecto de %, entonces
éste es Unico.

Elemento simétrico: Un elemento y es simétrico de x (y se denota por x’) six « x’ =x’ xx = e
Nota: Si un elemento tiene simétrico decimos que es simetrizable. En principio, un elemento puede tener mas
de un simétrico.

Elemento regular o simplificable: Un elemento x € X es un elemento regularsix«y =xxz =y =z
Oy «Xx=z+X=>y=2zVy,z€e X
Nota: Todo elemento regular posee a lo mas un simétrico. El cero no es regular.
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Tema 1: Introduccién
Tema 2: Espacios Vectoriales

Estructuras Algebraicas
Matrices y Determinantes

Tema 3: Aplicaciones Lineales SEEmEs ik carskEs lesEs

Tema 4: Diagonalizacién de Endomorfismos
Tema 5: Espacios Euclideos

Estructuras Algebraicas mas importantes

Grupo: (X, ) es un grupo si = es asociativa, existe elemento neutro respecto a x y
todo elemento de X tiene simétrico, o sea:
VxeXJlee X|exx=xxe=x
Vx e X3AX eX|xxx' =x'"xx=¢€
Nota: Todos los elementos de X son regulares (al ser simetrizable). Si todos los elementos de un conjunto X

son regulares, entonces se dice que se cumple la ley de cancelacion o simplificacion.

Propiedades adicionales: (X, x) es un conjunto conmutativo o abeliano si
ademas de las propiedades de grupo verifica la propiedad conmutativa:
X,y EXX*Yy=Yy*xX
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Tema 1: Introduccién Estructuras Algebraicas

Matrices y Determinantes
Sistemas de ecuaciones lineales

Estructuras Algebraicas mas importantes (continuacion)

Anillo: Un anillo (X, +, -) es un conjunto X # @ dotado de dos operaciones
internas denotadas por + y - tales que:
e (X,+) esungrupo
e (X, -) es un semigrupo
« Propiedad distributiva del producto respecto de la suma:
x-(y+2)=x-y+x-zVx,y,z€ X
Propiedades adicionales:
e (X+, -)esun anillo conmutativo o abeliano si la operacion - verifica la propiedad conmutativa:
Vx,y € Xx-y=y-x
e (X+, -)esun anillo con identidad o unitario si posee elemento neutro con respecto a -, o sea,
Jlee€ X | x-e=e-x=xVx € X(sedenomina unidad del anillo y se denota por 1)
e El conjunto formado por los elementos invertibles de X, o sea,
X = {x #0€e X | ax—1 € X} es un grupo respecto de - al que se llama grupo multiplicativo
de X
Divisores de cero: dos elementos x, y € X son divisores de cero si y sélo si siendo x # 0y
y#0=>x-y=00y-x=0
e Six € X esinvertible, entonces x no es divisor de cero
e x € (X, +, -)esregular siy solo sino es 0 ni divisor de cero. Andlogamente, x es divisor de cero si
y sélo si no es regular para el producto.
e (X, +, -)esun anillo integro (o anillo de integridad) cuando no tiene divisores de cero, o sea, si
Vx,y e Xx-y=0=x=00y=0
e (X, +, ) esun dominio de integridad si es un anillo de integridad, unitario y conmutativo.
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Tema 1: Introduccién Estructuras Algebraicas

Matrices y Determinantes
Sistemas de ecuaciones lineales

Estructuras Algebraicas mas importantes (continuacion)

Cuerpo: Un conjunto X dotado de dos operaciones, + y -, se dira que es un cuerpo si

X, +, -) es un anillo con identidad y todo elemento distinto de cero tiene
inverso respecto al producto, esto es:

. éX, +) es un grupo (o bien (X, +, -) es un anillo)

e (X™,-) esungrupo (todo elemento de X salvo el neutro de + tiene su
inverso para -)

« Propiedad distributiva del producto:
x-(y+z2)=x-y+x-z,(x+y) - z=x-z+y-zVx,y,z€ X

Propiedades:
e Todo cuerpo tiene al menos dos elementos: {0, 1
e Si(X, -)esungrupo conmutativo, el cuerpo se dird conmuntativo.

e Uncuerpo (X, +, -) es un anillo unitario y, como todo elemento tiene inverso, no existen divisores de
cero (anillo integro). Asi, si S es un cuerpo conmutativo, X es un dominio de integridad
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Tema 1: Introduccién Estructuras Algebraicas

Matrices y Determinantes
Sistemas de ecuaciones lineales

Estructuras Algebraicas mas importantes (continuacion)

Extension de

Extension de

Extension de

(N, +) no es un grupo porque no tiene elemento simétrico, ¢cémo extenderlo para convertirlo en grupo?
X+ n = mconn, m € Nno siempre tiene solucién en N. Para que si la tenga se afiaden las soluciones (o
raices) x = m — naN, obteniendo Z = {n — m | n, m € N}, siendo asi (Z, +) un grupo.

Un procedimiento para construir a partir de un dominio de integridad (Z, +, -) un nuevo anillo donde todos
sus elementos poseen inverso es resolver la ecuaciéon x - g = pconq # 0y q € Zy anadir sus raices a Z,
obteniéndose asi Q = {p/q | 9 # 0, p, g € Z}. En este caso se obtiene (Q, +, -), que es un cuerpo. Los
numeros racionales son pues las raices de las ecuaciones polinémicas de grado 1.

Existen ecuaciones polinémicas de segundo grado que no tienen raices racionales pero existen cuerpos
(extensiones de Q) donde las anteriores tienen solucion. El cuerpo 6ptimo en el que toda ecuacion polindmica
tiene raiz es C, que se construye en dos etapas: a) no algebraica (R, completitud); 2) algebraica (C), donde

C =R(v=1) = {a+ bv/—=T| a,b € R}.Asi(C, +, -) es cerrado.

Importante

En este curso de Algebra, el cuerpo de escalares
con el que trabajaremos habitualmente ser3 el
conjunto de los nimeros reales R, siendo los
resultados facilmente extrapolables al cuerpo de
los nimeros complejos C
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1.2 Matrices y Determinantes

Tema 1: Introduccion

1.2 Matrices y Determinantes
1.2.1  Matrices
1.2.2 Determinantes

1.2.3 Matrices elementales y Matrices equivalentes
1.2.4 Matriz inversa de un matriz cuadrada

1.2.5 Rango de una matriz
1.2.6 Ejercicios
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Tema 1: Introduccién Estructuras Algebraicas

Matrices y Determinantes
Sistemas de ecuaciones lineales

Matrices: Definiciones

« Llamamos matriz de orden o dimensién n x m sobre el cuerpo conmutativo (R, +, -) a todo
conjunto de n x m elementos de R dispuestos en n filas y m columnas.

a0 am
A= :(a’/)n,m

ant Tt anm

donde a; sera el elemento de la fila i y de la columna j. Denotaremos el conjunto de las
matrices n x mpor Mpxm (R) .

« Diremos que una matriz es rectangular n # my diremos que es cuadrada si n = m, es
decir, tiene el mismo nimero de filas que de columnas.

« Diremos que es una matriz fila si n = 1, y una matriz columnasim = 1.

« Dada una matriz cuadrada A € M« (R), su diagonal principal es el conjunto de los
elementos de la forma (a;) donde i = 1,2, ..., n.

o Llamaremos traza de una matriz a la suma de los elementos de la diagonal principal
Traza(A) = a1 + a2 + - -+ + am
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Presentacion
Tema 1: Introduccion

Estructuras Algebraicas
Matrices y Determinantes
Sistemas de ecuaciones lineales

ma 5: Est

Matrices: Definiciones (contihuacié ) '

« Matriz traspuesta: Dada una matriz A € Mpxm (R) definimos la matriz transpuesta como
aquella que se obtiene intercambiando las filas de la matriz A por columnas, la denotamos
por A" € Mumxn (R)

Propiedades:

o (A)'=n

o (A+B) =Al 4Bt

o (A = 2l

o (A-Bf =514

e Sea Auna matriz cuadrada entonces A + Al yA- Al son simétricas yA — Al 65 antisimétrica.
.

Toda matriz simétrica se puede descomponer de forma tnica como suma de una matriz simétrica y otra antisimétrica de

modo Unico: ] 4 ;
A= 5 (A+A’+A_Af) =5 (A+A’)+E (A_A’)
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Tema 1: Introduccién Estructuras Algebraicas

Matrices y Determinantes
Sistemas de ecuaciones lineales

Matrices: Definiciones (continuacién)

« Matriz Diagonal: los elementos no pertenecientes a la diagonal principal son todos nulos.

ayy 0 0
6 a9 0
A=
0 0 am

2 00
D=|0-10
0 04

« Matriz Triangular superior (respectivamente triangular inferior): todos los elementos
situados por debajo (respectivamente por encima) de la diagonal principal son todos nulos

a1 ap - A apq 0 0

0 ap - ay a1 ap - 0
Tsup = : : . - » Tinf =

0 0 s ann ant E s ann

2 35 2 00
Tg=(0—-14 |, T/ = 4—-10
0 04 -9 78
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Tema 1: Introduccién Estructuras Algebraicas

Matrices y Determinantes
Sistemas de ecuaciones lineales

Matrices: Definiciones (continuacién)

« Matriz Simétrica: coinciden los elementos situados simétricamente respecto a la diagonal
principal: a; = aj paratodoi,j=1,2,....,n

2 35
S=|3-14
5 44

« Matriz Antisimétrica: los elementos situados simétricamente respecto a la diagonal
principal son opuestos: a; = —aj paratodo i,j = 1,2,...., ny, por tanto, los elementos de
la diagonal principal de una matriz antisimétrica son todos nulos.

o Matriz unidad: matriz diagonal compuesta por unos en su diagonal principal

10 ... 0
=| © !
0 0 .. 1
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Tema 1: Introduccién Estructuras Algebraicas

Matrices y Determinantes
Sistemas de ecuaciones lineales

Matrices: Operaciones (Suma y Producto por un escalar)

« lgualdad: Diremos que las matrices A, B € Mpxm (R) son iguales si
aj = by paratodoi=1,2,...,n,j=1,2,.....m

o Suma: Dadas dos matrices A, B € Mpxm (R), definimos la suma de A + B como aquella
matriz C cuyos elementos son de la forma

cj = aj + bj paratodoi=1,2,...,n,j=1,2,.....m

2 41 2 4-8 48 -9
0-2 3|+[9 3-3)=( 91 0
—4 2 2 1-2-5 —30-3
« Producto por un escalar: Definimos el producto de una matriz A € Mpxm (R) por un

escalar A € R como la matriz resultante de multiplicar cada elemento de A por el escalar A

AA= (Aa,-,-)

n,m

2 41 6 12 -3
3 0—-2 3| = 0—-6 9
—4 2 2 —12 6 6

M. Angeles Gomez Flechoso Algebra Lineal 20211




Tema 1: Introduccién Estructuras Algebraicas

Matrices y Determinantes
Sistemas de ecuaciones lineales

Matrices: Operaciones (Producto de matrices)

« Producto de matrices: Dadas dos matrices A € Mpxm (R)y B € Mpxp (R), definimos
el producto matricial de A - B como a la matriz C € M, (R) de manera que el elemento
cj de C es el la suma del producto de los elementos de la fila i de A con los elementos de la
columna j de B.

Cj = ainbij + apbyj + - - - + @imbm;

Importante

El producto de matrices rectangulares no es conmutativo, e incluso cuando las matrices son
cuadradas el producto no tiene por que ser conmutativo.

.

ab ABC aA+bD aB+ b aC + bF
cd ( ): cA+dD cB+d cC + dF
ef eA+fD eB+f eC + fF

(123) v 7(811—3 —4)
455 e 1420 —1 —10

.
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Tema 1: Introduccién Estructuras Algebraicas

Matrices y Determinantes
Sistemas de ecuaciones lineales

Determinantes: Definiciones

Matriz adjunta asociada a un elemento Dada una matriz cuadrada A € My, (R) se denomina
matriz adjunta del elemento que ocupa el lugar (i,j), es decir, que se
encuentra en la fila i y columna j, a la matriz que se obtiene eliminando la fila i
y la columna j de la matriz dada y se denota por A;.

2
2
8
2

Menor complementario a un elemento Dada una matriz cuadrada A € My, (R) se denomina
menor complemetario del elemento a; al determinante de su matriz adjunta,
es decir, |Aj|

Adjunto asociado a un elemento Dada una matriz cuadrada A € Mpxn (R) se denomina adjunto
o cofactor del elemento a; al determinante de su matriz adjunta multiplicada
por (—1)*, es decir, ¢; = (—1)" | 4]
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Presentacion
Tema 1: Introduccién
Tema 2: Espacios Vectoriales

Estructuras Algebraicas
Matrices y Determinantes
Sistemas de ecuaciones lineales

Tema 4: Diagonalizacién de Endomorfismos

Tema 5: Est

acios Euclideos

Determinantes: Definiciones (continuacion)

Determinante de una matriz de orden 2 Dada una matriz cuadrada A = ( i Z ) de orden 2
definimos su determinante y lo denotaremos por |A| como:

a

|A\:‘ Z|:ad—bc

. . . a1 42 a3
Determinante de una matriz de orden 3 Dada una matriz cuadrada A = ( ay;  ap  apg ) de
. . 431 42 433
orden 3 definimos su determinante como: |A| = ayq [Aj1] — aqz |Af2] + a13 |Aq3]

311 812 am
. ) . 521 322 52n -
Determinante de una matriz de orden n Dada una matriz A = . . . definimos
anq anp ann
su determinante COmo: |A] = ayq |Ayq| — aqp [A1a| + ayg [Arg] + - - - + (=) aq, |Aq,)|

Importante

En la definicién que acabamos de dar desarrollamos el determinante a través de la primera fila sumando los productos de cada elemento
por su menor complementario, pero se puede desarrollar a través de los elementos de cualquier fila o columna y los menores
complementarios respectivos.
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Tema 1: Introduccién Estructuras Algebraicas

Matrices y Determinantes
Sistemas de ecuaciones lineales

Determinantes: Propiedades

Propiedades principales:
« Si B es una matriz que se obtiene a partir de una matriz A multiplicando por un
numero real A € R una de sus filas o columnas se tiene que

1Bl = A|A]

« Si B es una matriz que se obtiene a partir de una matriz A sumando un multiplo de una
fila (o columna) a otra fila de A (o columna) se tiene

|Bl = |A|

« Si B es una matriz que se obtiene intercambiando dos filas o columnas de una matriz
A se tiene que
1Bl = — |A|

1-10
3| — 12
1 11

=3 A|

= |A| yaque F3,B = F31A aF 2F2,A

M. Angeles Gomez Flechoso Algebra Lineal 20211



Tema 1: Introduccién Estructuras Algebraicas

Matrices y Determinantes
Sistemas de ecuaciones lineales

Determinantes: Propiedades (continuacion)

Propiedades secundarias:
« Siuna matriz tiene una fila de ceros, su determinante es nulo.
« Siuna matriz tiene dos filas iguales su determinantes es nulo.

« El determinante de una matriz triangular superior o inferior es el producto de los elementos
de su diagonal.

« El determinante de toda matriz cuadrada coincide con el de su transpuesta

=

« El determinante de un producto de matrices cuadradas del mismo orden es el producto de
los determinantes
|AB| = |A]|B|
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Presentacion
Tema 1: Introduccion

Vectoriales

Estructuras Algebraicas
Matrices y Determinantes
Sistemas de ecuaciones lineales

5: Espacios Euc
Determinantes: Propiedades (continuacion)
ar a2 a1n
e [Cl=| a1 +by ap+bp ap +bjp | =

any a B amn

a4 an a1 42 an

ajy ajp ajn |+ | bjt bj b, | =|Al+|Blparaj=1,2,...,n.

551 ar‘12 : amn a,'n ap ... am

« Siuna matriz tiene todos los elementos de una fila (o columna), supongamos por ejemplo la

fila i, nulos excepto el que ocupa el lugar j, se tiene que |A| = (—1)™ a; |4;

Importante

)

El célculo de un determinante se simplifica si lo desarrollamos por una fila (o columna) que contenga el mayor nimero de ceros posible.

Si la matriz no posee ninguin elemento nulo se pueden realizar operaciones elementales (sumar a una fila o columna un mdiltiplo de otra,
intercambiar filas o columnas, o multiplicar una fila o columna por un nimero distinto de cero) de manera que el determinante no cambie y
la nueva matriz posea varios ceros en alguna de sus filas o columnas. Combinando operaciones elementales simplificamos el calculo del

determinante.
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Determinantes: Propiedades (continuacion)

12 —-13

. " 25 12

Calcular el deteminante de la matriz A = 10 11

o1 11
12 —13 12 —1 3 12 —1 3 19
|A| = _123 : 12 Fo — 2F4 _?(1) :13 _? F3 + Fq 312 8 _: (desarrollo por la primera columna) | 2 0
01 11 - o1 1 1| — Jo1 1 1 B &

13 -6 36
Cy :201 ? ? (1] (desanolloporzlasegundaﬁla) (—2) '1 _q ' =(—2)-(—3+6)=—6

—4
4
1
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Tema 1: Introduccién Estructuras Algebraicas

Matrices y Determinantes
Sistemas de ecuaciones lineales

Matrices elementales y Matrices equivalentes

Sea la matriz A € Mpxm (R), se pueden realizar operaciones elementales con las filas de la
matriz A obteniendo de este modo una nueva matriz. En el caso de que A sea cuadrada e invertible
gracias a estas transformaciones elementales podremos calcular la matriz inversa, diagonalizarla u
obtener a partir de ella una matriz triangular superior o inferior. Las operaciones elementales que
podemos hacer con las filas de una matriz son las siguientes:

1. Multiplicar una fila por un nimero diferente de cero.

2. Sumar un multiplo de una fila con otra fila.

3. Permutar filas.

Matriz Elemental Una matriz cuadrada A € My, (R) se llama elemental si se puede obtener a
partir de la matriz identidad, I,, mediante una sola operacién elemental.
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Matrices elementales y Matrices equivalentes (continuacion)

Teorema:

Toda matriz elemental es invertible. La inversa de una matriz elemental es a su vez elemental.

Matriz equivalente por filas (o por columnas): Sea la matriz A € Mpxm (R), cualquier matriz B
obtenida mediante operaciones elementales sobre las filas (columnas) de A se
denomina matriz equivalente de A.

Si realizamos p operaciones elementales sobre las filas de A para obtener la matriz B, que pueden
representarse por las matrices elementales E;, Ez, ..., Ep podemos escribir B=E, - - - Ex - E1 - A
Si las operaciones para obtener B se han realizado sobre las columnas de A tendremos que
B=A-E -E---E

232\ £ _.F 101\ £ _oF 101\ poyr (101\ 1F, /101\ F_fg, (101
A= 101) 152 232) 25 030) 3571 [030) 32 (010) 352 (010) =8
—110 —110 —110 011 011 001

Las matrices elementales utilizadas son

010 100 100 100
Ej=(100]),E=( —210]),E=(010],E=(0} 0] &
001 001 101 001

porlotanto: B = Eg - B4 - Eg - Ep - By - A
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Tema 1: Introduccién Estructuras Algebraicas

Matrices y Determinantes
Sistemas de ecuaciones lineales

Matrices elementales y Matrices equivalentes (continuacion)

Matriz escalonada: Definiendo el pivote de la fila i de una matriz A como el elemento a; tal que
aj # 0y ax = 0 Vk < j(o sea, todos los elementos a la izquierda de un pivote
son nulos), se denomina matriz escalonada por filas a una matriz que cumple
que para cualquier fila /, si a; es su pivote entonces a; = 1y, ademas, si a; es
el pivote de la fila i y ay es el pivote de la fila k se cumple que j < I, Vi < k (o
sea, los pivotes de las filas inferiores siempre estdn mas a la derecha que los
de las superiores). Por lo tanto, una matriz escalonada por filas es:

1 * * * * * *

0 1 * *
0 0 0
0 0 0 0

Una matriz escalonada por columnas sera aquella cuya traspuesta sea
escalonada por filas.
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Matrices elementales y Matrices equivalentes (continuacion)

Matriz candnica de equivalencia por filas  La matriz Cy es la matriz candnica de equivalencia por filas de Asi es
escalonada por filas, se obtiene a partir de A mediante operaciones elementales sobre filas y, para cualquier
fila /i, si ajj = 1 es su pivote entonces ayj = 0, Vk # j (o sea, todos los elementos de esa columna son

nulos salvo ajj que vale 1). Por lo tanto:

0 0 0

0 . 0 0 0
(De manera similar se puede definir la matriz canénica de equivalencia por columnas)

Matriz canénica de equiva\encia Una matriz C se denomina matriz canénica de equivalencia de A si es una matriz canénica
de equivalencia por filas y por columnas, por lo tanto, la estructura de C sera la de una matriz que contiene

una submatriz identidad de orden r y el resto de submatrices son nulas C = ( H(; g

obtener la matriz candnica de equivalencia por filas (columnas) y, posterioremente, sobre las columnas (filas) para obtener la matriz

Se puede obtener la matriz canénica de equivalencia de una matriz A realizando operaciones elementales sobre las filas (columnas) para
canonica de equivalencia J
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Matriz inversa: Definiciones

Matriz Regular Dada una matriz A € Mpxn, (R) cuadrada se dice inversible, regular o no
singular, si existe una matriz A le Mnxn (R) que verifica

AAatoa A,

Si A no es inversible, se dice singular o no regular.
Alamatriz A" se le llama matriz inversa de A.

Teorema

Una matriz A € Mpxn (R) es inversible si'y sé6lo si su determinante no es nulo |A| # 0
Vamos a calcular la matriz inversa a través de determinantes y utilizando un algoritmo de
Gauss-Jordan, que demostraremos en la siguiente seccién de este tema.

Matriz Adjunta Definimos la matriz adjunta de una matriz cuadrada A € M« (R) a aquella
formada de sustituir cada elemento a; por su respectivo adjunto o cofactor

(recordemos que ¢; = (—1)" | Ay])

Cy1 G2 oo Cyp

Co1 G -+ GOy
Adj (A) =

Cm  Cp2 -+ Cm
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Matriz inversa: Definiciones (continuacion)

Al 0 ... o0
o Al ... 0

Cuando calculamos el producto A - (Adj (4))! obtenemos A - (Adj (4))! = . . . = A1,
0 0 |A]|

Por tanto, definimos la matriz inversa como:
-1 _ Yt
AT = —(Ad(A)

|Al

es decir, la matriz adjunta transpuesta dividida por el determinante de la matriz A.

Ejemplo

.

2 —1 2 —-11 —2 -4 2
DadaA= (2 02 |tenemos|A| = |2 02| =2yAdjA) = 6 7-5] =
3 15 3 15 —2-2 2

211 —2 62 200 100
A-(Adi(A)t = [2 o2 —4 7-2|=(020)=2(010]) =45
3 15 2-5 2 002 001
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Matriz inversa: Propiedades

1. Si A€ Muxn (R) es inversible entonces su inversa es Unica
2. SiAy B € Muxn(R) son inversibles entonces

(AB)"'=B""'A""
3. SiA€ Mpxn(R) es inversible

-

4. Si A€ Mpuxn (R) es inversible entonces su matriz canénica de equivalencia
es la matriz identidad I,
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Tema 1: Introduccién Estructuras Algebraicas

Matrices y Determinantes
Sistemas de ecuaciones lineales

Matriz inversa: Calculo mediante operaciones elementales (algoritmo de Gauss-Jordan)

Si A € Muxn (R) es inversible se puede calcular su inversa, A~ realizando operaciones
elementales sobre las filas de una matriz por bloques construida mediante la matriz A y la matriz
identidad I, (A| I»), de modo que si reducimos el bloque de la izquierda (la matriz A) hasta
obtener la matriz identidad mediante operaciones elementales, en el bloque de la derecha
habremos obtenido la matriz inversa A~

operaciones elementales
) —

(Al I (I, A7)

(en la siguiente seccién haremos una demostracién préctica de este procedimiento)

2 11[ 100\ F—=1F, /1 01] 01/20\ £ _oF F._aF.

2 02/ 010 T332 (211|100 2 713

3 15[ 001 3 15/ 00 1

10 100 120\ fip, —F, (101] 0 120\ f_p o F_ g (100 —1 3 1
0111 -1 2y 011] —1 1 Sy 010 —2 7/2 -1 | =
0 1 2| 0-321 001| 1 -5/21 001| 1-52 1

=il & =i
A= | —2 772 —1
1-5/2 1
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Rango de una matriz

Rango Definimos el rango de una matriz A € M,xm (R) como el orden de la mayor

submatriz cuadrada de la matriz A con determinante no nulo.
De forma equivalente veremos en la proxima seccién que se puede definir el
rango como el mayor nimero de filas (o columnas) linealmente independientes
de la matriz A.

Propiedades:

Si A€ Muxm (R) entonces rang(A) < min(n, m).

A € Mpxm (R) tiene rango méximo si rang(A) = min (n, m) .

rang(A) = rang (A") .

Si A€ Muxn (R)y es invertible entonces rang(A) = n.

Si A € Mpxm (R) siintercambiamos dos filas (o dos columnas) de A, o
multiplicamos una fila (o una columna) por un escalar no nulo, o, le sumamos
una fila un maltiplo de otra (o a una columna un multiplo de otra), entonces el
rango de la matriz resultante no varia. Por lo tanto, el rango de una matriz no
varia si realizamos operaciones elementales con sus filas o con sus columnas.

a kr w o~
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EJERCICIOS

1. Calcular el siguiente determinante: )1< .:/ 12
X2 )2 2
10
2. Calcular el siguiente determinante reduciéndolo a una matriz triangular superior mediante operaciones elementales: g ;
32
3003
3. Calcular el siguiente determinante usando sus propiedades y efectuando un nimero reducido de computaciones g g g g
3300

10 3
4. Hallar la inversas de la siguiente matriz, calculando primero la matriz de cofactores: (2 1 -1 )
31 4

a+1 1 1
5. Encontrar los valores de a para que la matriz siguiente sea inversible: ( 1 a—1 1 >
0 1 a+2

241
6. Calcular el rango de la siguiente matriz ( 12 O)
353

M. Angeles Gomez Flechoso Algebra Lineal

211



Tema 1: Introduccién Estructuras Algebraicas

Matrices y Determinantes
Sistemas de ecuaciones lineales

EJERCICIOS: Aplicaciones a la Criptografia

El mundo de las telecomunicaciones y las nuevas tecnologias de la informacion se interesa cada vez mas por la transmisién de mensajes
encriptados que sean dificiles de desencriptar por otros, en caso de ser interceptados, pero que se decodifiquen con facilidad por quienes
los reciben. Hay muchas formas interesantes de cifrar o encriptar mensajes, y en su mayor parte usan la teoria de niimeros o el algebra
lineal. Describiremos aqui un método que es eficaz, en especial cuando se usa una matriz de gran tamafo. En los ejercicios trabajemos
con matrices pequefas para evitar grandes célculos manuales.

Comenzaremos con una matriz M invertible, que sélo la conocen quienes trasmiten y quienes reciben el mensaje, por ejemplo,

M= ( :? g) .Y supongamos que se desea encriptar el mensaje: ATTACK NOW.

Reemplazamos cada letra por el nimero que le corresponde a su posicion en el alfabeto ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVW
XY Z) y representamos un espacio por 0.
El mensaje anterior se ha convertido en la sucesién de nimeros 1, 20, 20,1, 3, 11, 0, 14, 15, 23, que agrupamos en una sucesion de

vectores columna
1 20 3 0 15
20 ) \ 1 A1) \14) 7\ 238

y multiplicamos por M por la izquierda:
—34\ (1203 015\ _ (77 —56 3556 47
—-12 20 1 111423 ) — \ 39 —18 19 28 31
Con lo que el mensaje cifrado que se enviara es 77, 39, -56, -18, 35, 19, 56, 28, 47, 31. Para desencriptar el mensaje quien lo recibe debe

calcular m—1 B
—1_( -1 2
M *(71/23/2)

y multiplicar por los nimeros recibidos agrupados en una sucesién de vectores columna igual que antes, obtenemos el mensaje original.
—1 2 77 —56 3556 47\ _ 1203 015
—1/23/2 39 —18192831 ) ~ \20 1 111423
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EJERCICIOS: Criptografia

1. Para aquellos alumnos que estén cursando la asignatura de /\Igebra, os voy a dar un breve pero importante consejo para poder

aprobar la asignatura:

1,9,10, 22, 24, 43, 16, 37, 53, 24, 36, 56, 16, 28, 44, 37, 17, 34, 21, 18, 20, 25, 18, 31, 1, 20, 20

Para que este mensaje sea accesible a todos, solamente comentar que el mensaje ha sido encriptado basandose en el método

anterior mediante la matriz

“f

101
ot1 ],
012

pero utilizando el alfabeto espafiol (la misma asignacién anterior, pero incluyendo nuestra querida N). Ayuda a tus comparieros y

desencriptar el mensaje.

2. Un alumno de la Universidad Complutense de Madrid, que cursa la asignatura de Algebra, ha conseguido interceptar un mensaje
entre las profesoras de la asignatura sobre el examen parcial. El mensaje es

9,7,32,28,21,19, 38, 38, 86, 58, 32, 32, 82, 50, 38, 38, 56, 24, 40, 40, 95, 57, 79, 53

Sabe que el mensaje ha sido encriptado con una matriz cuadrada 2 x 2, y sospecha que al final del mensaje aparece la firma de
una de las profesoras: RRSM. Ayuda a tus comparieros y desencripta el mensaje.
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1.3 Sistemas de ecuaciones lineales

epaliiniecuccen Estructuras Algebraicas

Matrices y Determinantes
Sistemas de ecuaciones lineales

Tema 1: Introduccion

1.3 Sistemas de ecuaciones lineales

1.3.1
1.3.2
133
1.3.4
135
1.3.6
137

Definiciones

Sistemas de ecuaciones lineales equivalentes

Resolucién de sistemas lineales: Método de Gauss-Jordan
Teorema de Rouché-Frébenius

Otros métodos de resolucién de sistemas compatibles
Sistemas lineales homogéneos

Ejercicios
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Definiciones

Sistema de ecuaciones lineales Llamaremos sistema lineal de m ecuaciones con n incégnitas a

un sistema de ecuaciones de la forma

aqq Xy +aqpXo + - -

amiXy +ampXo + - -

+ aypxn = by

}

+ amnxn = bm

apq ayp X by
que escrito de forma matricial es -
. amy amn Xn bm
o abreviadamente AX =B
a1 an
siendo A = € #my n la matriz de coeficientes,
ami amn
Xq b
X = € .,y €l vector de incognitas y 5 = € My 1 el vector
X‘n b;n

de términos independientes

Xy +4xp +x3 — 9x4
3x1 + 8xp + 4xg + 5xg
—5xy — 3Xo + X4
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Definiciones (continuacion)

Importante

La resolucién de un sistema consiste en averiguar si, dadas las matrices Ay B, existe un vector
solucién X tal que AX = By, en caso afirmativo, si este vector es Unico. Por tanto, podemos
clasificar los sistemas lineales segun el siguiente criterio:

« Sistema incompatible, si carece de solucion.
« Sistema compatible determinado, si existe solucién y esta es Unica.
« Sistema compatible indeterminado, si existe mas de una solucion.

.

El nombre utilizado para las incognitas se suele expresar en letras minisculas usando generalmente Xy , X, ...Xp 0 utilizando las Ultimas
letras del alfabeto x, y, z, t...

La matriz ampliada, A* 0 Ao (A |B), es la que se obtiene cuando a la matriz de coeficientes se le afiade una columna a la derecha
incluyendo el vector de términos independientes. Se suele separar dicha columna con una linea vertical

ayg - A by
A* = (A |B) =

amy ce amn bm

.
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Sistemas de ecuaciones equivalentes

Sistemas equivalentes Dos sistemas se dicen equivalentes si sus conjuntos de soluciones
coinciden.

Propiedades de los sistemas de ecuaciones lineales En relacién con esta definicién se pueden
demostrar las siguientes propiedades de los sistemas lineales:

1. Si multiplicamos cualquiera de las ecuaciones de un
sistema lineal por un escalar, obtenemos otro sistema
equivalente.

2. Si se intercambia la posicién de dos ecuaciones, el
sistema resultante es equivalente.

3. Siauna ecuacion se le suma otra multiplicada por un
numero real cualquiera, el sistema resultante es
equivalente.

Como consecuencia de estas propiedades, si observamos que una ecuacion es combinacion lineal  de cierto
numero de ecuaciones del sistema, al suprimir esa ecuacién obtendremos un sistema equivalente, ya que al

restar a dicha ecuacion la combinacién lineal obtendriamos una ecuacion nula. Si no es posible obtener una
ecuacion como combinacion lineal de otras, diremos que dichas ecuaciones son linealmente independientes.
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Resolucion de sistemas lineales: Método de Gauss-Jordan

El método de resolucion de ecuaciones de Gauss-Jordan, llamado asi en honor a Carl
Friedrich Gauss y Wilhelm Jordan que fueron los primeros en establecer el algoritmo , permite no
s6lo resolver estos sistemas basandose en propiedades de equivalencia, sino, al mismo tiempo,
conocer si son compatibles determinados, indeterminados, o incompatibles.

En primer lugar calculamos el sistema escalonado equivalente y podemos encontrarnos con
distintos resultados:

Sistema escalonado equivalente de un sistema de tres ecuaciones AX = B

Matriz escalonada de A Matriz escalonada de A*
/ / / / /
L PRCT 1 ap a3 | by
/ / / i
Ejemplo A 0 1 ay 0 1 ap, b Compatible determinado
0 0 1 00 1 by
7 / / / / 7 /
1 aip a3 2 T ap a3 a4 | b
i / / / / / q i
Ejemplo B 0 1 apy ay 0 1 apy ap, by Compatible indeterminado
/ / /
0 0 1 agy 0 0 1 agy b3
! / / / / / /
T ap a3 ay T ap a3 2y | by
/ / / 7 / il
Ejemplo C 0 1 apy ap, 0 1 ay ap, b Incompatible
0 0 0 0 0 0 0 0 1
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Resolucion de sistemas lineales: Método de Gauss-Jordan (continuacion)

e Enun sistema compatible determinado el nimero de filas linealmente independientes de la matriz de coeficientes es igual al
numero de filas linealmente independentes de la matriz ampliada y coincide con el nimero de incognitas del sistema (ejemplo A).

e Enun sistema compatible indeterminado, aunque el nimero de filas linealmente independientes en la matriz de coeficientes y
en la matriz ampliada es el mismo, este es menor que el nimero de incognitas (ejemplo B).

e Por Ultimo, en un sistema incompatible el nimero de filas linealmente independientes de la matriz de coeficientes es menor que
el nimero de filas linealmente independientes de la matriz ampliada (ejemplo C).

Posteriormente a la obtencién de la matriz escalonada, se puede continuar el procedimiento de resolucién del sistema, intentando, de
nuevo mediante operaciones elementales sobre filas, la diagonalizacion de la matriz ampliada o de la obtencion del mayor nimero posible
de elementos nulos por encima la diagonal principal de la matriz de coeficientes (matriz canénica equivalente por filas). De este modo, en
cada fila apareceria una expresion sencilla que permitiria obtener la solucion del sistema. Por ejemplo, las matrices de los ejemplos

anteriores quedarian de la siguiente forma:

Sistema canénico equivalente de un sistema de tres ecuaciones AX

Matriz canonica equivalente de A
100
Ejemplo A 01
0

S}

Ejemplo B 01

Ejemplo C

o o

Matriz canénica equivalente de A*

100 | b
10 bé Compatible determinado
/
001 b3
/ /
00 aj, by
10 ap, b Compatible indeterminado
/ /
0 1 ag, bg
/ /
0 a3 a4 | 0
1 aéa aéA Incompatible
0 0 0 1
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Sistemas de ecuaciones lineales

Algoritmo de Gauss-Jordan para calculo de matrices inversas (repaso)

Repaso (ejemplo)

Vamos a utilizar el procedimiento descrito para calcular la matriz inversa de una matriz dada y demostrar de forma practica el algoritmo de

Gauss-Jordan de célculo de matrices inversas.

Consideremos la matriz A = (; ;) buscamos una matriz A~ 1 = (; };) talque A - AT = I, por lo tanto

11 xy\ _ (10 - X+z t+y _ (10
23 zt) \ot 2x +8z38t+2y)  \01
Asi que tenemos dos sistemas de ecuaciones de dos incognitas:
X+z =1 y+t =0 . . 11 |1 11 |0
ox 132 —0 }y 2y+3t -1 },cuyasmalncesasocmdasson(23 ‘0)”(23 ‘1)

Como se puede ver, ambos sistemas tienen la misma matriz de coeficientes, sélo se diferencian en los términos independientes. Si
resolvemos estos sistemas mediante el método de Gauss, las operaciones elementales que tenemos que hacer para obtener la matriz
escalonada seran las mismas:

11 |1 Fp—2F4 11 1 Fi1—F 10| 3
(23 ‘0 ) — (01 |—2 ) — (01 ‘—2 )
11 ] 0 Fp—2F4 11 0 Fi1—F 10 | —1
(23‘ 1) - (01 1) - (01‘ 1)
N { x=3

z=-—2 =>A_17( 3—1)
e y=—-1 1

fi=1

Si combinamos los dos sistemas de ecuaciones, podemos resumir el procedimiento en que inicialmente tenemos (A |I) y mediante
operaciones elementales obtenemos (I| A1 ), dando lugar a la matriz inversa de A.

)
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Tema 1: Introduccién

Tema 2: Espacios Vectoriales

Tema 3: Aplicaciones Lineales

Tema 4: Diagonalizacién de Endomorfismos
Tema 5: Espacios Euclideos

Estructuras Algebraicas
Matrices y Determinantes
Sistemas de ecuaciones lineales

Teorema de Rouché-Frébenius

Basandonos en los resultados anteriores podemos concluir que el rango de la matriz ampliada A*
coincide con el nimero de ecuaciones linealmente independientes del sistema. Comparando este
rango con el de la matriz de coeficientes A (que es el nimero filas linealmente independientes de
A) podemos describir cémo son las soluciones del sistema.

Teorema de Rouché-Frébenius

Sea un sistema de ecuaciones lineales con n incégnitas, cuya matriz de coeficientes es Ay cuya
matriz ampliada es A*, tendremos que:

« Elsistema es compatible siy sélo si rang (A) = rang (A*). En este caso se distingue entre:

« Determinado (tiene solucién unica) si rang (A) = n
« Indeterminado (tiene infinitas soluciones) si rang (A) < n, con n — rang (A)
paréametros libres

« Elsistema es incompatible (no tiene solucion) si y sélo si rang (A) < rang (A*)
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Estructuras Algebraicas
Matrices y Determinantes
Sistemas de ecuaciones lineales

Otros métodos de resolucion: matriz inversa

Cuando tenemos un sistema de ecuaciones en el cual el nimero de incégnitas es igual al nimero
de ecuaciones entonces, el sistema sera compatible determinado si y s6lo si el rango coincide con
el nimero de incognitas, lo que significa que todas las filas son independientes y, por lo tanto, el
determinante de la matriz A del sistema es no nulo.

Procedimiento de resoluciéon mediante la matriz inversa

Si tenemos un sistema de ecuaciones AX = B con el mismo nimero de ecuaciones que de
incégnitas, cuya matriz de coeficientes A cumple que

Al # 0

en ese caso, podremos calcular la matriz inversa de A, por tanto la solucién del sistema AX = B
es: ,
X=A"'B

Si |A| = 0 entonces el sistema serd incompatible o compatible indeterminado dependiendo del
rango de la matriz ampliada y no podremos utilizar este procedimiento para resolver el sistema.
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Tema 5: Espacios Euclideos

Otros métodos de resolucién: regla de Cramer

Otro método de resolucion es la regla de Cramer basada en propiedades de los determinantes.
Veamos el caso particular de un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas:

ax + by = eq N El b e
cx +dy = ep c d e
. . - - . a b &4
Resolviendo por el método de Gauss llegamos a la siguiente matriz triangular: ( 0 ad — be | aey — cey )
De modo que, después de un pequefio célculo, obtenemos que:
a e a e &4 b &4 b
_aep —cey c ep c ey _ deqg —bey ey d | e d
ad — bc a b |A| ad — be a b |A|
c d c d

Por lo que este método sera valido si |A| # 0, o sea, si el sistema es compatible determinado.

Regla de Cramer

Generalizando para un sistema de n ecuaciones con n incégnitas compatible determinado. Si definimos
a L by: - a
11 i 1n

Bj = : : : , i=1,2,..,n

an S by - am
la matriz resultante de cambiar en la matriz del sistema la columna i-ésima por la columna de términos independientes, entonces

B:
X = u i=1,2,....n
1A|
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Sistemas lineales homogéneos

Un sistema lineal homogéneo es aquel cuyos términos independientes son nulas, asi que es de la
forma
aj Xy + aieXe + - -+ anXn =0
.................. = AX =0
am X1 + 8meXe + -+ - + @mnXn = 0

Sabemos que todo sistema homogéneo posee la solucion trivial X = (0,0,0,...,0), y por
tanto es compatible.

Soluciones de un sistem mogéneo

Dado un sistema homogéneo AX = 0 se cumple que:
o Si|A| # 0 el sistema es compatible determinado y sélo posee la solucion trivial

X =(0,0,...,0)
o Si|A| = 0 el sistema es compatible indeterminado y posee infinitas soluciones. En este
caso:

e Si X es una solucion del sistema homogéneo (AX = 0) y A € R entonces A X es también solucién del sistema, ya que
A(AX) = X (AX) = X0 = 0

e Si X e Y son soluciones del sistema homogéneo (AX = 0y AY = 0), entonces X + Y es solucion del sistema, ya que
AX+Y)=AX+AY =0+0=0.
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P Sistemas de ecuaciones lineales

Tema 4: Diagonalizacién de Endomorfismos
Tema 5: Espacios Euclideos

EJERCICIOS

1. Resolver mediante el método de eliminacién de Gauss 2x+y — 3z = —3

X—2y+z=6
x — 3y +3z=10

2. Estudiar la compatibilidad en funcion de los valores que pueden tomar el parametro a:

a2x+y+z:3
x+a2y+z:4—a
x+y+azz:2+.32

3. Resolver el sistema AX = B empleando la matriz inversa de A

0 31 -3
A={2 0o 1],B=|—1
26 1 —1
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Tema 1: Introduccién Estructuras Algebraicas

Matrices y Determinantes
Sistemas de ecuaciones lineales

EJERCICIOS: Sobre circuitos eléctricos

Una aplicacion frecuente de los sitemas de ecuaciones lineales es a circuitos eléctricos donde se suele conocer el voltaje de la fuerza
electromotriz V (que por lo general es una bateria o generador) y los ohmnios R de las resistencias y se quiere calcular la intensidad / de
las corriente que circulan por cada segmento del circuito.

La intensidad de las corrientes y las caidas de voltaje en un circuito eléctrico se rigen por las Leyes de Kirchhoff:

LEY DE KIRCHHOFF DE LA CORRIENTE: La suma algebraica de todas las corrientes en cualquier nodo es cero.

LEY DE KIRCHHOFF DEL VOLTAJE: La suma algebraica de todos los cambios de potencial a lo largo de las resistencias del circuito /R es
igual a la suma algebraica de las fuentes de voltaje V.

Para cada elemento en el circuito hay que elegir una direccion positiva para medir la corriente que pasara a través de dicho elemento. Las
elecciones se indican con flechas. Para la fuente de voltaje V se toma como positivo el sentido del polo negativo al positivo. Dicha eleccién
condicionara también el signo de los cambios de potencial en las resistencias. EI cambio de potencial a través de las resistencias sera
positivo cuando dicho cambio se mida en el mismo sentido que la corriente, y negativo en el caso contrario.

t ’ i Ejemplo:
P L o Enelbucle Ly tenemos: (Ry + Rp) l{ — Rolp = V
Enelbucle Ly: (Ry + Rg) lp — Rply =0
e Calcular las corrientes /1 , I> en el circuito eléctrico de la figura de abajo si el voltaje de la bateria es V = 6 V y las resistencias
son Ry = 2Q, Ry = 3Q, R3 =4Q, Ry = 2Q.
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2.3 Subespacios vectoriales
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2.1 Espacio Vectorial

Tema 2: Espacios Vectoriales
2.1 Espacio Vectorial
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2.1.2 Sistemas de generadores y bases
2.1.3 Ejercicios
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Definiciones

Espacio vectorial

Un conjunto V, cuyos elementos se denotan mediante 4, v, w, ..., se dice que es un espacio
vectorial sobre el cuerpo K (si K es R se dice que es un espacio vectorial realy si K es C se dice
que es un espacio vectorial complejo), si en él se han definido dos operaciones:

o Suma, +, que es una operacion interna de manera que a cada par de elementos iy vV de V

se le hace corresponder el elemento i + vV de V, denominado sumade dy v,y

o Producto por un escalar, que es una operacion externa, de manera que a todo elemento U
de V y atodo elemento « de K se le hace corresponder el elemento «i de V,

que satisfacen las siguientes propiedades:

(81)

(M4)

(Conmutativa) U + V = V + U paratodo 7, Vde V .

(Asociativa) T + (V + W) = (U + V) + W paratodo T, ¥, wde V.

(Elemento neutro) Existe un elemento de V, designado por 0 y denominado neutro, tal que & + 0 = i para
todo G de V.

(Elemento opuesto) Para todo U de V existe un elemento, designado por — i y denominado opuesto de T, tal
que i + (—i) = 0.

(Elemento unidad) 17 = @ para todo U de V, donde 1 denota el elemento unidad de K.

(Asociativa) o (BU) = (o3) U paratodo G de Vy todo o, 8 de K.

(Distributiva respecto a la suma de escalares) (o + 3) U = «l + Bl paratodo dde Vytodo o, 3 de K.
(Distributiva respecto a la suma de vectores) o (T + V) = «li + aV paratodo @, V de V y todo o de K

Por lo tanto, el conjunto V, con la operacién suma (V, +) es un grupo abeliano o conmutativo.
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Subespacios vectoriales

Tema 2: Espacios Vectoriales

Definiciones (continuacién)

. (RZ, +, ~R) es un espacio vectorial donde esta definidas las operaciones
+:R2xR? — R%y.:R x R2 — R?
Se cumple que dados Uy = (X1, y1), Uo = (X2, y2) € R? se tiene que
Uy + o = (X1 + Xz, y1 + ¥2) € R?, ydados i = (X, y) € R?, a € R se cumple que
all = (ax, ay) € R?

7

e (Pn[x],+,R) donde P; [x] son los polinomios en x de grado menor o igual que n también
es un espacio vectorial

o (Mpmxn, +, -R) donde M, % son las matrices de m filas y n columnas también es un
espacio vectorial
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Tema 2: Espacios Vectoriales

Definiciones (continuacién)

Dependencia e Independencia lineal Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K; un nimero
finito de vectores Uy, U, Us, .., Up Se dicen que son linealmente
dependientes si existe n elementos de K, a1, az, as, ..., an No todos nulos,
tal que:

a1ﬁ1+a2ﬁ2+a3ﬁ3+...+anﬁn:6 (1)

Si los vectores Uy, Ua, Us, --., Up NO son linealmente dependientes, se dice que
son linealmente independientes (L/); por tanto, los vectores iy, Up, Us, ...,
Un son L/ si cualquier igualdad como la que aparece en (1) implica que todos
los elementos de K, a1, ap, as, ..., ap, SON nulos.

Todo conjunto finito de vectores linealmente independientes no puede contener un subconjunto de
vectores que sean linealmente dependientes. J

Combinacion lineal Diremos que V es combinacion lineal de Uy, Us, Us, ..., Uy Si existen oy, ag,
as, ..., ap, elementos de K no todos nulos, tales que:

V=l + aglh +0¢3L73 + ... + aplp
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Cambio de base
Subespacios vectoriales

Tema 2: Espacios Vectoriales

Definiciones (continuacién)

Comprobad si las siguientes matrices son linealmente independientes

103 2 11 0-15
A’(7121>‘B’<0711>'C’(72 51)

Construimos una combinacién lineal y la igualamos a la matriz nula, lo que da lugar a un sistema de ecuaciones lineales homogéneo:

a+28 = 0 1 2 0
B — = 0 0o 1 -1
000 3a + B + 5y = 0 3 1 5
aA+ BB+ ~C = = = A=
000 —a—2y = 0 -1 0-2
2a —B+5y = 0 2-1 5
a+B+y = 0 111
Escalonando la matriz de coeficientes podemos ver si sélo tiene la solucion trivial (o« = 0, 8 = 0, v = 0) o si tiene infinitas soluciones:
1 2 0 1.2 0 12 0
0o 1-1 0 1 -1 01 —1
3 1 5 0-5 5 00 0 ) .
— — = rang(A) = 2 < 3 = n?incegnitas
-1 0-2 0 2-2 00 O
2—-1 5 0-5 5 00 O
1 1 1 0—-1 1 00 O

El sistema es compatible indeterminado, hay mas soluciones que la trivial y por lo tanto las tres matrices son linealmente dependientes:
podemos escribir una de ellas como combinacién lineal de las otras.

De la solucién parametrizada del sistema anterior podemos ver que o« = —2X, 8 = A, v = A.

Porlotanto: —2AA+ AB+ AC=0= C=2A—- B
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Subespacios vectoriales

Tema 2: Espacios Vectoriales

Sistema de generadores y bases

Sistema de generadores  Un conjunto finito de vectores { iy, Uz, Us, ..., Ux } de un espacio
vectorial V se dice que es un sistema de generadores de V si todo elemento
de V se puede escribir como una combinacién lineal de los vectores
Uy, Uz, Us, ..., Ug.

Base de un espacio vectorial Un conjunto finito de vectores {u, U, Us, ..., Uk} Se dice que es una
base de un espacio vectorial V si se cumplen las dos siguientes condiciones:

1. Los vectores Uy, Uo, Us, ..., Uk son linealmente independientes.
2. Todo elemento de V es una combinacién lineal de los vectores
Uy, Uz, Us, ... Uk
Observad que cualquier base de V es un sistema de generadores de V.

Si V es un espacio vectorial que posee una base con n elementos, entonces n + 1 vectores de V
son siempre linealmente dependientes. De manera mas general, en un espacio vectorial V que
posea una base con n elementos, entonces cualquier conjunto de m vectores de V, con m > n,
son linealmente dependientes.

Importante

Todas las bases de un mismo espacio vectorial V poseen el mismo nimero de elementos.
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X . Espacio Vectorial
Tema 2: Espacios Vectoriales CamlsieehE

Subespacios vectoriales

Sistemas de generadores y bases (continuacion)

Comprobad que el siguiente conjunto S = < x* 4+ x, x* — 2, x% — x, x + 1, x> — x} es un sistema
generador del espacio vectorial P3[x] (polinomios de grado menor o igual que 3) y, sin embargo, no
es una base. Después seleccionad un subconjunto B CS que sea base de P;[x]

Elegimos un vector genérico p(x) = ag + a x + az)(2 ar 33)(:3 € P3[x] y lo escribimos como combinacién lineal de los elementos de S:
a (x2+x) +8 (x3 —2) + v (Xz —x) +6(x+1)+e(x2 —x) = agx® + apx® + ayx + 3y =

B34 (et v+ )X+ (a—y+35—e)x+(—28+3)=agxd +ax® + ayx+ 3y =

B = a 0 1 00 0|ag
a 4F3 +e = ap 10 10 1 |a | _
« v 46 —e=ay T 1 011 —1]|a | W5
—2p3 +6 = ap 0 -2 01 0 ap

El sistema tiene solucion si rang(A) = 4, que es el nimero de ecuaciones que tienen que satisfacerse, y que corresponde a la dimensién
de P3[x], ya que significaria que cualquier p(x) € Pg[x] se puede escribir como combinacién lineal de los elementos de S.

01 00 0 10 10 1 10 10 1 10 10 1
(1 o 10 1 |FA=FR[o 1 o0 o|f=Ffo 1 o0 o |Rt2F2(01 00 o0 .
Al4 0 —11 —1 10 =11 —1 0 0—21-2]| 7 |oo—21 2|7

0-2 01 0 0-2 01 0 0-2 01 0 00 01 0

Ademés, en este caso como hay cinco incégnitas, el sistema seré compatible indeterminado (no habra solucién Gnica), por lo que el
conjunto S sera generador, pero no base. Para construir una base tenemos que seleccionar cuatro elementos de S que sean linealmente
independientes y como vemos que las cuatro primeras columnas son linealmente independientes (ya que la matriz equivalente escalonada

tiene los pivotes en las cuatro primeras columnas) una posible base de P3[x] sera B = {x +x,x° — 2, X2 - X, x+1
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Sistemas de generadores y bases (continuacién)

Dimension de un espacio vectorial  El nlmero de elementos que posee una base cualquiera de un
espacio vectorial V recibe el nombre de dimension de V, dim(V).
Dado un vector V de un espacio vectorlal v sobre Ky dada una base B = {u, Up, Us, ..., Up } de
dicho espacio vectorial, sabemos que V = a; Uy + axlp + ... + anln, CON &1, 82, ..., @n e ]K
Componentes de un vector Los numeros aiy, a, ..., an, tales que V = ayly + aplp + ... + aplp
donde B = {iy, U, Us, .. u,,} es una base de V, se denominan
componentes o coordenadas de V en la base B, y lo representamos como
a
a

Cslv] =

an

Importante

Las componentes de un vector respecto de una base son Unicas.

Definicién

La base candnica de un espacio vectorial R” viene dada por & = (1,0,0, ..., 0),
é =(0,1,0,...,0), ..., & = (0,0,0, ..., 1).
De forma similar se puede definir la base candnica de cualquier espacio vectorial.
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Cambio de base
Subespacios vectoriales

Tema 2: Espacios Vectoriales

Sistemas de generadores y bases (continuacion)

. . 10 00 01 —11
Dado el espacio vectorial My« 2(R) comprobad que B = s S s
01 11 00 00
31 -
es una base y encontrad las coordenadas de M= o o)en la base canénica B¢ y en la base B
3
- _f/10\ (01\ [00) (00 . =1
La base candnica de My o(R) es BC*{(O 0),(0 0),(1 0)’(0 1)} por eso las coordenadas de M en BB son: CBC[Mjf 0
2
Como la dimensién de My »(R) es 4, para que B sea base, basta con demostrar que sus elementos son linealmente independientes:
a—6=0 100 —1 |0 100 —1
10 00 01 —11\_/00 Yy+46=0 001 1 (0 001 1 a
a(01)+ﬂ(11)+”(00)+‘;( 00)’(00): B=0 "|010 o0fo]| =M g1q of #Oauiere
a+B=0 110 0|0 110 0
decir que las cuatro matrices son linealmente independientes y, por lo tanto, 13 es una base.
Las coordenadas de M en la base B la obtendremos resolviendo el sistema
a—6=3 100 —1 3
10 00 01 —11\_(3 -1 y+48=—1 001 1 |—1| Fo=F3
"‘(01)*’3(11)”(00)*‘;( oo)’(o 2): g=0—"|010 o o
a+p=2 110 0| 2
100 —1 3 100 —1 3 1000 | 2
010 0| o|F—F—F (ot10 o| o|F+fFa—F4 (0100 | o
001 1 |[—1 001 1 |[—1 0010 0
110 0 2 000 1 |—1 0001 |—1
2
10 —11 0
Porlolamo,M72(01)—( 00):>CB[M]7 0
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ntacion
Espacio Vectorial

Cambio de base
Subespacios vectoriales

Te
Tema 4: Diagonali:

Sistemas de generadores y bases (continuacion)

Dados dos vectores i y U de un espacio vectorial V de dimension n representados mediante sus

a b1
a

coordenadas Cg[ti] = | . | yCsltz] = | . | en unabase B, cualquier combinacion lineal de
an bn

dichos vectores de la forma aly + B da lugar un nuevo vector v del espacio vectorial V cuyas
coordenadas en la base B son la combinacién lineal de las coordenadas de los vectores U y U» en
aay + Bby
aa + by
la base B, por lo tanto, Cs[V] = .

aan + 5bn V

Importante

Las coordenadas de un vector en una base BB de un espacio vectorial V de dimension n se
comportan como vectores del espacio vectorial R”, esto permite considerar isomorfos a los
espacios V y R” y trabajar con cualquier espacio vectorial V de dimensién n como si fuera R”

El espacio vectorial de las matrices M3 o es isomorfo de r®
El espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual que 3, P3[x], es isomorfo de R4
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EJERCICIOS

1. Dados los vectores a = (1,1), b = (2,1)yc = (1,2)de]R2

e Comprobar que forman un sistema de generadores.
e Comprobar que son linealmente dependientes.

2. En el espacio vectorial My y 3(IR) sobre R se consideran las matrices:
01 -2 11 -2
A= (11 1)"5’ (01 1)
Prueba que son linealmente independientes.

3. Probar que el conjunto B = {(2, 3) , (0, 2)} es una base del espacio vectorial R2 y hallar las coordenadas del vector (5, —1)
respecto de la base B.

4. Sabiendo que los vectores T, V, y w son linealmente independientes, probar que los vectores U, U + V, U+ V + w también lo son.
5. Demostrar que el conjunto de polinomios B = {1, X, x2, xa} es una base de P3[x], conjunto de polinomios de grado menor o

igual a 3. Probar que B/ = {1, x—1,(x — 1)2 s (x = 1)3} también es una base de P3[x].

6. Expresar el polinomio 23 —3x2 +5x — 6 € P3[x] como combinacién lineal de los elementos de la base de P3[x] dada por
{11 —xx+2,2 48}
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2.2 Cambio de base
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Cambio de base entre la base candnica y una genérica

Supongamos que tenemos dos bases de un espacio vectorial V'

Be = {&, 85, ..., én} (base canonica)
B = {by,U,...,Un}

Dado cualquier vector w € V lo podemos expresar como una combinacion lineal de cada una de las bases:
Xq Xi
Xo x5

W:x1§1+x2§2+...+x,,§,7:x1’ﬁ1+xé32+...+x,’,ﬁ,7dondeCBC[W]: . lyeglwl = .| sonlas
xn xh

coordenadas de w en las bases B y B, respectivamente, ambas escritas como matrices columna. Por lo que

W= (8 & ... &n) CBC[VT/]: (Uy Uy ... Un) Cr[W] (2

Sabemos ademas que los vectores de la base 13 se pueden expresar como combinacion lineal de los vectores de la base B:

Up = uy18 +Ugp8 + ... + Ugpén
Uy = Upy8f + Upp8 + ... + UopBn
Un = Upy® + Upp® + ... + Upnén
Uit
Uiz
donde los correspondientes CBC [G] = .| son las coordenadas del vector &j; en la base B .
Yin
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Cambio de base entre B¢ y B (continuacién)

Esto ultimo se puede expresar en forma matricial como:

g & ulp Uz e U
t2 €2 ot U2 - U2p
. =ul . con U = . . ®
tn én Upy  Upp oo Upn

por tanto, con (3) y usando las propiedades de las matrices transpuestas, tenemos que
- o - = = = t
(dy Uy ... Un) = (61 & ... En) U (4)

donde la columna i de la matriz U! son las coordenadas en la base canénica del vector Uj de la base B.
Sustituyendo en la expresion (2) lo obtenido en (4) tenemos que :

18 ... &) Cp W] = (&1 & ... &n) U'CBW]

luego CBC W] = ut Cp[W]. Es decir, Ut es la matriz que nos permite pasar coordenadas de la base 13 a coordenadas de la base
canénica B, por lo que la denominaremos ut = MEC y escribiremos
Ci W =ME . ciiw ()
Be Bo OB
De igual modo, la inversa de la matriz MEC nos permitira pasar de la base 3 a la base B, de modo que tendremos
-1 B B
(Mgc) = MB c y, multiplicando la expresion (5) por la izquierda por MBC podremos escribir
. Be N
Cpli) = MzCCp (W) ®

B
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Cambio de base entre B¢ y B (continuacion) _

Matrices de cambio de base

o Lamatriz Mgcque tiene como columnas las coordenadas en la base canénica B¢ de los

vectores de la base B nos permite transformar las coordenadas de cualquier vector de la
base B a la base canénica B¢

B .
e La matriz MBCque tiene como columnas las coordenadas en la base B de los vectores de la
base candnica B¢ nos permite transformar las coordenadas de cualquier vector de la base
canodnica B¢ a la base B

=]
« Se cumple que Mgc = (Mgc)
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Tema 2: Espacios Vectoriales

Cambio de base entre B¢ y B (continuacion)

Dado el espacio vectorial R?y la base B = {ty = (1,-1), 0> = (1,2)}, calculad las matrices de
cambio de base desde la base candénica B¢ a la base B y viceversa. Obtened las coordenadas del
vector V = (2, 1) en la base candnica B¢ y en la base B.
La matriz que tiene por columnas las coordenadas de los elementos de B en la base canénica B es MEC = ( 7: 12) y permite
—1
pasar de las coordenadas en B a las coordenadas en B . La matriz inversa MSC E (Mgc) permite el paso de B a By,
S Be 1 (2—1
calculando dicha inversa tenemos MB =3 (1 4 )
Las coordenadas de v en la base canénica son CBC V] = (?) y en la base BB son
Be 1 (2 —1 2 1
Ol =Mg™ Cppl = 3 (1 1) (1) = Ol = (1)

Esto significa que V = 28 + &, = Uy + Uy, donde &; y &, son los vectores de la base canonicay Uy y Up los vectores de la base 13

2
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Espacio Vectorial
Cambio de base
Subespacios vectoriales

Tema 2: Espacios Vectoriales

Dado el espacio vectorial R®y la base B = {i; = (1,1,0), 0 = (1,0,3), 33 = (0, —1,2)},
calculad las matrices de cambio de base desde la base canénica B¢ a la base By viceversa.
Obtened las coordenadas del vector vV = (2, —1, 4) en la base canonica B¢ y en la base 3.

La matriz que tiene por columnas las coordenadas de los elementos de B en la base canénica B es

B (11 0)
mE = (101
B
¢ \os 2

y permite pasar de las coordenadas en B3 a las coordenadas en B .

B —1
La matriz inversa MB Cc_ (Mgc) permite el paso de B a By, calculando dicha inversa tenemos

321

Bc
MB = -2 2 1
3 -3 —1

2
Como las coordenadas del vector V en la base canénica son CBC [Vl = | —1 |, podemos calcular las coordenadas de V en la base B
4

B 3 -2 -1 2 4
cutn=iFesgn= (3 2 1) () = esn= ()

Porlo que V = 4iiy — 2, + 503

como
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Cambio de base entre dos bases genéricas

Supongamos ahora que tenemos dos bases, B; y B, ninguna de las cuales es la candnica.

) B B . -
Tendremos las matrices MB‘C y MB(Z: que nos permite pasar de By a la canénica B¢ y de B, a B,

. B By B By .
respectivamente, y M51C = (MB‘C) Ty MBzc = (MBZ) ' que nos permite pasar de B¢ a las
bases B y B, respectivamente. Supongamos que conocemos las coordenadas Cg, [w] de un
vector w en la base B; y queremos saber cuéles son sus coordenadas en la base Bo, Cs, [w].

Primero pasamos de la base B a la canénica B¢ multiplicando por Msé:
Co, W] = My Cs, [W
5 W] = Mg, Cs, []

Ahora pasamos de B¢ a B, multiplicando por Mszc:

— B . B B _
Cs,[W] = MBZC Cp W] = MBZC MB(‘: Cs, W]
Asi pues, la matriz que permite pasar de coordenadas de B a coordenadas de 3, es
B4 B pgB1

Si queremos pasar de B, a B; multiplicafiios por fa invérsa:

Bo B\ —1 Be B —1 B -1 B 1 By 1Bs
g = (M) = (MEowEy) ™ = () () - mEow:
por lo que
— B B — B —
Cis, [#] = M8 ;2 Crs, [#] = My Cis, [ W]
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Cambio de base entre B y B>

Considérense las siguientes bases de R?: By = {Uy = (1, —2), o = (3, —4)},
By = {vy = (1,3), 1 = (3,8)}.
Determinad la matriz de cambio de base desde B¢ a B> ,Mf:; ,y la de desde B, a By, Mgf

1

3
La matriz de cambio de base 31 a B es M51 = y la cambia desde B, a B es
1 Cc Be 2 (o]

—2 —4
13 13) " 8 3
MSZ = = MSC = = .
c 38 2 38 3 —1
By Bc,By [ —8 3 1 3 By [ —14 —36
Por lo tanto MI32 E MB2 MBC = 3 _1 > _4 )= M82 = 5 13
—1
—1 —14 —36 —13 48
La matriz de cambio de By a B4 es Ml’32 = (MB1> = = M232 = 2
Bi B2 5 13 i 5 7
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B
Mgzl

B L)

M%Z
dl 5
Mg M
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Tema 2: Espacios Vectoriales

EJERCICIOS

1

Demostrar que los siguientes conjuntos son base de R4 .

By = {7 =(1,1,0,0),% =(0,1,0,0),7 = (0,0,1,1), 7 = (0,0,1, 1)}
By {Ty = (1,2,0,0), T = (0,1,2, —1) , Ty = (1, =1, =1, —1), Ty = (0,1, 1,0)}

Encontrar las componentes del vector V = 3Vy — V3 + 2V, respecto a la base 135 y respecto de la base canénica.

Calcula la matriz del cambio de base de BB a B para las siguientes bases de r3:
B={(1,1,0),(—1,1,1),(0,1,2)}, B = {(2,1,1),(0,0,1),(—1,1,1)}

Calcular las coordenadas del vector p (x) = —1 + 6x — 8x2 respecto de la base B = {1 +2x + 2)(2, 2x — x27 -1 — 2x}

Calcular la matriz del cambio de base M que pasa de la base canénica de R3 alabase B que surge de girar 90° alrededor del
eje z y en sentido contrario a las agujas del reloj los vectores de la base canécica. Determinar las coordenadas del vector
v = (1,1, 1) respecto de la nueva base.

Supéngase que los ejes x e y en el plano R? se giran 45 en el sentido contrario de las agujas del reloj, de forma que el nuevo
eje x’ esté alo largo de la recta x = y y el nuevo eje y’ a lo largo de la recta x = —y. Encontrar:

e La matriz de cambio de base.

e Las nuevas coordenadas del punto A(5, 6) bajo la rotacion dada.

1
El vector ¥ = (1, 3, 0) tiene coordenadas Cy3[Vy] = ( 0 ) en labase 13, el vector v, = (3, 8, 0) tiene coordenadas
0

0 0
Cpilip] = ( 2 ) y V3 = (0, 1, 1) tiene coordenadas Cpz[V3] = ( 0 ) Hallar los tres vectores que forman la base B.
0 1
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Definiciones

Subespacio vectorial Un subespacio vectorial de un espacio vectorial V es un subconjunto S de
V, que a su vez es un espacio vectorial con las operaciones definidas en V.

Importante

Para demostrar que un subconjunto es un subespacio vectorial no es necesario comprobar de
nuevo que satisface todas las propiedades de espacio vectorial. En realidad, es suficiente
demostrar las dos condiciones siguientes:

1. Paratodo U,V € Ssecumpleque U+ vV € S.
2. Paratodo o € Ky paratodo U € S se cumple que al € S.

Estas dos Ultimas condiciones son equivalentes a demostrar que para todo «, 3 € Ky para todo U
yves

all+ BV ES.

Subespacio engendrado Sea S = {Uj, Uz, Us, ..., Uk } un subconjunto del espacio vectorial V, el
subconjunto de vectores de V que se forma mediante todas las combinaciones
lineales de los elementos de S es un subespacio de V. A este subespacio se le
denomina subepacio engendrado por S'y se denota por (S) = L(S) = gen(S)
y los vectores de S constituyen un sistema de generadores de £(S).
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Definiciones (continuacién)

Dados los siguientes conjuntos, comprobar si son subespacios vectoriales:

a 1

S = {(x,y,z) € Ra\x7y+z:0}y82 = {( 0 -a ) € Mayo(R)|a e R}
(a) Consideremos dos vectores pertenecientes a Sy : { U =09,01,2) €S =xy —yy+21 =0

Uy = (X, ¥p,2p) € Sp = Xop — Yo +2p =0
Calculamos ahora una combinacién lineal de ambos:
V= aly + Bly = alxy, y1,21) + B(X, ¥, 20) = (axXq + BXp, ayy + BYs, azy + 2p)
Para comprobar si el vector obtenido pertenece a Sy calculamos
X —y+z=(axq +Bx) = (ayy + By) + (azy + B2p) = alxy — ¥4 +21) + Bl — y2 + 22) = 0, porlo tanto

V = aly + BV, € Sy, asique Syes un subespacio de RS

Ay = ( @ 1 ) €S,
(b) Consideramos ahora dos matrices de Sy: b 1
Ap = ( v ) cs,
Calculamos una combinacién lineal de estas matrices:
_ a b 1 _ aa+ Bb a+ B . "
ahy + BAy = a ( 0 - + 8 ( o b = ( 0 —wa— Bb ) Como el elemento de la primera fila

segunda columna no esigual a 1 (o + 8 # 1), la matriz obtenida no pertenecera a S, por lo que Spno es un subespacio de Moy o (R)
£
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Definiciones (continuacién)

Importante

Dado un subespacio vectorial S de un espacio vectorial V (por lo tanto, S C V) con
dim(S) = m < dim(V) = n podemos describir dicho subespacio de dos formas diferentes:

1. Expresion explicita o parametrica: Las componentes de los elementos de S se escriben
como combinacion lineal de los elementos de una base de Sy, por tanto, dependen de m
parametros libres.

2. Expresion implicita o cartesiana: Las componentes de los elementos de S deben cumplir un
sistema de n — m ecuaciones lineales homogéneas independientes.

Todo espacio vectorial V contiene al menos dos subespacios vectoriales denominados impropios:
el propio espacio vectorial V' y el subespacio vectorial formado por el elemento nulo {5}
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Tema 2: Espacios Vectoriales CanlsieehE

Subespacios vectoriales

Definiciones (continuacién)

Dado el conjunto de vectores S = {uy = (1,2, —1), tp = (1,0,1), us = (1,1,0)} de R®, calcular
el subespacio que engendra y obtener la dimensién de este subespacio y una base.
Calculamos una combinacién lineal de los vectores de S'y la igualamos a un vector genérico V = (X, y, z) € r3 y esto nos permitira ver

qué caracteriza a los elementos del subespacio S=L(S)
111 |x 1 1 1 X 1 1 1 X
Fp—2Fy ,F3+F; Fa+F;
2 1—>3 U Yy —2x 3—>2 0—-2—1 y —2x
Z+X 0 0 0 fz+y—x

aly + Blp + Uz =V = 201 |y 0—2—1
—110 |z 0o 2 1
Segun el resultado anterior, podemos ver que de los vectores de S solo hay dos linealmente independientes (solo hay dos pivotes en la
matriz de coeficientes) y puesto que los pivotes estan en las dos primeras columnas, correspondientes a los vectores Ty y Up, estos
pueden servir como base del subespacio y los vectores del subespacio se obtendran como combinacion lineal de estos dos vectores, asi
pues V = aly + By = V= (a + B,2a, —a + ) =
5:{(a+15 2a, —a+ ) € B¥|a, B € R}
Esta es la expresio étrica (depende de dos parametros) del subespacio vectorial
S. Ladimensiénde S es dlm(S) = 2, ya que depende de dos parametros libres (tiene dos vectores
en la base con los cuales se puede generar todo el subespacio).
Por otro lado, al obtener la matriz escalonada observamos que para que el sistema tenga solucién
es necesario que la matriz ampliada también tenga rango 2, lo que sucedera cuando z+y — x = 0,
por lo tanto, los vectores del subespacio S tienen que cumplir esta condicion, asi que podriamos
escribir que -
S = {(x,y,z) € R3|z+y7)(:0}
Esta es la expresion implicita o cartesiana del subespacio vectorial S (el subespacio esta repre-
sentado por una ecuacién algebraica).

Dado que S es un subespacio de R3 ydim(S) =2y dim(]Rs) = 3 se cumple que el nimero de parametros de la expresion paramétrica
de S esigual a la dimensién de S (#pardmetros=dim(S)) y el nimero de ecuaciones algebraicas (o restricciones) que definen S es la

diferencia entre las dimensiones del espacio y del subespacio (#ecuaciones algebréicas:dim(]Rs) — dim(S))

A
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Suma e interseccion de subespacios vectoriales -

Suma e interseccion de subespacios vectoriales Dados dos subespacios vectoriales Sy y S, de
un espacio vectorial V podemos definir:
« suinterseccion
81082:{L7|E€S1yﬁ682}
e Yy susuma

Si+S={ti+l|le€SylcS}

Estos dos subconjuntos de V también son subespacios vectoriales de V.

Proposicién

Dados dos subespacios vectoriales Sy y S, de un espacio vectorial V se cumple que:

dim (S1) + dim (32) = dim (31 + 82) + dim (81 n Sg)
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Suma e interseccion de subespacios vectoriales (continuacion)

Dados los subespacios S = {(x.y. 2)eR3|x+y—z= 0} y S = {(,28,a + B)|a, B € R}

calcular el subespacio interseccion y el subespacio suma.
A partir de la expresion parametrizada de Sp podemos encontrar una base de este subespacio (ej.: B(Sp) = {(1,0,1),(0,2,1)})yla

expresién cartesiana de dicho subespacio:
X\ Fg—F (10 X\ Fp=Fy (10 X\ F3—2F,
y) 357 (o2 y) 258 (01| z—x | 332
z 01
X

10
(2,28, 0 + B) = (X, ¥,2) = (02
z—Xx 02 y
zZ—x | =>2x+y—2z2=0
2x +y — 2z

11
10
(01
00

Con la expresion cartesiana de Sy, parametrizando las variables, podemos encontrar la expresion paramétrica de Sy, ya que si
Z=a,y=8=x=a— 8= 8 ={(a - B, B,a)|a, B € R}.Porlotanto, una base de Sy sera

B(Sy) = {(1,0,1), (—1,1,0)}

Con las expresiones cartesianas de Sy y de So podemos escribir la expresion cartesiana de la interseccion, puesto que la interseccion

debe cumplir ambas expresiones: §; = Sy N Sy = {(x, y,2) € ]Ra\x +y—2z=0,2x+y —2z= 0}

Para obtener la expresién paramétrica de la interseccion resolvemos el sistema de ecuaciones definido por las ecuaciones cartesianas
x+y—2z=0 11 —1 |0\ F2=2F /1 1 -1 |0\ —F2 /11 -1 |0\ Fi=F2 /10—-1 |0
{2x+y—2z:0 2(21—20 = lo=1 oo/ 7 o1 ojo) 7 \ot1 olo)™
(x,y,2) = (@,0,a) = § =5 NS = {(a,o, a) e R3la € JR}

Podemos ver que dim(S; ) =1y como se cumple que dim(Sq Hdim(Sy) =dim(S1MSs Hdim(S1+Sp) =
dim(S; +S5) =2+2—-1=383= 51 +S, = R3 ya que 51,8 C RS y como la dimensién de la
suma coincide con la del espacio total quiere decir que la suma es el espacio total (ya que es el Gnico
subespacio de dimensién 3 que hay en ]RS)A

También podiamos haber comprobado que tomando como sistema generador de Sy + Sy la unién de
las dos bases (SG(S1 + Sp) = B(S1) U B(Sy)), sélo hay tres vectores linealmente independientes.
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Suma e interseccion de subespacios vectoriales (continuacion)

Suma directa Un espacio vectorial V es una suma directa de dos subespacios Sy y S si se
cumple las dos siguientes condiciones:
S +S=V
2§ NS = {6}

Si esto se cumple se utiliza la notacién V = S; @ S, y se dice que los
subespacios S; y S, son suplementarios (o complementarios).

Si Si y S, son subespacios vectoriales de un espacio vectorial V, las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

L V=56S

2. Paratodo U € V existe una descomposicion Unica de la forma i = ty + tp con &y € Sy y
Up € S.
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Suma e interseccion de subespacios vectoriales (continuacion)

Dados los subespacios vectoriales de R® Wy = {(x,y,z) € R®|x =0,y — z=0} y
Wso = {(x,y, 2z) € R®|x + y = 0}, vamos a calcular W; N Wy W;+W, y a comprobar si se

verifica que Wy @ Ws =R>.
Para calcular el subespacio vectorial intereseccion Wy N W, resolvemos conjuntamente las ecuaciones cartesianas de ambos

subespacios:

{ x=0 (10 0 o>,_-37,_-1<1o 0 0),:37,:2(10 0 0>F2+F3<100 o>
y—z=0=(01—-1]0]) "> "[o1—-1]0)°>“[01—-1]0)“—=°|010 |0]=(xy,2)=(0,0,0) =
X+y=0 11 010 01 0|0 00 1|0 001 |0

wy nw, = {0}

Puesto que dim(W;) = 1 (ya que esta definido con dos ecuaciones cartesianas), dim(W,) = 2
(puesto que esta definido por una ecuacion cartesiana) y dim(Wy N W) = 0 = dim(Wq +
Wo) =3 = Wy + W, = &S, porlo tanto RS = Wy @ Wo.

Podiamos tambien haber comprobado las dimensiones de Wy y de W,, obteniendo sus ecua-
ciones parametricas y con ello una base de cada uno de ellos, que conjuntamente formarian un
sistema generador de Wy + Wp.

ParaW1:{y_§;g:<:)? _? |8)=>(x,y,z):(0,a,a):B(W1):{(O,1,1)}
Para Wp: x+y=0 = (110 [0) = (x,¥,2) = (—a,a,B) = B(Wy) =
{(—1,1,0), (0,0, 1)}

0—-10
Por lo tanto, SG(W; + Wp) = B(Wy)UB(W,),ycomo |1 10| = 0quiere decir que los tres

1 01
vectores son linealmente independientes, por lo que forman una base del subespacio suma, que
tiene dimensién 3, lo que corrobora el resultado obtenido anteriormente de que Wy + Wy = R3
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Espacio Vectorial
Cambio de base
Subespacios vectoriales

Tema 2: Espacios Vectoriales

EJERCICIOS

1

Comprobar si los siguientes conjuntos de R3 son subespacios vectoriales:

e A= {(x,2x,2)|x,z € R} (Ecuaciones paramétricas)

e B={(x,y,2)|x = z+ 1} (Ecuaciones cartesianas)
Seaelsistema S = {U, V} cond = (2,1, 3),V = (—2, 1, 4) obtener las ecuaciones paramétricas y cartesianas del
subespacio engendrado por S.
a—3b 4b

—4b a+3b

My . Hallar una base de este subespacio y su dimension.

Demostrar que el conjunto de matrices de la forma { ( ) € Moy la, b € ]R}es un subespacio vectorial de

Sea el subespacio vectorial de LR4, V={(x,y,z,t) talquex + y — 2t = 0, x — y — z = 0} calcular la dimensién, una
base y las ecuaciones paramétricas.
Sea el subespacio vectorial V = {(0, a, b, a + 2b) tal que a, b € R} . Determinar la dimensién, una base y las ecuaciones
cartesianas del subespacio vectorial.
Determinar la dimension, una base y las ecuaciones paramétricas y cartesianas del subespacio vectorial engendrado por los
vectoresa = (1,2,0,3),b= (3,1, -1, —1),¢c=(—-1,3,1,7)yd = (4,3, —1,2)
Determinar ay b para que el vector (1,0,a,b) pertenezca al subespacio engendrado por (1,4, —5,2)y (1,2, 3, —1).
Dados los subespacios vectoriales F, engendrado por los vectores {(1, 0, 2) , (2, 0, 4)} y G determinado por las ecuaciones
2x +y+z=0,x — y+ 2z = 0. Hallar la dimensi6n, una base y las ecuaciones paramétricas y cartesianas de los
subespacios F, G, F N Gy F + G.
Consideremos los siguientes subespacios de R3:
Fr={xyer®z=0}, R={xy2er®x=y=0} F={xy2erPx=0y=2
1 s Vs s Mo 2 Yy > 3 s Y 2y

e Probar que RS = Fi +Fy + F3.

e Probarque Fy N Fp N F3 = {0} ytambiénque Fy N Fp = {0}, Fy N Fg = {0}y Fp N Fg = {0}.

o Buscar dos descomposiciones diferentes para 0 de la forma 0 = Vi +Vp+igconiy € Fy,Vp € Fp, V3 € Fg(con

lo que se demostrara que R3 no es suma directa de Fi, FoyFg.
e Comprobar (con la misma finalidad) que (Fy + Fp) N F3 # {5}.

En R? se consideran los subespacios Wy y W, engendrados, respectivamente, por los sistemas de vectores:
Sy ={(1,0,1,0},(0,1,0,1),(1,1,1, 1)}, So = {(1,0,0,0),(2,1,0,1), (5, 1,0, 1)}. Hallar:

e Basesy dimension de Wy y Wy.

e Ecuaciones y base de Wy +Wy.

e Ecuaciones y base de Wy N W,.
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Tema 4: Diagonalizacién de Endomorfismos

Tema 3: Aplicaciones Lineales

‘esentaciol
issshiacol Aplicaciones Lineales

Matriz asociada a una aplicacién lineal
Cambio de base para aplicaciones lineales
Nucleo e imagen de una aplicacion lineal
Operaciones con aplicaciones lineales

Tema 1: Introduccién
Tema 2: Espacios Vectoriales
Tema 3: Aplicaciones Lineales

Tema 5: Espacios Euclideos

Tema 3: Aplicaciones Lineales

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5

Aplicaciones Lineales

Matriz asociada a una aplicacion lineal
Cambio de base para aplicaciones lineales
Ndcleo e imagen de una aplicacion lineal
Operaciones con aplicaciones lineales
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Presentacion

- Aplicaciones Lineales
Tema 1: Introduccion

Matriz asociada a una aplicacién lineal
Cambio de base para aplicaciones lineales
Nucleo e imagen de una aplicacion lineal
Operaciones con aplicaciones lineales

Tema 2: Espacios Vectoriales

Tema 3: Aplicaciones Lineales

Tema 4: Diagonalizacién de Endomorfismos
Tema 5: Espacios Euclideos

3.1 Aplicaciones Lineales

Tema 3: Aplicaciones Lineales
3.1 Aplicaciones Lineales
3.1.1 Introduccién
3.1.2 Aplicaciones Lineales
3.1.3 Ejercicios
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issshiacol Aplicaciones Lineales

Matriz asociada a una aplicacion lineal
Cambio de base para aplicaciones lineales
Nucleo e imagen de una aplicacion lineal
Operaciones con aplicaciones lineales

Tema 1: Introduccion

Tema 2: Espacios Vectoriales

Tema 3: Aplicaciones Lineales

Tema 4: Diagonalizacién de Endomorfismos
Tema 5: Espacios Euclideos

Introduccion

Aplicacion Dados dos espacios vectoriales V'y W se dice que f es una aplicacion de V
en W,y se representa por f : V — W, si f es una regla que asigna a
cualquier elemento vV € V un tnico elemento f(V) = w € W. Por lo tanto

YV e VW e W) = w

Si es aplicacion No es aplicacion No es aplicacion

El conjunto inicial V de la aplicacién se le llama dominio, el conjunto final W se denomina
codominio, el elemento W tal que f(¥) = W se denomina imagen de ¥ y el elemento v = ' (W)
es origen (o preimagen) de w, el conjunto de todas las imagenes de W (o sea, elementos que
tienen origen) se denomina conjunto imagen (o recorrido o rango) de f, por lo que Im(f) C W
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Presentacion

Tema 1: Introduccion

Tema 2: Espacios Vectoriales

Tema 3: Aplicaciones Lineales

Tema 4: Diagonalizacién de Endomorfismos
Tema 5: Espacios Euclideos

Aplicaciones Lineales

Matriz asociada a una aplicacion lineal
Cambio de base para aplicaciones lineales
Nucleo e imagen de una aplicacion lineal
Operaciones con aplicaciones lineales

Aplicaciones Lineales

Aplicacion lineal Dados V'y W, espacios vectoriales sobre K, se dice que f es un
homomorfismo o aplicacion lineal de V a W si es una aplicacién f : V — W

tal que:

1. f(U+ V) = f(U) + f(V) paratodo 4,V € V
2. f(al) = af(U) paratodo o € Ky paratodo i € V

Estas dos propiedades son equivalentes a decir que paratodo a«y 8 € Ky
para todo U, vV € V se tiene que:

(ol + BV) = af(d) + BH(V)

Propiedades

Una aplicacion lineal f : V — W cumple las siguientes propiedades:

1. Laimagen del elemento neutro de V es el elemento neutro de W:
f(0\/) = O}y donde 0\, € V es el elemento neutro de V'y 0y € W es el neutro de W

2. Laimagen del elemento opuesto de un vector es el elemento opuesto de la imagen:
YV € V|W = (V) € W, f(—V) = —W,demodo que V + (—¥) = Oy y f(V) + f (—V) = W+ (—W) =0y

3. El conjunto de todas las imagenes de un subespacio Sy de V es un subespacio de W de

dimensién menor o igual que el primero:

Si Sy C V es un subespacio de V, entonces Sy = f(Sy) = {W = f(V) € W|V € Sy} C W es subespacio de W con

dim (Syy) < dim (Sy)
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Aplicaciones Lineales

Matriz asociada a una aplicacién lineal
Cambio de base para aplicaciones lineales
Nucleo e imagen de una aplicacion lineal

Tema 1: Introduccién

Tema 2: Espacios Vectoriales

Tema 3: Aplicaciones Lineales

Tema 4: Diagonaliza f
Tema 5: Esg

mos

Operaciones con aplicaciones lineales

Aplicaciones Lineales (continuacion)

ar a
a1 a2
w = fi(A) = (a2 + ai1) x2 — ayp + apy comprobad que es una aplicacion lineal y, sin embargo, la
ar a2
azq dgz

Dada la aplicacion f; : Moyxo — Po[x] tal que si A = ( ) tenemos

aplicacion f, : Mayo — Po[x] talque si A = ( ) tenemos

W= fg(A) E 222311)(2 — aypasq No lo es
A . ayq a byq b
Tomemos dos elementos genéricos de M , por ejemplo, A = ( 1 12) yB = ( 11 712 ) , tenemos que
258 a1 a by boo
aqq + Bbyq aaqp + Bbyp c11 C12

C:QAH;B:(an 11 aapp _

aapq + Bbyy aapy + Bbyy C21 C22
Como 1 (A) = (azp + a11) X2 — @y + a1, f(B) = (bgp + by1) X2 — byp + byy y
#(C) = (02 + 011) X — 01p + Gy = (g + Bbyp + cvary + Bbyq) X2 — (cvarp + Bbyp) + adpy + Bbyy =
o ((322 +aqq) X2 — ajp + 321) +B ((bgg + byq) x& — byo + b21) = afy(A) + Bfy(B) vemos que se cumple la condicién
para ser aplicacion lineal (| («A + B8B) = afy(A) + Bf{(B))
Si repetimos el procedimiento para la aplicacion f, obtenemos que: 5 (A) = azza”xz — aypapy, (B) = b22b11x2 — byoboq y
12(C) = c2011X® — C1p0p1 = (cvap + Bbpp) (cvarq + Bby1q) X2 — (cvaqp + Bbyp) (cvapy + Bbaq) #
(cvagpayq + ﬂbng”)xz — (cajpagy + Bbygbay) = afx(A) + Bfh(B), asi que f, no es una aplicacion lineal.
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Aplicaciones Lineales

Matriz asociada a una aplicacién lineal
Cambio de base para aplicaciones lineales
Nucleo e imagen de una aplicacion lineal
Operaciones con aplicaciones lineales

Tema 1: Introduccién

Tema 2: Espacios Vectoriales

Tema 3: Aplicaciones Lineales

Tema 4: Diagonaliza f
Tema 5: Esg

mos

Aplicaciones Lineales (continuacion)

2xy —2z

Dada la aplicacién f : R® —s Moo (R) tal que f(x, y, z) = ( S

) , encontrar la imagen

del subespacio V = {(x, y,2) eR3|x —y = O} C R® y analizar la dimensién del subespacio

imagen.

Calculamos una base del subespacio V, como los elementos de V tienen que cumplir que x — y = 0, parametrizamos dicha ecuacion y
X =«

obtenemos que { y=a = By={V¥ =(1,1,0),7 =(0,0,1)} condim(V) = 2
z=p

Para encontrar el subespacio imagen calculamos la imagen de los elementos de la base de V, que formaran un sistema generador del
subespacio imagen W = f(V) = img(V) C Moy »

i = f(%) = 1(1,1,0) = (31)
Wy = f(7p) = £(0,0,1) = (? 7:))

Un sistema generador de W es SG(W) = {qu = ( L ) , Wp = (0 oL ) } como Wy y Wy son linealmente independientes,

1 0
también seran una base de W = f( V) por lo que

W = £(V) = img(V) = {(2‘; « N 5) € Mpypla, B € ]R} = dim(img(V)) = 2
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Presentacion

- Aplicaciones Lineales
Tema 1: Introduccion

Matriz asociada a una aplicacién lineal
Cambio de base para aplicaciones lineales
Nucleo e imagen de una aplicacion lineal
Operaciones con aplicaciones lineales

Tema 2: Espacios Vectoriales

Tema 3: Aplicaciones Lineales

Tema 4: Diagonalizacién de Endomorfismos
Tema 5: Espacios Euclideos

EJERCICIOS

1. Sea la aplicacion lineal f : R2 — R2 tal que f(1,2) = (2,3)y f(0,1) = (1, 4). Halla f(x, y).
2. Estudiar cuéles de las siguientes aplicaciones son lineales entre los espacios vectoriales dados:
o f(x,y,2) = (x+y,2)
o f(x,y)=(x+y,0)
o fx,y)=(x,y+2)
o f:Mpyo(R) = Mayo(R), f(A) = A+ Bdonde B € My 5 esfija
o f:Mpyn(R) = Moy o(R), f(A) = AB — BAdonde B € My o esfija.
o f:Pnlx] = Pnlxl,  f(p(x)) = p (X;U
o fiPrl = Ppqld fp(x) = B

Tdx
3 f:R2 5 R3es lineal, y se tiene que f(1,2) = (—1,0,2)y f(2,1) = (0,2, —1). Halla (3, 3) y f(0, —1).

4 Dadasf:R2 — R3,f(a, b) = (a,a+ b, b),yg: RS — R2, g(a,b,c) = (a+ b, c),calcular fo gyg o f
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issshiacol Aplicaciones Lineales

Matriz asociada a una aplicacion lineal
Cambio de base para aplicaciones lineales
Nucleo e imagen de una aplicacion lineal

Tema 1: Introduccion

Tema 2: Espacios Vectoriales

Tema 3: Aplicaciones Lineales

Tema 4: Diagonalizacién de Endomorfismos

Operaciones con aplicaciones lineales
Tema 5: Espacios Euclideos

3.2 Matriz asociada a una aplicacion lineal

Tema 3: Aplicaciones Lineales

3.2 Matriz asociada a una aplicacion lineal
3.2.1 Transformacion de los elementos de una base
3.2.2 Imagen de un vector de V en una base de W
3.2.3 Matriz asociada a una aplicacién lineal
3.2.4 Ejercicios

M. Angeles Gomez Flechoso Algebra Lineal a1



Presentacio
Tema 1: Introdu:

Aplicaciones Lineales
Matriz asociada a una aplicacion lineal

Tema 2: Espacios Vectoriales q N .
“ e . “ Cambio de base para aplicaciones lineales
Tema 3: Aplicaciones Lineales Nucleo e imagen de una aplicacion lineal
Tema 4: Diagonalizacién de Endomorfismos
At LRUEIEETE gomo g Operaciones con aplicaciones lineales

Tema 5 pacios Eucl

Transformacion de los elementos de una base

Dados V' y W dos espacios vectoriales sobre el cuerpo K, con bases B, = {V, Vs, ..., Vs) ¥

By = {Wy, Wa, ..., Wp), respectivamente, definimos f : V — W una aplicacion lineal entre estos
espacios vectoriales.

Cualquier elemento 4; de la base By, al ser un elemento del espacio vectorial V, puede
transformarse mediante la aplicacion f obteniéndose (i), que es un vector de W y por tanto
puede escribirse como una combinacién lineal de elementos de la base By :

atj atj

) aj apj
f(U/):a1/W1AaZ/W2+---+3m/Wm:(W1 W2---Wm) . = My

a/”/ a/”/

coni=1,2,...,n,ydonde My, = (W W, ... Wy, ) es una matriz de m columnas, donde cada
columna es un elemento de B,,.
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Presentacion

- Aplicaciones Lineales
Tema 1: Introduccion

Matriz asociada a una aplicacion lineal
1EE 2 [SEEEs VEEmit e Cambio de base para aplicaciones lineales
epedanicacionesLineales Nucleo e imagen de una aplicacion lineal
Tema 4: Diagonalizacién de Endomorfismos Operaciones con aplicaciones lineales
Tema 5: Espacios Euclideos

Transformacion de los elementos de una base (continuacién)

Si escribimos todos los elementos de la base B, en una matriz de n columnas, donde cada
columna es un elemento de la base B, de V, estoes M, = (V1 Vo ... Vp ), la imagen mediante la
aplicacion f de dichos elementos la podemos escribir como:

air a2 ... ain
dp1 dax ... A s
f(My) = (f(uw) (o) ... f(Un)) = Mw L . = MwAB;/

ami @mz --- @mn

donde

ay a2 ... an

5 dpy dp2 ... A2p
oV
ABW =

amt @mz --- Amn

es una matriz que tiene por columnas las coordenadas de las imagenes de los vectores de By,
expresadas en la base By,.
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issshiacol Aplicaciones Lineales

Matriz asociada a una aplicacion lineal
Cambio de base para aplicaciones lineales
Nucleo e imagen de una aplicacion lineal

Tema 1: Introduccion

Tema 2: Espacios Vectoriales

Tema 3: Aplicaciones Lineales

Tema 4: Diagonalizacién de Endomorfismos

N Operaciones con aplicaciones lineales
Tema 5: Espacios Euclideos

Imagen de un vector de V en una base de W

X1
X2
Si tenemos un vector X € V, tal que X=X Uy +Xalo+...+Xpln= (s U2 ... Un) | . [ =M/ Cs,[X]
Xn
X1
X2
siendo C, [X]=| . las coordenadas de X en la base B,.
Xn
A través de la aplicacion lineal f se tiene que f(X) = ¥, donde y € W es
)l )2l
1] V2]
V=y1Wi+yoWo+...+YmWm= (W1 Wo ... Wn) | . | =MwCpg,[¥] siendo C, [V]=| . las
Ym Ym

coordenadas de ¥ en By,.
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issshiacol Aplicaciones Lineales

Matriz asociada a una aplicacion lineal
Cambio de base para aplicaciones lineales
Nucleo e imagen de una aplicacion lineal
Operaciones con aplicaciones lineales

Tema 1: Introduccion

Tema 2: Espacios Vectoriales

Tema 3: Aplicaciones Lineales

Tema 4: Diagonalizacién de Endomorfismos
Tema 5: Espacios Euclideos

Imagen de un vector de V en una base de W (continuacién)

Aplicando las propiedades de las aplicaciones lineales tenemos que:

V=HX)= y1W1+yaWo+...4 YmWm = X1 f(Th)+Xof(U2)+...+Xnf(Un) =

» X1
2 X2

(W Wo oo W) | . | =Ffibe...Un)| . |=
Ym Xn

My Ci,[7] = f(My)Cs, [X] = MuCs, [7] = MuAgY, Css, [7]
donde hemos usado que f(M,) = MWAg:V, segun vimos anteriormente.
Por lo tanto Co 7] = AEVWCBVM
donde
ay a2 ... an

doy dp2 ... A2p
ABv _

Bw
amt @mz --- @mn
es la matriz de la transformacion de los elementos de la base B, definida anteriormente.
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Aplicaciones Lineales

Matriz asociada a una aplicacién lineal
Cambio de base para aplicaciones lineales
Nucleo e imagen de una aplicacion lineal
Operaciones con aplicaciones lineales

Tema 3: Aplicaciones Lineales

Matriz asociada a una aplicacién lineal

Importante

La matriz Ag:v es la matriz de la aplicacién f con respecto a las bases B, y By, se escribe como

ai a2 e ain
a1 a2 ... @2
AB v _
Bw
am  am2 ... am

donde cada columna i de la matriz son las coordenadas de la imagen segun f del elemento 4; de la
base B, del espacio vectorial inicial V expresadas en la base By, del espacio vectorial final W,

aj

aj
Cs, [f(U))] =

ami
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Tema 1: Introduccién
Tema 2: Espacios Vectoriales
Tema 3: Aplicaciones Lineales
6n de Endomorfismos
cios Euc

Tema 4: Diagonaliza
Tema 5

Aplicaciones Lineales

Matriz asociada a una aplicacion lineal
Cambio de base para aplicaciones lineales
Nucleo e imagen de una aplicacion lineal
Operaciones con aplicaciones lineales

Matriz asociada a una aplicacion Ilneal (c ontlnuaC|on)

Sea la aplicacion lineal f : R® — Moy »(R) tal que f(x, y, z) =

matriz de dicha aplicacion lineal en las bases canénicas de ambos espacios vectoriales.

S
( z

Como las bases canonicas son Bg = {t; =(1, 0, 0), p = (0, 1, 0), U3 =(0, 0, 1)} y
oL (19 7o (01) 5 _(00) , _(00
M=1"1" 00/ 27 00/ "™ 10/ "% 01

~ 20 S
f(dy) = £(1,0,0) = (01> =20 + 7y = Cp,, If(d))] =

0
f(@y) = £(0,1,0) = (0 1) =T = Cp, @) = | !
T 00 M 0
0
0
() = £(0,0, 1) = (0*1) = Uyt = Cpy @) = | ]
o 10 271 Byt 1
0
Por lo tanto, la matriz de la aplicacién en las bases canénicas sera:
2 0 0
Agg [ I
M 0 o 1
1 0 0

)
L

2x
z

y —

> , obtener la
X

} tenemos que:
2
0
0
1
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Aplicaciones Lineales

Tema 1: Introduccion Matriz asociada a una aplicacion lineal
ema 2: Espacios Vectoriales . . .
GRS (= _P ‘_r e _7' &l Cambio de base para aplicaciones lineales
Tema 3: Aplicaciones Llr\eales Nucleo e imagen de una aplicacion lineal

Tema 4: Diagonaliza
Tema 5: Es s Euc

Operaciones con aplicaciones lineales

io! S

spa
Matriz asociada a una aplicacion lineal (continuacion)

Repetir el ejemplo anterior pero utilizando las bases By = {G; =(1,1,0), lo=(1,0,1), lg=(—1,0,0)} ¥
= 11 - 1 -1 - 0 0 - 00 : : P :
Bag= {v1 = (0 0) V= ( ) V= ( ) V= < )} de los espacios vectoriales inicial y final,

0 0 1-—1 01
respectivamente.
Calculamos las imagenes de los elementos de Bp y sus correspondientes coordenadas en el base B 5 :
3/2
= 21 = = = = 1/2
@) = r0,1,0 = (51) = 87 + 10+ % = 0 @i = | '
1
1/2
= 2 —1 = = = = = 3/2
(@) = 1(1,0, 1) = (1 1) =10+ 3 +ig+2i = C @) = {
2
=1
= -2 0 = = = = —1
(F3) = f(=1,0,0)= ("¢ 1) ==V =V — Vg = Cp, [(d)] = q

Por lo tanto, la matriz de la aplicacién en las bases canénicas sera:

3/2  1/2  —1

ABr _ | 12 82 -
B~ 0 1 0
1 R =i
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issshiacol Aplicaciones Lineales

Matriz asociada a una aplicacion lineal
Cambio de base para aplicaciones lineales
Nucleo e imagen de una aplicacion lineal

Tema 1: Introduccion

Tema 2: Espacios Vectoriales

Tema 3: Aplicaciones Lineales

Tema 4: Diagonalizacién de Endomorfismos

Operaciones con aplicaciones lineales
Tema 5: Espacios Euclideos

EJERCICIOS

1. Hallar las matrices de las siguientes aplicaciones lineales de R3 en R3 respecto de la base canénica:

e Giro de o grados con respecto al eje z.
e Simetria con respecto alarecta x = 0, y
e Simetria con respecto alarectax = y, z
e Proyeccion sobre el plano x — y + z .

e Proyeccion respecto a larecta (x, y, z) = t(1, 1, 1).

0.
0.

2. Calcular la matriz de la aplicacion f : RS - R2tal que f(x, y, z) = (2x — y, z) con respecto a las bases
Bog = {(1,=1,0),(0,2,0), (1,0, )} y Bpp = {2, =1), (1, 1)}
3 Seaf:R3 — R3dada por f(x, y, z) = (x + y, z, x + z). Encontrar la matriz de f con respecto a la base candnica. Hallar la
imagen mediante f de los siguientes subespacios vectoriales de R3.
o Vy={(x,y,2) € B3talquex+y +z=0}}
e Vo ={(x,y,0)talquex,y € R}
e V3= {(x,y,2)=1t(1, —1,1)talquet € R}
En cada caso indicar la dimension del subespacio y la dimension de su imagen mediante f.
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Presentacion

Tema 1: Introduccion

Tema 2: Espacios Vectoriales

Tema 3: Aplicaciones Lineales

Tema 4: Diagonalizacién de Endomorfismos
Tema 5: Espacios Euclideos

Aplicaciones Lineales

Matriz asociada a una aplicacion lineal
Cambio de base para aplicaciones lineales
Nucleo e imagen de una aplicacion lineal
Operaciones con aplicaciones lineales

3.3 Cambio de base para aplicaciones lineales

Tema 3: Aplicaciones Lineales

3.3 Cambio de base para aplicaciones lineales
3.3.1 Cambio de base en una aplicacién lineal

3.3.2 Ejercicios
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Presentacion

Tema 1: Introduccion

Tema 2: Espacios Vectoriales

Tema 3: Aplicaciones Lineales
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Cambio de base en una aplicacion lineal

Sea f: V —— W una aplicacion lineal de V en W.

Si By, es unabase de V'y By, unabase de W habra una matriz AB:V‘ asociada f con respecto de
4

las bases By, y Bu, -

Si la imagen de un vector vV € V mediante la aplicacién es w — (), escribiendo la tranformacion
segun las coordenadas de ambos vectores en las bases By, ¥ Bu,, respectivamente, tendremos

que

Ca,[#] = A

By,
B,

Cisy, 7]

Consideremos a continuacion otras dos bases de ambos espacios vectoriales, 13, base de V'y

sz base de W. Ahora la matriz asociada a f es AB:E .

La transformacién de vV en w en las nuevas bases ng y sz es

B B
Cr,[W] = AB:Z Cs,,[V]
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Matriz asociada a una aplicacion lineal
Cambio de base para aplicaciones lineales
Nucleo e imagen de una aplicacion lineal
Operaciones con aplicaciones lineales

Tema 1: Introduccion

Tema 2: Espacios Vectoriales
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Tema 4: Diagonalizacién de Endomorfismos
Tema 5: Espacios Euclideos

Cambio de base en una aplicacion lineal (continuacion)

Para ver la relacion entre las matrices de la aplicacion en las diferentes bases, A Bu, Y ABw
2

usaremos las matrices de cambio de base en V, My V2 ,yen W, I\/I , que nos permiten escribir
By.
Ci,lV] = Mg, Cs,, V] y  Coyy[W] = CBW1[W]
_ B . ) .
Como CBWZ[W] :AB;’Z2 CBVZ[\'/], sustituyendo las expresiones anteriores tenemos que
By. . BV By.
Myt s, [#] = A2 My, Cis, [7]

B\ —1 q B By, B
Y multiplicando por (MB::Z‘ ) a ambos ladostenemos C,, [#] = (MBMV,VZ‘ ) AB:f My CBV1[']

. . 2By By Bw, By, By
Como ademas CBW1[W] = ABW1 CBV1[\7] tenemos que ABW1 = (MBW2 ) ABW2 MBV2
Por lo tanto:
By, o Bw, By, , By
ABW1 Mbww AbWZ MbVZ

De igual forma podemos escribir: )
A2 = M" AL M2

Bwy, — "B, Buy By,
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FEEiEEe Aplicaciones Lineales

S mayEniiody Matriz asociada a una aplicacién lineal
1EE 2 [SEEEs VEEmit e Cambio de base para aplicaciones lineales
Tema 3: Aplicaciones Lineales Nucleo e imagen de una aplicacion lineal
Tema 4: Diagonalizacién de Endomorfismos Operaciones con aplicaciones lineales
Tema 0s Eucl

Cambio de base en una aplicacion lineal (continuacion)

Sea f : R® — R? la aplicacion lineal definida por f(x, y, z) = (x — y + 2z, x + 3y) y las bases
By ={(1,0,—-1),(2,1,0),(0,1,1)} y Bo = {(—2,1), (1, —1)} de R® y R? respectivamente.
Calcular:

« Matriz asociada a f respecto de las bases canénicas de R® y R2.

« Matriz asociada a f respecto de la base B¢ de R® y la canénica de R.
« Matriz asociada a f respecto de la base canénica de R® y la base B, de R?.

o Matriz asociada a f respecto de la base B de R® y la base B, de R?.

La matriz de la aplicacion en las bases candnicas es Ag; = ( 1 7; s)

120
La matriz de cambio de base de 4 a la canénica Cq es Mg‘ :( 011 ) y la de cambio de B, a la canénica C, es Mg::<_12 7:)
—101
120
- By _ 64, By _(1-12 By _ (=111
Por lo tanto escrlblremosACZ = CZMC1 =1 30 7(1)(1): =>Ac2 = 153
C Cy ,C By\—1 C —1 =1\ (112 C. —2 -2 —
1 2 A1 — 2 1 _ 1 _
para Agl, = ME2AG) = (Mo2) " Agy = (23 2) (5 a5) = 48, = (5 22)

Por dltimo

By _C2 ,C1 B _ (B2 "1 ,Cy By _ (B2
fap =t Mey = (Mg ) ey = ey

~—
|
o
B
I

—1 =1\ (—111\_ By _( 0 —6—4
Cc, “\ -1 -2 153 Bo T\ -1 —11 =7
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EJERCICIOS

1. Seaf:R3 - R3la aplicacion lineal definida por f(x, y, z) = (x — y + z,4y — z, x + y + 5z), con
B = {(1,2,1),(3,1,0),(—1,3, 1)} base de ]R3 y el vector V. € R3 de coordenadas (—1, 1, 1) enla base 1. Calcular:
e Las coordenadas del vector f(V) en la base candnica.
e Las coordenadas de f(V) respecto de la base B.
2 Seaf:R2 — R?laaplicacién lineal tal que (3, —5) = (1,1,1, 1), f(—1,2) = (2, 1,0, —2). Calcular:
e Hallar la expresion de la aplicacion f, es decir, dado un vector V € 2 determinar (V).
e Hallar la matriz asociada a f respecto de las bases canénicas de R2 y R4
e Determinar el subespacio imagen de la aplicacion lineal f y su dimension.
3. Seala aplicacion f definida por:
(@) = £(1,0,0) = (1,2)
f(lp) = f(1,1,0) = (1,1)
f(dg) = f(1,1,1) = (0,2)
. - 3 T .
donde se considera la siguiente base de R, 5R3 = {Uy, Up, Uz }. Halla:
e Matriz asociada a f respecto de las bases BRS y la canénica de R2.

e Matriz asociada a f respecto de las bases canénicas de R3 y R2.

4. Se define una aplicacion f por:
#(81) = f(1,0) = (1,2,0, —1)
f(8p) = £(0,1) = (0,1, —1,0)
Sabiendo que las coordenadas de f(&y) y f(&,) estan referidas a la base
B]R“ ={vy =(1,0,0,0), ¥ = (1,1,0,0), Vg = (1,1,1,0), V4 = (1, 1,1, 1)}. Calcula:
o Matriz asociada a f referida a la base canénica de B2 y B]R“ .

e Matriz asociada a f referida a las bases canénicas de B2 y R4
e f(1, —2)en las canénicas de R2 y R4,
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3.4 Nucleo e imagen de una aplicacion lineal

Tema 3: Aplicaciones Lineales

3.4 Ndcleo e imagen de una aplicacion lineal
3.4.1 Tipos de aplicaciones lineales
3.4.2 Ndcleo de una aplicacion lineal
3.4.3 Imagen de una aplicacion lineal
3.4.4 Caracterizacion de una aplicacién lineal
3.4.5 Isomorfismos
3.4.6 Ejercicios
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Tema 3: Aplicaciones Lineales

Tipos de aplicaciones lineales

Inyectiva

Suprayectiva Biyectiva

W
v

N N
// "\///T.. A\
S

/
T 4’\ a4

Monomorfirsmo

Epimorfismo

Isomorfismo

Automorfismo

Forma lineal

Diremos que una aplicacion lineal f : V — W es inyectiva si Vx, y € V con
x # y se tiene que f(x) # f(y). Cuando f es inyectiva la aplicacién lineal
también se denomina monomorfismo.

Diremos que una aplicacién lineal f : V — W es sobreyectiva o
suprayectiva si Vvw € W, 3v € V con f(v) = w. Cuando f es sobreyectiva la
aplicacion lineal también se denomina epimorfismo.

Diremos que una aplicacién lineal f : V — W es biyectiva si es inyectiva y
sobreyectiva a la vez. Cuando f es biyectiva la aplicacion lineal también se
denomina isomorfismo.

En el caso particular de que los espacios vectoriales de origen y llegada sean
iguales, V = W la aplicacién lineal también se denomina endomorfismo, y si
ademas el endomorfismo es biyectivo entonces se denomina automorfismo.
Cuando el espacio vectorial final de una aplicacion lineal es W = R, el cuerpo
de los numeros reales, la aplicacion lineal se denomina forma lineal.
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Nucleo de una aplicacion lineal

Ndcleo de una aplicacién

Dada una aplicacion lineal f entre los espacios vectoriales Vy W, f : V — W, definimos el ntcleo

o kernel de la aplicacion lineal como el conjunto de todos aquellos v € V tales que f(V) = 0. Es
decir:

N(f) = ker(f) = {V € V|f(V) = G}

Observacién

El nticleo de una aplicacion f, ker(f), nunca es vacio ya que f(0) = 0 = 0 € ker(f)

Importante

Sif: V — W es una aplicacion lineal entre los espacios vectoriales V'y W, entonces ker(f) es un
subespacio vectorial de V

Demostracion Si Vi, Vo € ker(f) = f(V4
lineal de la forma w = «

af() + Bf(Ve) = ol +

- ST
Siy |l
®
N
2]
®
(e}
c
=
o
)
o
c
@
oy
p=n
!
=
Il
-
p=u
Q
<t
+
®
N
2
Il
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Tema 1: Introduccién
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Tema 5: Espacios Euclideos

Imagen de una aplicacién lineal

Imagen de una aplicacién

Dada una aplicacion lineal f entre los espacios vectoriales Vy W, f : V — W, definimos la
imagen de la aplicacién lineal como el conjunto de todos aquellos w € w tales que existe al
menos un vV € V tal que f(V) = w. Es decir:

img(f) = {W = (V) € W|V € V}

-

Importante

Sif: V — W es una aplicacion lineal entre los espacios vectoriales V'y W, entonces img(f) es un
subespacio vectorial de W

Demostracion Si wy, W, € img(f) = 3y, v |w1 = f(Vy), wo = f(¥») y ademas para cualquier

combmacwn lineal de la forma w = aw; + SW, se cumple que

= af(Vy) + Bf(i) = f(aVs + Bib) = f(V) donde V = avs + Bib € Vya
que V es un espacio vectorial y, por lo tanto, cualquier combinacién lineal de
elementos de V pertenece a V. Como w = f(V), esto es, es la imagen de un
elemento de V, entonces cualquier combinacién lineal de elementos de img(f)
también pertenece a img(f),w = aw;y + Bw, € img(f) VW, W, € img(f), por
lo que img(f) es un subespacio vectorial de W

.
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Tema 4: Diagonalizacién de Endomorfismos
Tema 5: Espacios Euclideos

Caracterizacion de una aplicacion lineal

Importante

« Una aplicacion lineal f : V —s W es inyectiva si y s6lo si ker(f) = {0}

o Una aplicacion lineal f : V — W es sobreyectiva si y sélo si img(f) = W

Definicién

Definimos el rango, rg(f), de una aplicacion lineal f como el rango de la matriz asociada la
aplicacion lineal.

Teorema Nucleo-Imagen

Dada una aplicacion lineal f entre los espacios vectoriales Vy W, f: V — W, si V es de
dimension finita entonces: dim(ker(f)) + dim(img(f)) = dim(V)

Del teorema Nucleo-Imagen obtenemos que:
1. f es inyectiva siy sélo si rg(f) = dim(V)
2. f es sobreyectiva si y sélo si rg(f) = dim(W)
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Matriz asociada a una aplicacién lineal
Cambio de base para aplicaciones lineales
Nucleo e imagen de una aplicacién lineal
Operaciones con aplicaciones lineales

Tema 3: Aplicaciones Lineales

Caracterizacion de una aplicacion lineal (continuacion)

Sea la aplicacion lineal f : R® — R? definida como f(x, y, z) = (x — y, X + z). Vamos a
determinar una base y las ecuaciones paramétricas y cartesianas del nicleo y de la imagen,
comprobar que se verifica el teorema nicleo-imagen y clasificar f.

. L x—y=0 1—-10
Calculamos el nticleo de la aplicacién f(x, y, z) = (0, 0) = =

X+z=0 101
1-10 |0\ Fi+F (101
—
0 11 |0 011

{(=a, —a, @) € B¥la € R} = dim(ker(f)) = 1 = Byeyy = {(=1, =1, 1)}
Calculamos la imagen de la aplicacion mediante la imagen de los elementos de la base del espacio vectorial inicial: f(1, 0, 0) = (1, 1),

0\ F—F
2—F
0

X = —«
0
)=> y=—a =>kev(f):{(x,y,z)EJRS\erz:O,y+z:O}:
0

zZ=a

f(0,1,0) = (—1,0), (0,0, 1) = (0, 1). Podemos ver que sélo hay dos vectores linealmente independientes, por lo que
dim(img(f)) = 2 = img(f) = RZ = Bimg(ry = {(1,0), (0, 1)}

Se puede comprobar el teorema niicleo-imagen: dim(]Rs) = dim(ker(f)) + dim(img(f)) = 3 =1+2

Como ker(f) # {6} la aplicacion f no es inyectiva. Como img(f) = R? la aplicacion es sobreyectiva.

Se podia haber comprobado también mirando la matriz de la aplicacion que es: A = ( 1 _; ?) , como

rg(A) =2 = dim(]Rz) = dim(]Rs) la aplicacion es sobreyectiva, pero no inyectiva.
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Tema 3: Aplicaciones Lineales
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Tema 5: Espacios Euclideos

Isomorfismos

Definicién

Diremos que dos espacios vectoriales cualesquiera son isomorfos si podemos encontrar un
isomorfismo entre ellos. Para que esto ocurra entre espacios vectoriales de dimension finita la
dimensién de ambos debe ser la misma.

Teorema

Dado un nimero natural cualquiera n todos los espacios vectoriales de dimensién n sobre un

mismo cuerpo son isomorfos.
Ejemplos

El espacio vectorial de las matrices M3 > es isomorfo de RS
El espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual que 3, P;[x], es isomorfo de R*
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EJERCICIOS

1. Seaf:R3 — R3la aplicacién lineal definida en la base candnica por:
f(81) = 38; — 28, + &3, (&) = & + &, f(E3) =26 — 36, + & .Calcular:
e Matriz de la aplicacion lineal.
e Ecuaciones de f.
e Ecuaciones paramétricas y cartesianas del ntcleo y de la imagen.

2. Dadas las aplicaciones f : RZ - R? yg: R2 — R2, definidas por f(x, y) = (x + ¥, x) y g(x, y) = (2x, 3x — y), calcular
las expresiones algebraicas y matricialesde g o f,f o gy f + g.

3. Sea (; —03 :1 ) la matriz de una aplicacién lineal de 3 en k2 en las bases canénicas. Calcular:

e Expresion algebraica de f

o f(—1,2,3)

e Estudiar si existe algln vector (x, y, z) cuya imagen sea el vector (1, —1)

e Ecuaciones paramétricas y cartesianas del niicleo y de la imagen

e Comprobar que se verifica el teorema nuicleo-imagen.

e Clasificar f

e Calcular la matriz de f respecto de las bases: 5R3 ={(1,0,1),(0,0, —=1), (2,1, 1)}y BRZ ={(1,0),(1,1)}

211
4. Dada la aplicacion lineal f : Rr3 — g3 cuya matriz respecto de la base canénicaes | o 2 2 |. Calsificar f segin los distintos
6383
valores de a y 3.

5. Describir el nicleo y la imagen de las siguientes aplicaciones lineales, indicando si son inyectivas, sobreyectivas o biyectivas:
e Mg : Mypyp — My 4 donde Mg(A) = ABcon B = (:1)

e Laaplicacion derivacion de Pp[x] en P, __1[x]

M. Angeles Gomez Flechoso Algebra Lineal a1t



Presentacion

Tema 1: Introduccion

Tema 2: Espacios Vectoriales

Tema 3: Aplicaciones Lineales

Tema 4: Diagonalizacién de Endomorfismos
Tema 5: Espacios Euclideos

Aplicaciones Lineales

Matriz asociada a una aplicacion lineal
Cambio de base para aplicaciones lineales
Nucleo e imagen de una aplicacion lineal
Operaciones con aplicaciones lineales

3.5 Operaciones con aplicaciones lineales

Tema 3: Aplicaciones Lineales
3.5 Operaciones con aplicaciones lineales
3.5.1 Composicién de dos aplicaciones lineales
3.5.2 Inversa de un endomorfismo
3.5.3 Potencia de un endomorfismo
3.5.4 Ejercicios
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Composicion de dos aplicaciones lineales

Definiciéon

Sea f: V — W una aplicacién linealde Ven Wy g : W — U una aplicacién lineal de W en U,
podemos definir una aplicacion compuesta g o f : V' —— U del espacio vectorial V en U, donde
dado un vector V € V tenemos que g o f(V) = g(f(V)), donde w = f(V) € W es laimagen de v
mediante la aplicacion fy i = g(w) € U es laimagen de w = f(V) mediante la aplicacion g

w w

u

u

Dadas las bases By, Bw y B, de los espacios vectoriales V, Wy U, y dadas las aplicaciones
linealesf: V — Wyg: W — U,si Ag:v es la matriz de la aplicacioén f y BSL"I" la de la aplicacion

g en las bases anteriores, tendremos que YV € V, Cg, [f(V)] = Ag;/ Cs,[V]y
vw e W, C,lg(w)] = Bg:’ Ca,, [W], por lo tanto, para la aplicaciéon compuesta

YV € V, Ca,[9(f(¥))] = B3" Cs,, [f(V)] = B,

(Ag“; Csn, [‘v’]) . Asi pues, tendremos que |a

matriz de la aplicacion compuestago f: V — W enlas bases B, y B, es

CcBv — gBw pBy

By
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Matriz asociada a una aplicacién lineal
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Tema 1: Introduccién

Tema 2: Espacios Vectoriales

Tema 3: Aplicaciones Lineales

Tema 4: Diagonalizacién de Endomorfismos

Tema 5: Espacios Euclideos

Composicién de dos aplicaciones lineales (continuacién)

Dadas las aplicaciones f : R? —s R® tal que f(xy, X2) = (X; — X2, 3%, X1 + X2) y g : R® —» R?
tal que g(x1, X2, X3) = (X2 + 2x3, X1 — X3), obtener las matrices de las aplicaciones fo gy go f en
las bases canénicas.

1 —1
Como la matriz de la aplicacién f en la base candnica es A = ( 0 g ) y la de la aplicacién g en la base canénica es
1 1
0o 1 2 )
B = ( 1 0 4 ) , tendremos que:

1 —1 0 q > —1 1 3
e lamatrizdefogesC = AB = 0 3 = 3 0 -3 =
1 1 1 0 i 11 1

(fo g)(xq, X2, X3) = (—xq + Xp +3x3,3x; — 3x3, Xy + Xp + X3)
e Lamatrizde g o fes
—1

1
0 1 2 2 5
D:BA:( 1 0 _1 )( (1) ? ):( 0 > ):»(gol)(x1,x2):(2x1+5x2,—2x2)
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Inversa de un endomorfismo

Definicién

Dada un endomorfismo f : V — V podemos definir el endomorfismo inverso f~' : V — Vsiy
sblo si la aplicacién f es biyectiva, de modo que Vv € V, 3w = f~'(V) € V|f(W) =V
Si A es la matriz de la aplicacion f, entonces A~ es la matriz de la aplicacién £~

Ejemplo

| A\

Dada la aplicacién f : R — R? tal que f(xy, X2) = (X1 + 2x2, X1 + x2) obtener f~! en caso de
que sea posible.

1 2
1 1
sobreyectiva (el rango es igual a la dimensién de espacio final) y ademas es inyectiva (el rango es igual a la dimension del espacio inicial),
por lo que es biyectiva y, por tanto, tendra inversa.

La matriz de la aplicacién fes A = ( ) como se cumple que rg(A) = 2, yaque |A| # 0, tendremos que la aplicacion en

=i

La matriz de la aplicacion inversa ~1seraa=1 = ( 1 7? ) , asi que la aplicacion inversa es

=100 x2) = (=xq + 2%, X — Xp)
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Potencia de un endomorfismo

Definicién
Dada un endomorfismo f : V — V podemos definir la potencia n-ésima " : V. — V como la

aplicacién que se obtiene al componer n veces consecutivas la aplicacion f, por lo tanto
n)

———
ff=fofo-.---of
Si A es la matriz de la aplicacion f, entonces la matriz de la aplicacion f” sera A”

| A\

Ejemplo

Dada la aplicacién f : R? — R? tal que f(xy, X2) = (X1 + 2X2, X + X2) obtener 3
1
1

3
3_(1 2 (1 2 3 4\ (7 10 . 3
S ( 1 1 ) - ( 1 1 2 3 = 5 ; ) asique la aplicacion f° es

f3(x1 s Xp) = (7x1 + 10xp, 5x¢ + 7xp)

La matriz de la aplicacion fes A = ( 12 ), por lo tanto la matriz de la aplicacion 13 sera
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EJERCICIOS —

1. Dadas las aplicaciones f(x, y, z) = (2x,4x — y,2x + 3y — 2)y g(x, y, z) = (X + 2y, x — y + z) obtener la aplicacién
g o fy su correspondiente matriz en la base canénica.

2. Clasifica el endomorfismo f(x, y, z) = (2x, 4x — y, 2x + 3y — z). Encuentra las ecuaciones algebraicas de f_1, f2 en los
casos en que sea posible.
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Tema 4: Diagonalizacién de Endomorfismos
4.1 Introduccién a la diagonalizacién de endomorfismos
4.2 Diagonalizacién de endomorfismos
4.3 Aplicaciones de la diagonalizacion
4.4 Forma canodnica de Jordan
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Matrices diagonales: repaso

Matriz diagonal Llamamos matriz diagonal a una matriz de la forma

ajq 0 0
0 agp 0
A=
0 0 ce ann

Propiedades

Si A es una matriz diagonal, como la expresada anteriormente:
e Sudeterminante es el producto de los elementos de la diagonal: |A| = ayqapy - - - ann
1 9 0
a
11
0 a;j 0
e Suinversa, si existe, es diagonal y sus elementos son los elementos inversos de A: AT =
) 1
ann
m
agq ?17 0
0 apy + - 0
e Su potencia es diagonal y sus elementos son la potencia de los elementos de A: A™ = .
0 o0 am,
e Coincide con su traspuesta: A = At
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Introduccion

Toda aplicacion lineal entre espacios vectoriales tenia asociada una matriz respecto
de unas determinadas bases y esa matriz define la aplicacion.

En este tema solo vamos a considerar aplicaciones lineales, f : V — V, sobre un
mismo espacio vectorial (endomorfismos).

Si en una base B¢ la matriz de la aplicacion es A = Ai: y en otra base B, es

B: .. . . .
A= AjZ, larelacion entre estas matrices se calcula usando la matriz de cambio de
base P — M

B4

A = PTTAP
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Introduccién (continuacion)

A la vista de lo anterior, podemos preguntarnos si dado un endomorfismo podemos
encontrar una base B, de manera que la matriz A’ respecto de esta nueva base sea
mas sencilla que respecto de la base antigua By .

De hecho, lo mejor seria encontrar una base en la que la matriz del endomorfismo sea
diagonal.

No todas las aplicaciones son diagonalizables, nuestro objetivo seréd encontrar la base
en la cual la matriz de la aplicacion tenga la forma mas sencilla posible.

En el espacio vectorial R® consideremos el subespacio V4 = {(x1, X2, 0)|Xq, Xo € R}.
p p

Si consideramos la base canénica de R® y S es la simetria con respecto al subespacio
vectorial V4, se tiene que:

S(é1) =&, S(&) =&, S(&)=—6;
Por lo tanto la matriz de la aplicacién respecto de la base canénica es

1 0 0
A= 0 1 0
0 0 -1
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Introduccién (continuacion)

Ejemplo (Simetria)

Podemos definir la simetria respecto de cualquier subespacio vectorial de R®.
Consideremos ahora el subespacio Vo = {(x, y, z) € R®|x — y + 2z = 0}. Queremos encontrar
las ecuaciones de la aplicacién SIMETRIA respecto de la base canénica.

La idea es buscar una base (de IRS) en la que la matriz de la aplicacion sea lo mas sencilla posible. Esta base la componen dos vectores
del subespacio V5 y otro perpendicular a ambos. Por ejemplo B = {iy = (1,1,0), Up = (—2,0,1),03 = (1, —1,2)}.

La simetria cumplira S(ty) = Uy, S(Up) =Up, S(U3)= —103
de manera que la matriz buscada es 4 0 0
= 0o 1 0
-1

Utilizando la matriz de cambio de base (de 1 a la base candnica)
1 -2 1 4 2 1 -2
p=| 1 0 -1 |=pP1=C 12 2
0 1 2 3\ —2 2

Calculamos la matriz S respecto de la base candnica sabiendo que S = ps’/p—1

La expresion algebraica de la aplicacién queda

3 3 38 3 3 3 3 3

2 1 2 1 2 2 2 2 1
S(x,y,2) = gx+—y7 -z, X+ —y+ -2, ——Xx+ -y — -z
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Motivacion para la diagonalizacion de endomorfismos

Dos razones por las que puede ser necesario simplificar la matriz asociada a una aplicacién:
1. Una razén computacional: para resolver algunos problemas necesitamos realizar varias
operaciones con las matrices asociadas a las aplicaciones (exponenciar una matriz, ...), estas
operaciones se complican si la matriz tiene muchas entradas (es decir, pocos ceros).
Ejemplo (Rotacion)

Sea R, la rotacion en el plano de un angulo o. Supongamos que queremos rotar un punto 9 veces. Esto supone componer la

rotacion tantas veces como queremos rotar el punto. Como la matriz de rotacion de un angulo « es A = C::Eg; _:(')';EZ; ) .
cos(a) — sin(a) 9

sin(a)  cos(ar)

Estos célculos son terriblemente tediosos. Nuestro objetivo serd encontrar una manera méas sencilla para realizar estas operaciones.

La aplicacion que buscamos tendra como matriz asociada la matriz A9 = (

2. Otra razén geométrica: En algunas aplicaciones lineales hay subespacios vectoriales cuyos
vectores, al transformarlos mediante una aplicacién, siguen perteneciendo al mismo subespacio.
Por ejemplo, en la simetria de los ejemplos anteriores, los vectores del plano siguen estando en
dicho plano; o en una rotacién en el espacio respecto al eje Z, los puntos de dicho eje siguen
perteneciendo al eje después de girarlos.
Subespacios invariantes

A este tipo de subespacios los llamamos invariantes.

M. Angeles Gomez Flechoso Algebra Lineal 127211



Introduccién a la diagonalizacién de endomorfismos
Diagonalizacién de endomorfismos
Aplicaciones de la diagonalizacién
Tema 4: Diagonalizacién de Endomorfismos Forma canénica de Jordan

4.2 Diagonalizacién de endomorfismos

Tema 4: Diagonalizacién de Endomorfismos
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4.2.3 Multiplicidades algebraicas y geométricas
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4.2.6 Ejercicios
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Subespacios invariantes

Subespacio invariante  Dado un espacio vectorial V y una aplicacion lineal f : V — V diremos
que el subespacio W de V es invariante respecto a f si f(W) C W, es decir, la
imagen f(w) de todo vector w € W es un elemento de W

Transformaciones en un subespacio invariante

SiBy = {Uj, ..., Un} es una base del subespacio invariante W de V, de dimension dim(W) = m, cualquier vector
m

m m

W =Y ¢l € W cumplira que bajo la aplicacién f : V — V tiene como imagen f(#) = > _c;f(;) = > o;l; € W,ya
i i=1 i=1

que cualquier vector de la base 13}, tendra como imagen una combinacion de vectores de la base By .

De este modo, si dim(W) = 1 tendremos que By, = {T} y cualquier vector @ € W se escribira como w = cii'y su imagen

mediante la aplicacion f serd f(wW) = cf(U) = cAU = f(W) = AW

Vectores y Valores Propios Un vector v # 0 de un espacio vectorial V sobre el cuerpo K se llama
vector propio de la aplicacién lineal f : V — V si existe A € K tal que:

(V) = AV

El escalar A se denomina valor propio de la aplicacién f correspondiente al
vector propio V. Por lo tanto, un vector propio es un elemento de un subespacio
invariante de dimensién 1.

Los vectores y valores propios son también denominados autovectores y
autovalores, respectivamente.
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Calculo de vectores y valores propios de una aplicacion lineal

Sea f: V — V donde V es un espacio de dimensién n sobre el cuerpo K, sea A la
matriz asociada a f en la base canénica B¢ y consideremos la matriz identidad I, de
orden n. Para cualquier v € V tenemos que /() — Av. Si ademas este vector es un
vector propio de la aplicacion lineal f tendremos entonces que (V) — AV, para cierto
A € K, por tanto:

AV = \V

Hay que tener en cuenta que vV = I,V luego podemos escribir la expresion anterior
como:

AV — Alpv = (A— A,V =0

Esta es una ecuacion matricial (sistema de ecuaciones lineales) homogéneo, que nos
permitird obtener los valores y vectores propios.
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Calculo de vectores y valores propios (continuacion)

1. Hay que obtener los valores de X para los cuales la ecuacién matricial
(A — Al,)V = 0 tiene soluciones distintas a la trivial (buscamos ¥ # 0). Estos
seran los autovalores.

2. Hay que determinar para cada solucién X;, cuales son los vectores solucién del
sistema (A — \1,)V; = 6, que seran los autovectores asociados al autovalor
correspondiente.

v
Importante

Como queremos que las soluciones del sistema matricial sean distintas de la trivial, el sistema
debe ser compatible indeterminado, lo cual implica:

|A— Al =0
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Célculo de vectores y valores propios (continuacion)

Ecuacion caracteristica Al determinante |A — Al,| igualado a 0, esto es |A — A, =0, lo
denominaremos ecuacion caracteristica de la aplicacion f o, por extension,
ecuacion caracteristica de la matriz A.

Polinomio caracteristico El desarrollo de |A — AI,| es un polinomio de grado nen X que se
denomina polinomio caracteristico. Los valores propios de la matriz A son
las raices de dicho polinomio.

Teorema

La condicién necesaria y suficiente para que A sea un valor propio de la matriz cuadrada A es que
|A— Xl =0

El nimero de valores propios, reales o complejos, de una matriz A de dimensién n x n, teniendo
en cuenta su multiplicidad es n.
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Calculo de vectores y valores propios (continuacion)

Propiedades

Dada una matriz A de orden n. Entonces:
1. Ay Al tienen los mismo autovalores.
2. Si X es un autovalor de A, entonces kX es un autovalor de KA.
3. Si X es un autovalor de Ay A es regular, entonces % es un autovalor de A~'

4. Si X es un autovalor de A, entonces A" es un autovalor de A",

5. Los autovalores de un endomorfismo idempontente (o sea, f = f2, y por tanto su matriz
asociada verifica que A = A?) de un espacio vectorial son A = 0y A = 1.
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Calculo de vectores y valores propios (continuacion)

El sistema de ecuaciones (A — Al,)V = 0 permite obtener los autovectores v de un autovalor dado
A de multiplicidad m

Este sistema es compatible indeterminado con un ndmero de parametros libre g, tal que

1 < g < m, de modo que los autovectores v de A dependeran de g parametros libres.

Subespacio vectorial propio

Si A es un autovalor, entonces |A — All,| = 0,y (A — Al,)V = 0 es un sistema compatible
indeterminado. Por tanto, si V es una solucion del sistema (A — All,)V = 0, entonces oV también lo
es, donde a € R.

Asi, las soluciones de (A — \I,)V = 0 forman un subespacio vectorial que denominaremos
subespacio vectorial propio, y su dimensién sera g, el nimero de parametros libres del sistema de
ecuaciones.
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Multiplicidades algebraicas y geométricas

Definiciones

Sea f un endomorfismo del espacio vectorial V de dimensién n. Sea A a matriz asociada a dicho
endomorfismo y A un autovalor de A.
1. Se llama multiplicidad algebraica de X al orden de multiplicidad m de A como raiz del
polinomio caracteristico.
2. Se llama multiplicidad geométrica de X a la dimensién g del subespacio propio asociado a
A

Propiedades de los autovalores y autovectores

1. A todo vector propio V le corresponde un Unico valor propio.

2. Sea S(\) el conjunto de vectores propios asociados a un mismo autovalor A. El conjunto
Si1(A) = S(A) U {0} = ker(A — Al,) es un subespacio vectorial de V.

3. El nimero de vectores propios que son linealmente independientes entre los
correspondientes a un valor propio \; es igual a dim(V) — rg(A — \il,).

4. Si Ay, X2, ...\r son los r autovalores distintos del endomorfismo f, los autovectores
asociados son linealmente independientes.

.

\.
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Diagonalizacion por semejanza

Definicién

Dos matrices cuadradas del mismo tamario, Ay A’, decimos que son matrices semejantes si
estan asociadas a un mismo endomorfismo, es decir, si son tales que existe una matriz P regular
que cumple que

A =P7'AP

N

Propiedades

1. Si Ay B son semejantes, entonces tienen el mismo determinante, |A| = |B].
2. Si Ay B son semejantes, entonces A” y B” son semejantes.
3. Si Ay B son semejantes, entonces tiene la misma traza, traza(A) = traza(B)
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Diagonalizacion por semejanza (continuacion)

Definicién

Sea A un matriz cuadrada. Se dice que una matriz es diagonalizable por semejanza si existe una
matriz diagonal semejante a A, es decir, existe una matriz regular P y una matriz diagonal D tales
que D = P~'AP.

Ya sabemos que un endomorfismo es diagonalizable si y sélo si existe una base del espacio
vectorial formada por autovalores. Existe otra forma de saber si la matriz es diagonalizable
estudiando las multiplicidades de los autovalores.

.

Proposicién

Si los distintos autovalores del endomorfismo f de V son A1, Az, ..., Ak con multiplicidades
algebraicas my, mo, ..., mx y multiplicidades geométricas g1, go, ..., gk, entonces f (o su matriz A)
es diagonalizable siy sélo si se verifica:

omy+mp 4+ -+ mg = dim(V)
> gi=mjparatodoi=1,2,...k

A
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Diagonalizacion por semejanza (continuacion)

Una vez que hemos comprobado que el endomorfismo f es diagonalizable, tenemos que:

« La matriz del endomorfismo es diagonal en una base {uy, U, ..., Un} de V formada por los
vectores que forman las bases de los subespacios propios.

A 0o --- 0

0 X --- O
D=

0 0 - A

A1, A2, ..., Ap son los autovalores de f cada uno de ellos repetido tantas veces como indique
su multiplicidad algebraica. \; es el autovalor asociado a J;

o Lamatriz D esigual a D = P~' AP donde las columnas de P estan formadas por las
coordenadas de los vectores de las bases de los respectivos subespacios propios
expresadas en la base canoénica y A es la matriz del endomorfismo en la base canénica.
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Diagonalizacion por semejanza (continuacion)

Dado el endomorfismo f(x1, X2, X3) = (—11x; — 10x2 + 5x3,4x2, —15x1 — 10x2 + 9x3), estudiar
si es diagonalizable y, en caso afirmativo, calcular su diagonalizacion.

-1 -10 (3)
e Calculamos la matriz asociada a f respecto a la base canénica en ]R3, obteniendo A = 0 4 0 ) .
-15 -10 O]

e Para saber si f es diagonalizable tenemos que calcular los autovectores asociados a A, para ello calculamos el polinomio
—11 =X -10 5
0 4 — X 0

-15 -10 9 — X

Las raices del polinomio son Ay = —6y Ao = 4, cuyas multiplicidades algebraicas respectivas son my = 1y mp = 2.

caracteristico: P(\) = =(@4— A2 +2x —24) = —(A — 42(A +6)

e Calculamos ahora los subespacios propios:
— _ — 3 v=0\l = 3 _ _
Para Ay = —6 tenemos V; = {(x1 , Xp, X3) € R%|[(A+6/)V = O} = {(x1 s X0, X3) € RO |Xy = X3, Xp = 0}
Para A, = 4 tenemos V, = {()q,xz,xs) e R3|(A — 4NV = 6} = {()q,xz,xs) € R3[3xy +2x — X3 = o}

Cuyas bases son, por ejemplo, By = {(1,0,1)} y B, = {(1, 0, 3), (0, 1, 2)}, respectivamente.

Porlotanto: gy = dim(Vy) =1 =mqygo = dim(Vp) =2 = mysecumplequegy +go =1+2=3 = dim(R3).
Como my = g4 y mp = go el endomorfismo es diagonalizable

-6 0 0

e La matriz diagonal es, por lo tanto, D = ( 0 4 0 ) . Esta sera la matriz de la aplicacion f en la base
0 0 4 1 1

B =By UBy = {(1,0,1),(1,0,3), (0,1,2)} y se cumple que D = P—1AP donde P = ( 0 0

1 3

N = o
~
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Introduccién a la diagonalizacién de endomorfismos
Diagonalizacién de endomorfismos

Aplicaciones de la diagonalizacion

Forma canénica de Jordan

Diagonalizacién ortogonal

Existe un tipo de endomorfismo que siempre es diagonalizable: el endomorfismo simétrico.
Este tipo de endomorfismo tiene la particularidad de tener una base ortonormal , que definiremos
posteriormente, en la que diagonalizar su matriz asociada.

Definicion

Sea P una matriz cuadrada de elementos reales. Se dice que es ortogonal si cumple que:

pt = p~!

W
Propiedades

Si P es ortogonal:

o |P| =+£1,yaque |PP'| = |P| |P!| = |P|?y, por otro lado,
|PP| = ’PP*‘| =l =1= |P2=1= |P| = 1

e Los nvectores columna de P forman una base ortonormal del espacio vectorial V de

dimensién dim(V) = n.

-
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Diagonalizacion ortogonal (continuacion)

Definicién

Sea f un endomorfismo del espacio vectorial V de dimensién n. Se dice que f es simétrico si

(V) = f(@)'v,vi, Ve V

.

Importante

Si A es la matriz asociada al endomorfismo f en una base B, entonces f es simétrico si y solo si A
es simétrica.

Demostracion:
U'f(V) = ' AV como A es simétrica A = A', luego U'AV = U'A'V = (AD)'V = f(T)V

X

Teorema espectral

Sea V un espacio vectorial de dimensién finita n. Sea f un endomorfismo simétrico en dicho
espacio vectorial, entonces existe una base ortonormal de V formada por autovectores de f.
Para diagonalizar la matriz asociada al endomorfismo simétrico ortogonalmente tenemos que buscar una base ortonormal de V en la que
la matriz D sea diagonal. Para ello uniremos las bases ortonormales de los subespacios propios. La diagonal de la matriz D estara
formada por los autovalores de f.

.
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Diagonalizacion ortogonal (continuacion)

Diagonalizar el siguiente endomorfismo calculando una matriz de autovectores ortogonal:
f(x1, X2, X3) = (2X1 + 2X3, —X2,2X1 — X3)

2 0 2
e Escribimos la matriz asociada a la aplicacién respecto de la base canénica: A= | 0 —1 0
2 0-1

Esta matriz es simétrica, lo que supone que f es diagonalizable. Buscamos, por tanto, una matriz diagonal D tal que
D=pPlap= PLAP, ya que queremos que P sea ortogonal.
e El polinomio caracteristico de la matriz Aes P(A) = (—1 — X)(X + 2)(A — 3).
Los autovalores son Ay = —1, Ao = —2y A3 = 3y los subespacios asociados a cada uno de ellos son:
Vi = {(x4,%2,X3) € R3|xq =x3 =0}, Vp = { (X, X2, X3) € R xp =0, 2xy+x3 =0}, V3 = { (xq,Xp, X3) € R x¢ =0, 2x3—x; =0}
e Unabase para cada uno de ellos es By = {(0,1,0)}, By = {(1,0, —2)} y B3 = {(2,0, 1)}.
Estos vectores son ortogonales dos a dos, ya que los autovalores son distintos, pero no son una base ortonormal de R3 ya que si

0 12 01 0 0 12 100
definimos P = [ 1 00 | = ‘P’| = —5 -/ 1. Sicalculamos PP’ = [ 10 —2 1 00| =]050
0—-21 20 1 0—-21 005

Para que el resultado de este producto dé la matriz identidad es necesario que dividamos por +/5 el segundo y tercer vector
(segunda y tercera columnay), obteniendo otros autovectores de V5 y V3 (de norma 1), respectivamente.

e Por lo tanto, normalizando los vectores obtenemos B = {(0, 1, 0), (1/v/5, 0, —2/+/5), (2/+/5, 0, 1/+/5)}. Ahora
podemos comprobar que dichos vectores son las columnas de una matriz ortogonal P, ya que PPt = I,y D es la matriz diagonal

buscada, asi tenemos: 0 1 2
NG NG =1 0o o0
P = 1 0 0 , D= 0 —2 0
=2 1 0 0 3

° V5
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EJERCICIOS

2 4
3 13
obtener la matriz de paso que permite diagonalizarla.

Se considera la matriz A = ( ) . Hallar los valores propios y vectores propios. Razonar si es diagonalizable y

1 1 5 9
. . . 2 1 6 8
Hallar los valores propios y vectores propios de la matriz A = 0 0 0 3
0 0 1 —2
Sea A = ( 71; 713 ) . Encontrar una férmula de recurrencia que dé la potencia n-ésima de la matriz A.

Sea la aplicacién definida por:

f(x,y,z)=(Tx —2y +z, —2x + 10y — 2z, x — 2y + 72)

Diagonalizar si es posible por un cambio de base ortogonal su matriz asociada A. Indicar la nueva base R® a la que esta referida
g P P 9 q

la matriz diagonal.

5 0 3
Dada la matriz A = 0 —1 0 . Estudiar para que valores reales de o y 3 puede diagonalizarse.
0 o« B
Se considera la matriz
1 1 1 1
1 1 —1 —1
A=l 1 1
1 —1 —1 1

Se pide:
e Probar que es diagonalizable y encontrar una matriz ortogonal P que permita dicha diagonalizacion.
e Diagonalizar A2 y AT
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Potencia y exponencial de una matriz -

Sea A una matriz cuadrada de orden k y D una matriz diagonal, tal que D = p=1AP = A = PP~ , entonces la potencia n-ésima de
A se puede escribir como

n)
A = (PDP*‘) (PDP*‘) S (PDP*‘) =pPo(P=1P)D(P1P) ... (P=1P) DP~T = PD"PT
Aq 0 S 0 Aq’ 0 . 0
0 A ce 0 0 )\g A 0
Ademas, tenemos que si D = . . R . = D" =
00 X o o ... ap

Si queremos calcular la exponencial de una matriz, eA. podemos escribirla como un desarrollo de Taylor de infinitos sumandos,

0 1 . < q .
A= > —A',y aplicamos lo obtenido anterioremente, tenemos que AP > -0 p=1 = pePp1
i=o ! i—0 !

Dada una matriz cuadrada A y una matriz diagonal D tal que D = P~—1 AP tenemos que:

o AN = ppnp—1

A _ p.Dp—1
LA N T 0 M 0 0
0 Py oo 0 0 o2 0
donde D" = . . X . , P =
0 0 A 0 0 ek
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Potencia y exponencial de una matriz (continuacion)

1
2

Si obtenemos la matriz diagonal D asociada a A tendremos que f(;

Calcular f(A) = A* + A% 4+ Asiendo A = (

JA—AT =0=> 224X —6=(A—2)(A+8)=0= Ay =2,%p = —3

Para Ay = 2 = los autovectores son de la forma iy = ( 22 )
Para A = —3 = los autovectores son de la forma U, = ( 722 )
) (21 1 (2/5 1/5 o ) [ 2 0
La matriz de paso es P = (1 72) = P = (1/5 _2/5 y la matriz diagonal asociada es D = o _3
4 52
2% 22 42 0 22 0
(D) =D* + D +D = :( )=>fA:
&L 0 (-3)* +(-3% -3 o 87 )
2 1 22 0 2/5 1/5 \ _ [ 44 87 2/5 1/5 ) .
1 -2 0 87 1/5  —2/5 )\ 22 —174 1/5 —2/5
35 —26
e = ( —26 74 )

2

!

A) = Po*P—1 4+ Pp2P—1 4 poP—1 — Pi(D)P—!
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Cadenas de Markov

Consideremos una poblacion que esta disiribuida en n diferentes estados, y sea X;(t) el nimero de individuos de la poblacion que esta en
elestadoi,coni =1, ..., n, enuntiempo ¢ (en algunos casos X; representa la proporcion de individuos en el estado i/ y no su nimero
absoluto). Supongamos que el nimero de individuos en cada uno de los estados en el instante de tiempo t + 1 depende exclusivamente
del nimero de ellos que hubiese en cada uno de dichos estados en el tiempo t, existiendo una cierta probabilidad constante de cambio del
estado / al estado j dada por pji» pOr lo que tendremos que pq; + po; + ... + pp; = 1parai =1, ..., n. Entonces, el nimero de
individuos en un tiempo t + 1, se puede representar en funcién del nimero de individuos en el tiempo t mediante el siguiente sistema de
ecuaciones matricial:

X(t+1) = AX(t)

Xq(t) Xy(t+1) P11 P12 --- Pip
Xa(1) Xp(t+1) P21 P22 --- P2n

con )‘((l): . ,)-((I+ 1)= . yA= . , ¥ la suma de los elementos de cada columna de Aes 1.
Xn(t) Xn(t +1) Pn1 Pp2 --- Pnn

Matriz estocastica (definicion)

Una matriz donde cada elemento representa una probabilidad, por lo tanto esta comprendido entre 0 y 1, y que la suma de los elementos
de cada columna es 1, se denomina mairiz esiocastica.

Cadenas de Markov (definicién)

Una cadena de Markov o proceso de Markov es un modelo en el cual la probabilidad de que
ocurra un evento depende solamente de los eventos inmediatamente anteriores y se puede

representar matematicamente de forma matricial como X(t + 1) = AX(t) donde A es una matriz
estocastica y X (t) es el vector que describe los eventos en un tiempo t
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Cadenas de Markov (continuacién)

Definicién

Una matriz estocastica A es regular si se cumple que existe alguna potencia A™ tal que todas sus
entradas son estrictamente positivas.

Propiedades:

Si A es una matriz estocastica se cumple que:
e A = 1esun autovalor de A
« Todos los autovalores de A cumplen que || < 1
« Si Aes regular y diagonalizable, el autovalor A = 1 tiene multiplicidad 1
o Si Aes regular se cumple que mimoo A™ = As donde As es una matriz con todas sus
columnas iguales entre si.
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Cadenas de Markov (continuacién)

Evolucién de un sistema de Markov

Dado un sistema definido mediante una cadena de Markov, si deseamos saber cual es la
distribucién de la poblacién transcurridas m unidades de tiempo desde el tiempo inicial t = 0,
tendremos X(m) = AX(m — 1) = A2X(m — 2) = ... = A"X(0).

Para resolver este tipo de sistemas utilizaremos los procedimientos algebraicos desarrollados
anteriormente, que permiten calcular de forma sencilla la potencia de una matriz A utilizando su
matriz diagonal asociada D, en caso de que exista, y la matriz de paso P

X(m) = A"X(0) = PD"P~"X(0)

.

Importante

En determinadas circunstancias, el sistema de Markov puede alcanzar una situacién
estacionaria, esto es, converge a un cierto valor Xs cuando m se hace grande, o sea, se cumple
que mll'm X(m) = Xs y esto es independiente de la distribucién inicial de la poblacién X (0). Esto
— OO
sucedera cuando la matriz estocastica A sea regular, ya que en este caso Iim A” = Agy las
m—oo

columnas de la matriz As representan las proporciones que se alcanzaran de cada uno de los
estados del sistema.

.
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Cadenas de Markov (continuacién)

En una ciudad de 10000 habitantes hay una epidemia. Un cuarto de los que estan infectados una
semana siguen estandolo a la semana siguiente y que el resto se cura. Ademas, la mitad de los
que estan sanos una semana enferman a la siguiente. Si inicialmente hay /(0) = Iy enfermos,
calcular ¢ cuantos enfermos habra al cabo de una semana? ;y al cabo de dos semanas? Si /(n) es

el nimero de enfermos al cabo de n semanas, calcular /(n) y su evolucion a la larga.
Si I(i) es el nimero de enfermos en la semana i y S(/) es el nimero de sanos en la semana /, el sistema de ecuaciones recursivas es:

I(i + 1) = 0,25(i) + 0,55(/) a3 ’)
S(i + 1) = 0,75/(i) + 0,55(i) @ @ <
o () e _ _ (025 05 CJ
Si definimos X(i) = ( s(i) ) tendremos que: X(i + 1) = AX(i) con A= ( 075 05 ) o \P_/
Vemos que la matriz A es regular, por lo tanto, tendra un estado estacionario. Como /(0) = I tendremos que S(0) = N — Sy con

_ S A [ 0,25 05 Io _ ( 0,5N — 0,25y
N = 10000, por lo que X(1) = AX(0) = ( 0.75 05 ) ( N= I ) = ( 0,5N + 0,25/, )

0,25 0,5 0,5N — 0,25/y _ 0,375 N + 0,062 5/

0,75 0,5 0,5N + 0,25l 0,625 N — 0,062 5/
Para estudiar la evolucion a la larga, lo mejor es escribir A en su forma diagonal:

Al cabo de dos semanas tendremos: X(2) = AX(1) = (

_ 0,25 — X 0,5 32 _ _ _ _ _ _ _
|A = XI| = 0,75 0,5 — A | =X 0,75X — 0,25 = (X + 0,25) (X 1)=0= Xy = —0,25yXxp =1
= = 0,5 0,5 0 1 1 0 = —a
Para Ay = —0,25 = (A+0,250) iy = 0 = ( 0,75 0,75 | 0 ) — ( 0 0 ' 0 ) = Uy = ( o )
_ L NEL —0,75 0,5 0 1 —-2/3 0 = 2a/3
Paraxp =1 = (A H)u2_0=>( 0,75 —05 ‘ o )a( 0 0 ‘ 0 )=>u1_( o
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Cadenas de Markov (continuacién)

Ejemplo (c

La matriz diagonal asociadaa Aes D = ( _%’25 ? ) y la matriz de paso P = ( _11 2{3 ), por lo que

()2 (e 2)-(F )
= - _ - = 3 3 )
1 1 5 2/3 1 g 2

Con estas matrices tenemos que A = PDP—1, por lo que:

n_ ppnp—1 — P( (70625)" ? )P,1 _ ( 711 21/3 ) ( (= 025)” ) (

aileuin
~——
Il

—(=0,25" 2 —% 2 % (—0,25)" + 5 (-0 25)" 5
a3 @ 3 )= % 3
(—0,25) 1 2 2 -2 (0,25 + 3 2(-0.25"+
Por lo tanto, cuando hayan transcurrido n semanas tendremos que:
3 2 n, 2
= 0,25 £ (—0,25 [
R(n) = ATX(0) = 53( )" 3 5( B r)] +35 ( I ) _
5 (-0 25) +32 2(-0.25"+ N—1

77( 025)" )+ ( —1o) (8 (—0,25)"+ §) —lp (—0,25)" + N (& (—0,25)"
Para calcular la evolucion a la larga tenemos que calcular el limite cuando n tiende a infinito. Como Inmoo(—0,25)" = 0 tendremos que

( —0,25)" ) ) (— 8 ( 0,25)"+§) ):( /0(—0,25)"+N(—§(—0,25)"+gg >
t5

% sana.

2N
X(o0) = ( g N ) por lo que a la larga % de la poblacion estara enferma y
5
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Cadenas de Markov (continuacién)

«How Google works: Markov chains and eigenvalues»
Originating author is Christiane Rousseau. From its very beginning, Google became “the” search
engine. This comes from the supremacy of its ranking algorithm: the PageRank algorithm. Indeed,
with the enormous quantity of pages on the World-Wide-Web, many searches end up with
thousands or millions of results. If these are not properly ordered, then the search may not be of
any help, since no one can explore millions of entries.

http://blog.kleinproject.org/?p=280

En este ejemplo se explica como funciona el algoritmo de busqueda de Google, que se basa en la clasificacion de las paginas web segin
los accesos que tienen. La clasificacién de las paginas web se basa en una cadena de Markov que tiene en cuenta los porcentajes de
accesos a través de los enlaces entre paginas web. y
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Teorema de Cayley-Hamilton

[]e]

a de Cayley-Hamilt

Toda matriz A satisface su polinomio caracteristico.

A1 O 0
0 Ap 0
Supongamos que la matriz A se puede escribir como A = pop—1 , donde D es la matriz diagonal asociada D = .
0 0 “Xn
Si p(X) es el polinomio caracteristico y calculamos p(A), podemos escribir
pA) O oo 0
@ oo
0 p(Ap) 0
p(A) = p(PDP~1) = Po(D)P~ 1 =P | . . Pt =p| - P =0
= o 0.--0
0 0 - p(Xn)
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Teorema de Cayley-Hamilton (continuacion)

100
010
001

Sea D =

2AY —7A% 4 9A? —BA+1

Como el polinomio caracteristico de A es el mismo que el de una matriz semejante a ella, es igual al polinomio caracteristico de D, que es:

1 5 1
P:(1—)\)2<——)\):—(AS——A2+2)\——>
2 2 2

Por el teorema de Cayley-Hamilton se cumple que:

5 1
—(Aa——A2+2A——]I) —0=24% — 52 t4A—T1=0= 2A* —54% 144> —A=0
2 2

Por lo tanto

24t —74% 1 oA —5a+1= (24 — 4% +aa? — ) — 2% 1 5% —4AtI=0

la forma diagonal asociada a la matriz A. Calcular:
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EJERCICIOS

1. Calcular aplicando el teorema de Cayley-Hamilton la inversa de la matriz:

120
A=| —-131
011

2. Considerando la base canénica de B3 y A la matriz asociada a un endomorfismo referida a dicha base, se sabe que los
subespacios

V4 :{(x,y,z)ER3|X+y+z:0}yV2:{(x,y,z)eﬂ?{s\x—yzo,z—y:l)}

estan asociados respectivamente a los autovalores A = 1y A = % Calcular:
e La matriz diagonal asociada al endomorfismo.
o Calcularla matriz M = 2A% — 743 + 942 — 5A 4+ 1
o Caloularlamatriz N = A=3 — 44—2 1 54— 1 4 41
3. Describir razonadamente las dindmicas fundamentales del movimiento de un mévil de ecuaciones:

5
Xt+1 = §X3r+3y(
Y1 = 3% 2 ;

Zty1 = —6xt — 6yt — 52

donde {x¢, y¢, Z; } representa las coordenadas de la posicién del movil en t-ésima transicion.
e Siel movil inicialmente se encuentra en el punto (1, 0, 1) donde se encuentra en la vigésima transicion.
e ,Existen posiciones invariantes?
e ;Qué ocurre a largo plazo si la posicion inicial se encuentra en la recta que pasa por el origen y tiene la direccion del
vector (—1, 1, 0) o la del vector (0, 0, 1)?
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PROBLEMAS

1

En Soria hay dos supermercados de alimentacién, Villar y Mufioz. Se sabe que el 70 % de los que van a comprar al supermercado
Villar vuelven a comprar al afio siguiente, pasandose el 30 % a la competencia. Analogamente, el 60 % de los que compran un
ano en el autoservicio Mufoz vuelven a comprar en dicho establecimiento al afio préximo, pasandose el 40 % restante a comprar
al supermercado Villar. En el afio 2001 entraron 1200 clientes en el supermercado Mufioz. ;Cuéntos clientes entraron en el
supermercado Villar en el afio 2001 si en el afo 2002 entraron el mismo numero de clientes en ambos establecimientos?

Siendo Xq e yq las poblaciones iniciales de conejos y zorros respectivamente, se sabe que el nimero de conejos en cualquier
mes es la mitad de la poblacién de conejos del mes anterior y que el nimero de zorros en dicho mes es la suma de la poblacion
de zorros mas la mitad de la de conejos en el mes anterior. Calcular las poblaciones de zorros y conejos a largo plazo. ¢Se
extinguira alguna de las especies mencionadas? Razonar la respuesta.

Un estudio realizado sobre la comunidad de ingenieros en electronica revela el hecho siguiente: el 90 % de los hijos de padres
ingenieros en electrénica cursan estudios de ingenieria en electrénica y sélo el 20 % de los que no lo hicieron consiguen que sus
hijos cursen dicha carrera. ;Cudl sera el porcentaje de estudiantes que cursaran la carrera de ingenieria en electrénica después
de muchas generaciones suponiendo un sélo hijo como descendencia en cada familia?
Una agencia naviera tiene su flota distribuida entre los puertos de Barcelona, Mélaga y Mallorca. De los barcos que al comienzo
de cada mes estan en Barcelona, al final del mes sdlo vuelve la mitad, un 20 % se va a Malaga y el resto a Mallorca; de los que
estan en Malaga, a fin de mes un 20 % se va a Barcelona, un 40 % a Mallorca y el resto vuelve a Malaga; y de los que estaban a
principio de mes en Mallorca, un 80 % regresa y el resto va a Barcelona. Suponiendo que la flota es constante:

e Plantear en forma matricial un modelo que represente la distribucion de la flota.

e Sabiendo que en el instante actual hay 350, 500 y 200 barcos en Barcelona, Malaga y Mallorca, respectivamente,

determinar el nimero de barco que habra en cada puerto al cabo de k meses.

e ;Cudl serd la flota de barcos en cada puerto a largo plazo?.
Una rana que se encuentra en el vértice de un cuadrado tiene probabilidad 1/2 de ir, de un salto, a cada vértice contiguo. Si
inicialmente esta en el vértice A, hallar la probabilidad de que se encuentre en cada uno de los vértices después de n saltos.

A B

D c
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Introduccién a la diagonalizacién de endomorfismos
Diagonalizacién de endomorfismos
Aplicaciones de la diagonalizacién

Tema 4: Diagonalizacién de Endomorfismos Forma canénica de Jordan

Introduccion

Material complementario

Esta seccion es material complementario al temario del curso y se incluye en estos
apuntes por completitud del tema de diagonalizacion.

Hemos visto que no todas las matrices son diagonalizables. Esto ocurre cuando en una matriz A la
dimensién del subespacio invariante generado por un autovalor no coincide con la multiplicidad del
autovalor.

dim(Si(A)) = gi < m
donde \; es una raiz del polinomio caracteristico de multiplicidad m;.

Nuestro objetivo ahora es encontrar una matriz J lo mas sencilla posible (diagonal por bloques),
semejante a la matriz cuadrada A, es decir, que exista una matriz regular (invertible) P tal que

J=P'AP

A esta matriz J la denominaremos forma candnica de Jordan
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Forma canédnica de Jordan de orden 2

Consideremos una matriz A € Moy (R).
Caso A Las raices del polinomio caracteristico son distintas Ay # X». En este caso la
forma canénica de Jordan de A coincide con la matriz diagonal:

Caso B El polinomio caracteristico tiene una raiz doble \. Calculamos el subespacio
invariante asociado Sy (A\g) = {V € R?|(A — A¢I)V = 0} = ker(A — Aql)
e Sidim(Ss(A)) = 2 entonces existe una base de R? formada por
autovectores, A es diagonalizable y la forma canénica de Jordan es:

J’D’( /XOO ,\00 >
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Forma canénica de Jordan de orden 2 (continuacion)

« Sidim(S;(\)) = 1 entonces no hay una base de R? de autovectores
de Ay aplicamos que si A tiene dos autovalores iguales Xy entonces
(A — Xol)? = 0, ya que si \q es autovalor doble, el polinomio
caracteristico serd (A — Ag)? = 0y por el teorema de Cayley-Hamilton
sabemos que la matriz A satisface su polinomio caracteristico, por lo que
(A — AoT)2 = 0 = ker((A — A\oI)?) = R2. Definimos el subespacio
Sz(Xo) = ker((A — AoI)?) = R2. Como dim(S;(Xg)) = 1 podemos
encontrar un vector U, tal que to € S2(Xg) — Si(Mo) es decir, un vector
Up € Sz(No), pero tp & Si(Ng). Podemos tomar iy tal que:

(A= XDtz = Uy
y cumplira que Ty € S;(Ao) porque (A — Aol)T; = (A — Aoll)2l = 0.
Ademas Uy y U» son linealmente independientes y ninguno es el vector
nulo, por tanto {, U»} son una base de R?. En esta base tenemos:
(A — )\oﬂ)a1 = 6 = AL71 = )\031

(A — Aoﬂ)ﬁg =0 = Alp = Uy + Aoﬁg
Por lo tanto la matriz de la aplicacion lineal en esta base es:

[ Ao 1
J <\ 0 o ,>
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Forma canénica de Jordan de orden 2 (continuacion)

Dada la matriz A = ( > , calcular la forma de Jordan asociada y la matriz

51
—17
de paso
Calculamos los autovalores |[A — AI| = 0 = (A — 6)2 =0 = X = 6doble
Calculamos (A — 6I)T = 0y obtenemos el autovector i = (e, )y el subespacio invariante
51(6) = ker(A — 6I) = {(a, @) € JRz\a € R} condim(Sy(6)) = 1, por lo tanto, la forma de canénica

06
Tomamos U, € Sy(6) — Sq(6), por ejemplo, Up = (1, 0) y calculamos

(A — 6l)ip =ty = (:} 1) (;) = 0y = (—1, —1), por lo que la matriz de paso sera

(=11 1 (0 —1
P_(_10),conP _(1_1)
V.

de Jordan sera J = (6 ’ )
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Forma canénica de Jordan de orden 2 (continuacién) _

Proposicién

Dada una matriz A € M2 2(R) siempre se puede encontrar una matriz J € Moz 2(R) de alguna

de las formas siguientes:
Aq 0 A
0 A2 0 A

y una matriz P € My (IR) de determinante no nulo (invertible) tal que:

A= P!
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Forma canénica de Jordan de orden 3

Consideremos ahora una matriz A € Mjzyx3(R).
Caso A Las raices del polinomio caracteristico son distintas Ay # X\» # Az. En este
caso la matriz A es diagonalizable y su forma canénica de Jordan coincide con

la matriz diagonal.
PN 0 0
J=D ( 0 Ao 0 )
. 0 0 A3

Caso B Ay = X es unaraiz doble y \3 es una raiz simple.
Si dim(S1(A1)) = 2 entonces A es diagonalizable y en este caso la
matriz de Jordan asociada a la matriz A es la matriz diagonal.

A 00 )
JD(OMO)

0 0 Az

Si dim(Sy(A1)) = 1 entonces con Si(A1) y S1(A3) no se genera un
conjunto de vectores que sean base de todo el espacio R®. De nuevo
calculamos Sa(A1) = ker((A — A\I)?) y considerando (A — \1)dz = G
elegimos o € Sp(A1) — Si1(A\1). Tomamos iy € Si(A3). El conjunto
{iy, Uz, Us} si es una base de R®, la matriz asociada a A en la nueva
base es:
/Xy 1 0
J= ( 0 Aq 0 )

0 0 Xz
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Forma canénica de Jordan de orden 3 (continuacion)

Calcular la forma de Jordan y la matriz de paso de la matriz

2 -1 0
A= 0 2 0
1 0o 1

Calculamos los autovalores |[A — AI| = 0 = (2 — A)2(1 —A)=0= Xy =2, =1
Para Ay = 2 tenemos S1 (2) = ker(A — 2I) = {(a 0,a) € Ra\a € R} = dim(S¢(2)) =1y

82(2):ker((A—2]1) )={(a — B,8,a) € R®|a, B € R} = dlm(Sz( ) =2
Tomamos dp = (1, —1,0) € 822 — 51(2) = Uy = (A — 2D)ip

)
0 —1 0
0 0 0 (1,1,0)
1 0 —1
Para>\271ienemoss1(1)7kerA I) = {(0,0,a)ems\aeR}

La forma de Jordan asociada es J = (

[SHCEN
on =
—~ oo
~
Q
=3
=
o
I
e
-0 =
- oo
~——
<
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Forma canénica de Jordan de orden 3 (continuacion)

Caso C X es una raiz triple del polinomio caracteristico:
¢ Sidim(Si(Xg)) = 3 entonces A es diagonalizable y en este caso la
matriz de Jordan asociada a la matriz A es la matriz diagonal.

Ng O 0
J=D ( 0 X O )
0 0 X

o Sidim(Ss(Xo)) = 2, calculamos Sy(Ao) = ker((A — AolI)?), buscamos
Us € Sa(Ng) — S1(No) ytalque o = (A — Xo)Us € Si(Xg). Como
Si(Xo) es un espacio de dimension 2, podemos encontrar Uy € Sy(\g)
linealmente independiente de > € Si(\o), que a su vez es linealmente
independiente de 3. De este modo tendremos que {Uy, Uz, Us } €s una
base de R®, que cumple que:

Aty = ol
Al_jg = Ao 172
Als = Uo+ Nl

En dicha base la matriz semenjante a A es la forma de Jordan siguiente:

g O 0
J 0 X 1
0 0 X
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Forma canénica de Jordan de orden 3 (continuacion)

-2 1-1
Dada la matriz A = 0—1 0 |, calculad la matriz de Jordan asociada
1-1 0
|[A—=XIl =0= (1+ A)3 = 0, por lo tanto A = —1 es un autovalor triple.

Ademés Sq(—1) = ker(A+ 1) = {(a — 8, @, B) € B3|, B € R} = dim(S{(—1)) = 2y
(A+12 =0 = Sp(—1) = ker((A+ I)?) = R% = dim(Sy(—1)) = 3
Tomamos, por ejemplo, Uiz = (0,0, 1) € Sp(—1) — Sy(—1) = Up = (A+ D)3 =

1 -1 1 1
independiente de Ty, por ejemplo, Ty = (1, 1, 0).

-1 0 0 1-10 0 10
Entonces J = 0—-1 1],conP=|1 00 yP_1 = -1 10
0 0-—1 0o 11 1—-11

-1 1 —1 0
( 0 0 O ) (0) = lp = (—1,0,1) € Sy(—1)yelegimos iy € S(—1) linealmente
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Forma canénica de Jordan de orden 3 (continuacion)

o Sidim(Si(Xo)) = 1, calculamos Sz(A\o) = ker((A — Aol)?). Tendremos
que dim(Sz( o)) = 2y, por tanto, Sy(Ag) no cubre todo R® y deberemos
calcular S3(Xg) = ker((A — Xol)®), donde de forma similar al caso de
orden 2 tenemos que (A — Aol)® = 0, por tanto S3(\o) = R®. Elegimos
U3 € S3(Xo) — S2(Xo) y tomamos

Up=(A—XoD)ls y Ui =(A— D)k
Se da la siguiente relacion de inclusion
$1(M) C S2(h0) G Ss(ho) =R°

Ahora {i, U, Uis} si son base de R® y en esta base tenemos que:

Aty = Nolj
Al = U+ Aol
Aliz = U2+ Aol

por lo tanto la matriz de Jordan asociada sera:
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Forma canénica de Jordan de orden 3 (ci ontlnuacién)

1—11
DadalamatrizA= [ 1 00 |, calculad la matriz de Jordan y la de paso
0-12

El polinomio caracteristico de la matrizes |[A — AI| = (1 — )\)3, por lo tanto A = 1 es una raiz triple y
ademas obtenemos Sy (1) = ker(A — 1) = {(a, @, @) € R3|a € R} = dim(S¢(1)) =1
Sp(1) = ker((A — )% = {(a, B, @) € B3|, B € R} = dim(Sp(1)) =
(A—13 =0 = S3(1) = ker((A — 1)3) = R® = dim(S5(1)) = 3
0 —1 1 0
Elegimos Uiz = (0,0, 1) € S3(1) — Sp(1) = Uy = (A — )iz = 1 -1 0 0 =
0 —1 1 1

= (1,0,1) € Sy(1) — S1(1) =

0 -1 1 1
:(A—]I)HZ:(1 = o)(o):m:u,m)esm)
0 -1 1 1

110
Con estos vectores construimos la base B = {Ty , Up, Uz } y tenemos P = (1 0 0) y

111
0 10 110
P*‘:( 1—10>,conJ:(011>
1 01 001
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Forma canédnica de Jordan de orden n

Ahora ya estamos preparados para calcular la matriz de Jordan asociada a una matriz de cualquier orden.
Primero de todo denominaremos matriz elemental de Jordan de orden k y autovalor A € R a la matriz Ji () cuyos elementos son todos
nulos, excepto los de la diagonal principal, que toman el valor X y los situados inmendiatamente encima de la diagonal que serén 1:

A 1 0 0 0

0 A 1 0 0

0 0 A 0 0
J(N) =

0 0 0 A 1

0 0 0 0 A

Llamaremos matriz de Jordan a cualquier matriz cuadrada formada por la yuxtaposicién de matrices elementales a lo largo de la diagonal
principal, de la forma:

gy ) 0
0 Jky (A2)
0 0 e

A continuacién veamos como calcular la matriz de Jordan en un caso general a la vez que lo compaginamos con un ejemplo.
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Forma canénica de Jordan de orden n (continuacion)

Consideremos el espacio vectorial V de dimension ny el endomorfismo f : V. — V'

Primer paso  Calculamos la matriz asociada a la base canénica ya que es la mas fécil de calcular en caso de que nos den
las ecuaciones paramétricas o cartesianas del endomorfismo. O si nos dan la matriz de f asociada a cualquier
otra base trataremos en ese caso de diagonalizarla. En cualquier caso, supongamos que conocemos la matriz
asociada al endomorfismo, f(X) = AXLo primero que haremos entonces es calcular su polinomio
caracteristico y sus raices:

PN = 1A= ALl = (A = A)™ (A = 2)™2 - (A — Ap)™

en este caso tenemos r raices distintas, Aq, Ap, ..., Ar, con multiplicidades algebraicas my, mo, ..., mr,
respectivamente. Recordad que debe verificarse lo siguiente:

my +my + - -+ mp =dim(V) =n

Ejemplo - Primer Paso

Supongamos el siguiente endomorfismo f : R6 —— RO cuya matriz asociada respecto de la base canénica es la siguiente:

9 00-—-1 0 1
—1 80 1 0-—1
-1 08 1 0-—t1

AS 7 01 6-2 2
2 00-2 8 2
7-11-1-3 9

Calculamos el polinomio caracteristico:
P(A) = |A — AlI| = 262144 — 196608 + 6144022 — 1024023 + 96024 — 4825 + A8 = (A — 8)8 de manera que tenemos un
unico autovalor A = 8 de multiplicidad algebraica m = 6 = dim(]Rs).

V.
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Forma canénica de Jordan de orden n (continuacion)

Segundo paso  Para cada autovalor A (omitimos los subindices para no hacer engorrosa la notacién), calculamos la siguiente
cadena de subespacios: {0} C S1(X) € Sp(X) € - -+ C Sm(X)donde Si(N) = ker((A — /\I)k).A
partir de m, multiplicidad algebraica de X, o incluso antes, la cadena se estabiliza, es decir, existe un nimero
p < mtal que paratodo n > p se tiene lo siguiente: Sp(X) = Sp(A)

A Sp(X) se le denomina subespacio maximo invariante asociado al autovalor . Calculamos
ng = dim(Sy (X)), donde k = 1,2, ..., p,quecumpleque 0 < ny < npy < --- < np=m
Por lo tanto tendremos S (\) & Sp(A) C -+ & Sp(A) = D1 A) =... =8Sm(N)

Ejemplo - Segundo Paso

Calculamos Sy (X = 8) = ker(A — 8I) = (x1, X, X3, X4, X5, Xg) € Re\(A — 8V = 0} =
2 00-2 0 2| (x5

%
1 00-1 0 1 X1
1 =X — %
_X47X57X6
,—5)(4+2x5+5x6
7-11-1-3 1/ \x 0

“d

—1 00 1 0-—1 Xp 0

0

0

0
ﬁ31(3):{('1761177B*a,75‘y+2ﬂ+5a,%ﬁya)ERS\Q,B,‘VGR}

—1 00 1 0—1]|[x3
7 01-2-2 2|[x

Asi que, dim(ker(A — 8I)) =dim(S; (8)) = ny =3 < m=6. Calculamos ahora S,(8) = ker((A — 8I)2 {v c R8|(A — 8127 = 6} =

1-100—-10
-1 100 10
-1 100 10
A—8P=| " 0p o | =M=t = @ ={(ctB 078 ) Rl B, y,5c R}
2-200-20

1—-100—-10
Por tanto, dim(ker(A — 8I)) = nq < dim(ker((A — 81)?)) = ny = 5 < m = 6. Calculamos entonces S(8) = ker((A — 81)3)y
como (A — 8]1)3 =0 = ker((A— 8]1)3) = RO, En este caso p = 3 de manera que S3(8) y tendremos que n3 = 6 = mes en este
caso el subespacio maximo invariante.
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Forma canénica de Jordan de orden n (continuacion)

Tercer paso  Supongamos que Sp(\) = V es el subespacio maximo invariante, con p < my Sp71 (A) € Sp(N).
Primero buscamos dp = dim(Sp(A)) — dim(Sp_1 (\) =np — np— 1 vectores linealmente
independientes ; € Sp(X\) — Sp71 N),i= np—1 + 1, ..., np. Con estos vectores calculamos
(A — XDy, i = np—1 + 1,.. ., np, que son dp vectores lineaimente independientes en
Sp71 A) — Sp72(>\) y dado que dp71 = dim(Sp71 \) — dim(Spfz(A)) =Np 1 —NMp_2 > dp
completamos el conjunto anterior con dp71 — dp vectores linealmente independientes de los anteriores en
Sp_1 \) — p—2(>‘)~ Ahora, con el conjunto de dp_1 vectores linealmente independientes, repetimos el
procedimiento de obtener dp71 vectores de la forma (A — AH)Ei,i = np72 +1,..., np71 y
completamos hasta dp_2 = dim(Sp_z(A)) - dim(sp_1 \) = Np—2 — MNp—1 > dp_1 vectores
linealmente independientes en Sp,Z(A) - Sp,3()\). Continuamos el proceso hasta obtener los
autovectores del subespacio Sy (). Con todos los conjuntos de vectores obtenidos tenemos el conjunto

P
B = U {Unj B ) Dnj}, que es una base del subespacio maximo invariante Sp(X) = V con
i=1 R
dimension dim(Sp(\)) = my en la cual la matriz del endomorfismo es

X110 00

01 00

00X 00

Im(X) = o
S

S0 A
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Forma canénica de Jordan de orden n (continuacion)

Ejemplo - Tercer Paso

En nuestro ejemplo tenemos que dim(Sy (8)) = dy = ny =3, dim(S5(8)) —dim(S;(8)) =dp =np —nq =2y
dim(S3(8)) —dim(Sy(8)) =d3 =ng —np =1.
0
1
Tomamos un vector de S3(8) — S5 (8), por ejemplo T = g y con él construimos Us = (A — 8l)Ug € Sp(8) — S1(8) =
0
0
1 00—-1 0 1 0 0
-1 00 1t 0-—1 1 0
Oe — —1 00 1 0-—1 0 = e 0
S 7 01-2-2 2]|]o0 g 0
2 00-2 0 2 0 0
7—11-1-3 1 0 —1
Con este vector Tg construimos otro vector linealmente independiente en Sy (8) calculando
1 00-—-1 0 1 0 —1
-1 00 1 0-1 0 1
= = = —1 1 -1 1
Uy =(A — 8l)U5 € S1(8) = Uy = 7 2372 72 2 8 ==\ 5
2 00-2 0 2 0 —2
7—-11-1-3 1 =1 —1
V.
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Forma canénica de Jordan de orden n (continuacion)

Ejemplo - Tercer Paso (continuacién)

Como dim(S5(8)) — dim(S1(8)) = dp = ny — ny = 2y solo tenemos un vector U5 € Sp(8) — Sy (8) necesitamos encontrar otro
1

1
vector iz € S5(8) — S (8) linealmente independiente, por ejemplo, iz = g y con él calculamos dp = (A — 8I)U3 € Sy(8) =
0
1 00—-1 0 1 1 1 0
-1 00 1 0-—1 1 =1l
Ty — —1 00 1 0-—1 0 = & —1
2 7 01-2-2 2 0 2 7
2 00-2 0 2 0 2
7—-11-1-38 1 0 6

Por dltimo, como ny =dim(Sy(8)) =3 y sélo tenemos dos vectores en este subespacio, Uy y Ty, tenemos que encontrar otro autovector
1

iy linealmente independiente, por ejemplo (tomando e = 8 =0, v = —1), tenemos &y =

1
—5
0
0
1

El conjunto de vectores B = {1 , Uy, U3, Uy, U5, Ug } forman una base de RS. Calculamos cual es la matriz asociada al endomorfismo
respecto de esta base sabiendo que:

= (A — 8I)lg = Allg = U5 + 8T 800000 1 11-1 00
Uy = (A — 85 = Alls = Uy + 85 081000 1—11 1 01
Oy € S(A=8) = Al =8l; — g 008000 ,_|-5-10 1 00
lp = (A — 8l)ii3 = Allg = lp + 8ii3 000810 0 70-2 00
Uy € Sy(X\ = 8) = Al = 80 000081 0 20-2 00
iy € Sy(X\ = 8) = AUy = 80 000008 -1 60-1-10
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Tema 2: Espacios Vectoriales

Tema 3: Aplicaciones Lineales
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Introduccién a la diagonalizacién de endomorfismos
Diagonalizacién de endomorfismos

Aplicaciones de la diagonalizacion

Forma canénica de Jordan

Forma canénica de Jordan de orden n (continuacion)

Ejemplo - Tercer Paso (continuaci
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Tema 1: Introduccién Introduccién a la diagonalizacién de endomorfismos
Tema 2: Espacios Vectoriales Diagonalizacion de endomorfismos
Tema 3: Aplicaciones Lineales Aplicaciones de la diagonalizacién
Tema 4: Diagonalizacién de Endomorfismos Forma canénica de Jordan

Tema 5: Espacios Euclideos

Calculo de las cajas de Jordan

Para cada autovalor realizaremos el siguiente célculo.
Supongamos que A es un autovalor de multiplicidada algebraica m. Puede ocurrir:

1. dim(Sy(X)) =ny =m
En este caso existen m autovectores linealmente independientes asociados a A que forman una base de S () y la matriz del
endomorfismo asociada a dicha base es

A e 0
m)
Jm(A) = .
0 A
2. dim(§1(A)) =ng <m
a) Calculamos la cadena de subespacios {0} C S1(A) € So(A) € - C Sp(A
siendo el subespacio méximo invariante Sp(\), donde p < my nj = dim(sj-()\)),j =1,2,...,p
Sabemos también que dim(Sj(A) — Sj_1 \) = B = nj — nj_1 ,J=1,2,..., pdonde dy = ny ademas se verifica lo

siguiente:
d+n_p<n_qy = d<n_q-n_p=d_4 = d<d_y<---<d

b) Tenemos la siguiente informacion:
e dp nos indica las cajas de Jordan de orden p

. dp_1 — dp nos indica las cajas de Jordan de orden p — 1

e dy — dy nos indica las cajas de Jordan de orden 1
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Tema 1: Introduccién Introduccién a la diagonalizacién de endomorfismos
Tema 2: Espacios Vectoriales Diagonalizacién de endomorfismos
Tel Aplicaciones Lineales Aplicaciones de la diagonalizacién
Tema 4: Diagonalizacién de Endomorfismos Forma canénica de Jordan
Tema 5: Espacios Euclideos

Célculo de las cajas de Jordan (continuacion)

Supongamos que disponemos de la siguiente informacion A € M2 12 donde

[A—= ALl = (A = 1)*(A = 2)8(\ + 1)?
rg(A—1) =10; dim(S1(2)) =3; rg(A+1) =11;
g((A—1)?2) =9; dim(Sx(2)) =6; rg((A+1)%) = 10;
rg((A-1)°) =8

y queremos construir la matriz de Jordan.

—

e ) = 1 esun autovalor de multiplicidad algebraica 4.
Como rg(A — I) = 10 entonces ny = dim(S(1)) =12 —10=2 < 4
Como rg((A — ]1)2) = 9entonces ny = dim(Sp(1)) =12 -9 =3 < 4

Como rg((A — I)3) = 8 entonces ny = dim(S3(1)) = 12 — 8 = 4
dg =ng —np =1
Tenemos entonces que:  dp =Ny — ny =1
2

@
Por tanto tenemos: d3 = 1 cajas de Jordan de orden 3, dp — d3 = 0 cajas de Jordan de orden 2, dy — dp = 1 cajas de
Jordan de orden 1
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Introduccién a la diagonalizacién de endomorfismos
Diagonalizacién de endomorfismos
Aplicaciones de la diagonalizacién

Tema 4: Diagonalizacién de Endomorfismos Forma canénica de Jordan

Célculo de las cajas de Jordan (continuacion)

Ejemplo (continuacio
e )\ = 2 es un autovalor de multiplicidad algebraica 6.
Tenemos ny = dim(S;(2)) = 3y np = dim(S(2)) = 6 de manera que: & - 22 =m =9
Por tanto tenemos: dp = 3 cajas de Jordan de orden 2, dy — dp = 0 cajas de Jordan de orden 1
e X\ = —1 esun autovalor de multiplicidad algebraica 2.
Como rg(A + 1) = 11 entonces ny = dim(Sq(—1)) =12 —11 =1 < 2
Como rg((A + ][)2) = 10 entonces ny = dim(Sp(—1)) =12 — 10 =2

Tenemos entonces: %2 - np —ny =1

1

Por tanto: dy = 1 cajas de Jordan de orden 2, dy — dp = 0 cajas de Jordan de orden 1
e Yapodemos construir la matriz de Jordan asociada al endomorfismo:
110
011
001
1
21
02
21
02
21
02
=i 1
0 —1
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Potencia y exponencial de una matriz _

Potencia y exponencial de una matriz

Sea A una matriz cuadrada de orden ny J su forma de Jordan tal que J = P~'AP, entonces:
1. AR = pgkpt
2 ef = pe’p!

e SiJ es una matriz diagonal, entonces:

)‘4( 0 0 e>‘1 0 0
0 A 0 0 er2 .. 0
K 2 J
J = e¥ = .
K ) X
0 0 AK 0 0 en
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Potencia y exponencial de una matriz (continuacion)

Donde e/ se calcula de la siguiente forma: sea J; = (\;I + N;) y n; el orden de J;, donde

0 1 0 s 0 0
0 0 1 B 0 0
N = :
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
entonces e’ = eielNi:
1 1
1 — — e -
11 21 (nj — 2)!
1 1
0 1 — P -
11 (nj — 3)!
0 0 1 !
el = e (n — 4!
0 0 0 1
0 0 0 0
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Introduccién a la diagonalizacién de endomorfismos
Diagonalizacién de endomorfismos

Aplicaciones de la diagonalizacién

Forma canénica de Jordan

Potencia y exponencial de una matriz (continuacion)

Sea J la siguiente matriz:

3 1 0
0o 3 1
o o0 3
J=| o 0o o
0o 0 o0
0 0 o0
0 0 o0
tenemos entonces que:

3 3 1.3

€' € 2 €'

o & e?

0 0 ed

J

e’ = 0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

cocow=0o
comoooo
onv o000
pPOoOOOCOOO

Ni= o=
w
=
o
=

@
o o
o o

o o o

@

© n

o @

(SN
’» © © o o
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Diagonalizacion de endomorfismos
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Aplicaciones de la diagonalizacion
Forma canénica de Jordan

EJERCICIOS
1. Reducir la matriz A = ( 712) i ) a su forma de Jordan y dar la matriz de paso.
2

Encontrar la forma canénica de Jordan y el cambio de base correspondiente de las siguientes matrices:

3 2 -2 0o -1 -2 —2 0 —1
(a)A:( 0o 4 -1 > (b)B:( 1 3 1 ) (c)C:( -1 -1 1 )
0 1 2 1 0 3 1 0 0

3. Demostrar que la aplicacion lineal f : R3S — R3 dada por:

f(x,y,z) = (x+ 2,2y +2,3z — x)

no es diagonalizable.

—1 a 0
4. Hallar segun los valores de ay b la forma canénica de Jordan de la siguiente matriz: ( 0 —1 b )
0 0 2
3 0 0
5. Calcular eA, donde A = 1 3 0
0 1 3

6. SealamatrizA € Mgy q5donde |A — AIl = (A — 3)5(x +2)*(x + 1)3(x — 1)8

rg(A — 31) = 12; dim(S;(—2)) =2;  dim(S;(1)) = 1

1g((A — 81)2) = 10;  dim(Sp(—2) =4  dim(Sy(1)) = 2
rg(A+1) =12;
construir la matriz de Jordan.
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5.1 Definicién de Espacio Euclideo

Tema 5: Espacios Euclideos

5.1 Definicién de Espacio Euclideo
5.1.1  Introduccién
5.1.2 Definiciones
5.1.3 Matriz del producto escalar
5.1.4 Longitudes, Angulos y Ortogonalidad
5.1.5 Distancia entre puntos de R”
5.1.6  Ejercicios
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Definicién de Espacio Euclideo
Bases Ortonormales
Proyeccion ortogonal

Tema 5: Espacios Euclideos

Introduccion

Una gran variedad de hechos geométricos se basan principalmente en la posibilidad de medir las
longitudes de segmentos y los angulos entre ellos. En los espacios vectoriales no se incluyen los
conceptos longitud y angulo. Lo que vamos hacer a continuacién es afiadir esas dos nuevas
palabras a la estructura de espacio vectorial para dotarle de una nueva estructura matematica que
contenga conceptos que no se pueden describir en el lenguaje de espacio vectorial.

Para ello definiremos en el espacio vectorial un tipo de multiplicacién que llamaremos producto
escalar. Serd una operacién no interna ya que la multiplicaciéon de dos vectores no sera un vector
sino un escalar y a través de este producto escalar introduciremos los conceptos de longitud de un
vector y de dngulo entre vectores.

Cuando trabajamos con un cualquier espacio vectorial R” definiamos el producto escalar del

siguiente modo:
n

X7 = (X1, %, s Xn) - (Y1, Vas oos Yn) =D Xi¥i
i=1
A partir de este producto escalar podiamos definir la norma de un vector:

Ve —

y el angulo que forman dos vectores:

Xy
2] 11711

Nosotros vamos a generalizar esta definicién de producto escalar.

cosf =
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Definiciones

Producto escalar

El producto escalar de dos vectores X e ¥ de un espacio vectorial V es una operacion no interna,
denotada por (X, ¥), que asigna un niimero real a cada par de vectores Xe y, (,) : V x V — R,
y que cumple las siguientes propiedades:

1. Simétrica: (X, y) = (¥, X) paratodo Xe y € V
2. Distributiva: (X, ¥ + Z) = (X, y) + (X,Z) paratodo X, ¥, Z € V
3. (XX, ¥) = X (X,¥) paratodo Xe ¥y € Vytodo A € R.

4 (X,X) > 0 paratodo X # 0.

Espacio euclideo

Todo espacio vectorial que esté dotado de un producto escalar se denomina espacio euclideo.
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Definicién de Espacio Euclideo
Bases Ortonormales
Proyeccion ortogonal

Tema 4: Diagonali: 0
Tema 5: Espacios Euclideos

Definiciones (continuacion)

Considerar la aplicacion (, ) : R? x R? — R tal que (X, 7) = 4x1y1 — Xoy1 — X1 Y2 + Xo¥a,
demostrar que es un producto escalar.
 Podemos ver que (X, y) = (¥, X) (simétrica)
e XY+ =dxa(n+z)—xe(+z)—x(e+2)+x(+2)=
AX1y1 — XoY1 — Xi¥o + XoYo + 4X121 — X221 — X122 + X222 = (X, V) + (X, Z) (propiedad
distributiva)
o (AX,¥) = 4xxiy1 — Axays — AV + Aaye = A (4X1y1 — Xyt — X1 + Xoyo) = A (X, )

o (X, X) =4xiX1 — XoX1 — X1 Xo + XoXo = 4xZ + X — 2x1%2 = (X1 — x2)? +3x2 > 0 )
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Definicién de Espacio Euclideo
Bases Ortonormales
Proyeccion ortogonal

Tema 4: Diagonaliza de Endomo S
Tema 5: Espacios Euclideos

Definiciones (continuacion)

1. Supongamos dos vectores en R?, X = (xq, X2) € J = (¥4, y2) y definimos

= = 1 1
Xy = (x x )( 1 2 > ( Q >:X1Y1+X2}’1+,V2X1+2}’2X2

Esta aplicacion de R? x R? es un producto escalar. Comprobarlo como ejercicio.

2. Supongamos X = (x1,X2) , ¥ = (y1, y2) € R? y definimos (X, ¥) = xi 1.
Esto no es un producto escalar en R?. Comprobarlo como ejercicio.

3. Sea C ([a, b)) el espacio de las funciones reales continuas definidas en el intervalo [a, b], y
definimos el siguiente producto escalar de las funciones f (x) y g (x)

)= [ 100 g0 ax

Se puede comprobar facilmente que C ([a, b]) es un espacio euclideo. Demostrarlo como ejercicio. )
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Definicién de Espacio Euclideo
Bases Ortonormales
Proyeccion ortogonal

Tema 5: Espacios Euclideos

Matriz del producto escalar

Supongamos un espacio euclideo E de dimension finita ny sea B = {&;, &z, .

E. En esta base tenemos que n n
X= E Xi€j, }722 Yi€i
i=1 i=1

utilizando las propiedades (2) y (3) del producto escalar tenemos que:

(3, 7) = <; X8, ; y,§,> :ZZ xiy; (&, &)

i=1 j=1

.., €} una base de

esto se puede reescribir como:
(81.6) (B2.8) - (En )\
2 &)\ /3 & . Y2
(3,7) =X Psj = (x50 - xn) | (B0 @) (8. 8) : :

(81.8) (82.80) - (Bn ) ) NI
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Matriz del producto escalar (continuacion)

Definicion

L. i Lo L
a matriz (€1,81) (62,81) --- (€n, &)

P | (Br2) (B2)

(€1,8n) (€2, 8n) -+ (En, €n)
recibe el nombre de matriz del producto escalar con respecto a la base B = {&;, &, ..., &, }.

La matriz del producto escalar es siempre simétrica y todos los elementos de su diagonal principal
son positivos.
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Definicién de Espacio Euclideo
Bases Ortonormales
Proyeccion ortogonal

Tema 5: Espacios Euclideos

Matriz del producto escalar (continuacion)

Importante

Una matriz cuadrada P podra representar un producto escalar si simétrica y definida positiva.

Una matriz es definida positiva si todos sus autovalores son positivos o, de forma equivalente, si
todos sus menores principales son positivos.

arq a2 ain

a1 a2 a2n
Definimos los menores principales de una matriz dada A = . . . . como

an anz ann

los determinantes:

ar ar aisg
an ar
Al =an, A= S e |0 Az =| @i a2 as |, An=|Al
ast asz as3
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Bases Ortonormales
Proyeccion ortogonal

Tema 5: Espacios Euclideos

Matriz del producto escalar (continuacion)

50-2
Comprobar que la matriz A = 07 2 | puede representar un producto escalar y obtener la
—-22 6

forma algebraica de dicho producto escalar.

Calculamos los autovalores de la matriz A:

[A— ALl = —A% 4 18X% — 99X + 162 = (3 — A)(6 — A)(9 — A) =0 = Ay =3, Ap = 6, Ag = 9.
Como todos los autovalores son positivos (definida positiva) y la matriz es simétrica podemos asegurar que representara un producto
escalar.
También podiamos haber comprobado que es definida positiva calculando los menores principales:
50 50 —2 5513 513
A11:5>0,A22:‘07‘:35>0,A33:\A|: 07 2|= 072:—2‘7 2‘:162>0
—22 6 —20 0

La expresion algebraica la obtendremos al hacer el producto:

T 50 —2 121 5y1 — 2y3

X' A7 = (x1 xo X3) 07 2 Yo | = (%1 X2 x3) Typ +2y3 | =
—22 6/ \ys —2y1 +2yp +6y3

(X, V) =5xqy1 — 2x1¥3 — 2xgy1 + TXo¥o + 2Xo¥3 + 2X3¥p + 6X3¥3
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Longitudes, Angulos y Ortogonalidad

Norma de un vector

La longitud, norma o médulo de un vector X en un espacio euclideo E se define como

IX|| = 1/ (X, X), XeE

Ejemplo

Considerando las funciones reales continuas definidas en el intervalo [a, b], tendriamos que la norma de una funcién f seria

b
Il = \//a If(®)[2dx, fec(a bl

Vector unitario

Todo vector de norma uno se denomina unitario, y todo vector X no nulo de un espacio euclideo
puede normalizarse simplemente dividiendo por su norma.

Una vez definido un producto escalar podemos definir la bola unidad como todos aquellos vectores X € E tales que ||X|| < 1, mientras
que la esfera unidad seran todos aquellos vectores tales que ||X|| = 1.

Importante

Tanto la bola como la esfera unitaria dependeran del producto escalar que estemos considerando.
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es

Longitudes, Angulos y Ortogonalidad (continuacién)

50-2
Considerando el producto escalar definido anteriormente, cuya matrizes A = 07 2
—-22 6

calcular la norma del vector X = (—2, 2, —2) y obtener un vector unitario a partir de X

50 —2\ /-2 —6
Calculamos (%, ¥) = [|%]|2 = (—22 —2) ( 07 2> ( 2> =(-22-2) ( 10) = ||%]|? = 40 = ||| = 2v/70
—22 6/ \-2 —4
—/10 /10 —\/ﬁ)

ba

Por lo tanto, un vector unitario lo podemos obtener como i = 70 10 ° 10

|

1
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Proyeccién ortogonal
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Longitudes, Angulos y Ortogonalidad (continuacion)

Angulo entre vectores

Dados dos vectores cualesquiera pertenecientes a un espacio euclideo E, definimos el coseno del
angulo que forman entre ellos dos como:
X 7)

cos = =

IX[171

Esta expresion tiene sentido si el valor absoluto de este cociente es menor o igual a 1, de donde se deduce la siguiente proposicion.

Desigualdad de Schwarz

En todo espacio euclideo E, | (X, ¥)| < ||X|| ||7|| paratodo X e y € E.

n

Z Xiyi| <

Con el producto escalar dado en R la desigualdad de Schwarz se escribe: | (¥, ¥)| =

i=1
y en el espacio euclideo C ([a, b]) tenemos './ab f(x)-g(x) dx‘ < \//ab (f ()())2 dx\//ab (9 (x))2 dx

Ortogonalidad

€ Es
)=0

Dos vectores de un mismo espacio euclideo X,
producto escalar es cero: (%,

on ortogonales o perpendiculares si su

Cuando trabajamos con el producto escalar usual y consideramos los espacios euclideos R2 y Rs, la idea de ortogonalidad coincide con
el hecho de aue los vectores formen un &naulo de 7 /2 radianes (90°).
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Longitudes, Angulos y Ortogonalidad (continuacién)

50 -2
Considerando el producto escalar definido anteriormente, cuya matrizes A = 07 2
—-22 6

calcular el angulo formado por los vectores X = (—2,2, —2) e y = (—1, 1, 3) y comprobar que los
vectores Xy Z = (2,0, —3) son ortogonales.

50 -2 =il -1
Calculamos (X, ¥) = (—22 —2) 07 2 1] =(-22-2) 13 | =4
—22 6 3 22

Anteriormente habiamos visto que ||X|| = 2+/70, asf que calculamos ahora la norma de y:

50 —2 -1
\\?\\2:(7113)( 07 2 ( 1) =9 = ||7]| = 3vT0
—22 6 3

73 - _Fy 4 _ 1 - i
Por lo tanto cos (x, y) =cos O = ||’7||H7” = 2vio.3vic — 15 = 6 = 1,5 radianes

Comprobamos ahora que X y Z son ortogonales:

50 —2 2 16
<;,z>:(72272)< 07 2)( 0):(—22—2)(—6):0
—22 6 -3 —22

Como el producto escalar es nulo, quiere decir que estos vectores son ortogonales
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Distancia entre puntos de R”

Por analogia con R”, podemos generalizar el concepto de distancia entre dos puntos X(X1,Xp, -~y Xn)e Y(y1, Yo, ..., ¥n) de R7,

que con el producto escalar habitual se define como d(X, Y) = \/()q — y1)2 + (X0 — y2)2 + -+ (xn — yn)z. como la norma
del vector diferencia X — ¥, siendo X e  los vectores cuyas coordenadas son las coordenadas de los puntos X e Y, respectivamente.

Distancia entre dos puntos de R”

Dados dos puntos X(x1, X2, ..., Xn) € X(¥1, Y2, ..., ¥n) de R" y dada una definicién de producto
escalar entre elementos del espacio vectorial R”, (, ) : R” x R” — R, dado por la matriz A,
definimos distancia entre X e Y ala norma del vector diferencia X — y, siendo X e j los vectores
cuyas coordenadas son las coordenadas de los puntos X e Y, respectivamente, o sea,

X = (X1, %, s Xn) € ¥ = (1, Y2, -+, Yn)-

/=

dX,Y) =X - 7| = \/(xfy)TA()?fﬁ

Propiedades

Se puede comprobar facilmente que la distancia entre dos puntos cumple que:
o Es una funcién simétrica: d(X, Y) = d(Y, X)
o Ladistancia de un punto a si mismo es nula: d(X, X) = 0
« Ladistancia de un punto al origen O es la norma del vector: d(X, O) = ||X||
« Ladesigualdad triangular: d(X, Y) + d(Y,Z) > d(X, 2)
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Distancia entre puntos de R” (continuacion)

2 1
1 1

Dado el producto escalar en R? definido por la matriz A = ( ) calcular la distancia entre

los puntos X(2,3) e Y(—2,1)
Para el célculo de la distancia tenemos que obtener primero la diferencia de los vectores X = (2, 3) e y = (—2, 1), que sera

%7 =(4,2) -
Ahora calculamos el producto escalar de X — ¥ por si mismo:

@=7.5-7) = R-72=@-pTAaG-7=(4 2)( 5 1 )(3)-(4 2)( " )-=

Por lo tanto, d(X, ¥) = ||¥ — || = V52
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EJERCICIOS

1. Silos vectores no nulos Xq , Xp, ..., Xn son todos ortogonales entre si en un espacio euclideo, demostrar que también son
linealmente independientes.
2. ¢Cudles de las siguientes funciones ( , ) : R2 x R2 — R definen un producto escalar?:
o (%) =X + 200 + 21X — 3y
o (X ¥)=xn — xrn
o (X 7)) =xy +2xqyp +3y1x0 + Txpyp
o (X,V) =x1y1 + 2X0¥p + 3x1 ¥ + Byy X0
o (X,V) =2x1yy + 3XoYp + 2X1 Yo + 2)1 Xo
Justificar la respuesta. Encontrar la matriz, en la base canénica, de aquellas funciones que sean producto escalar.

3. Encontrar la expresién analitica del médulo de un vector y del coseno del angulo de dos vectores en R2 para aquellas de las
funciones de ejercicio 2, que sean producto escalar.

4. Dada la siguiente matriz
37 10 —4
( 10 28 14 )
—4 14 25

e \Verificar que define un producto escalar en R3 respecto de la base candnica.
e Hallar el producto escalar de los vectores X = (1,0,1), ¥ = (0,1, —2) .
e Hallar un vector ortogonal al vector X = (1,0, 1) .

o

Se considera el espacio vectorial de los polinomios de segundo grado, Py [x] = (ax2 + bx + c,con a, b, c € R}, ydados dos
elementos de P, [x], se define la operacion

1
(p(x) - q(x)) = /0 () - q(]ot

e Demostrar que se ha definido asi un producto escalar en Py [x].
e Calcular el producto escalarde p (x) = xy q(x) =1 — x.

6. En el espacio vectorial Mg 3 (R) de las matrices reales de orden 3, demostrar que (A, B) = traza <AB’) es un producto
escalar.
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Definicién de Espacio Euclideo
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Proyeccion ortogonal

Definiciones

Base Ortonormal

En un espacio euclideo E una base se dice ortogonal si todos sus elementos son ortogonales dos
a dos, si ademas todos los elementos de la base son de norma unitaria se dice que la base es
ortonormal.

Vamos a probar que en todo espacio euclideo existen bases ortogonales, para ello vamos a utilizar
un proceso de ortogonalizacion que permite obtener una base ortogonal a partir de cualquier base
del espacio vectorial. Este proceso es denominado proceso de Gram-Schmidt.
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Proceso de ortonormalizacion de Gram-Schmidt

Teorema

Sean X, Xa, ..., Xn, ... UNa sucesion finita o infinita de vectores linealmente independientes en un
espacio euclideo E y sea Ly = L (¥, X2, ..., X) , el subespacio vectorial generado por los k
primeros vectores. Entonces, existe un conjunto de vectores ¥, ys, ..., Jk, --- tal que:
. . ’ — — — . . - — —
i. El subespacio vectorial L, = £ (#, V2, ---, ¥«) coincide con Ly = L (%, Xz, ..., Xk ) para
todo entero positivo k.
2. El vector ¥y 1 es ortogonal a Ly para todo entero positivo k.

Cuando decimos que J. 1 es ortogonal a L lo que queremos decir es que Ji. 1 es ortogonal a
todos los vectores de L.

Importante

En todo espacio euclideo E de dimension finita existen bases ortonormales.

El procedimiento de Gram-Schmidt permite la construccién de una base ortogonal
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Proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt (continuacion)

Ejemplo: Ortogonalizacion de G

Dados los vectores X; = (1,0,0), X = (4, —2,0) y X3 = (1, 1,5) vamos a construir a través del
método de ortogonalizacién de Gram-Schmidt tres vectores y;, y» € y tres vectores
ortogonales entre si, cuando en R® consideramos en producto escalar usual.

1. Tomamos 7y = ¥
2. Buscamos Vo = Xp + ajj eligiendo o de manera que J; e yp sean ortogonales:

0=y Vo=V - (o+apy) =0 %)+ )

_h%) __(h%) _(1.0,0-4,-2,0 _ _,
7 2 T
1 -71) 1711

de manera que j» = (4, —2,0) — 4(1,0,0) = (0, —2, 0)

de donde se deduce que o =

3. Finalmente tomamos V3 = X3 + B1¥1 + Ba¥o y elegimos 34 y B de manera que y3 sea ortogonal a ; e o

0=V3 V1 = (X3 +B171 + Bo¥a) - V1 = (% - 1) + B (71 - 1)
(Fgyv) _ _(g¥) _ _(1.1.5):(1.00 _
V17 BT |
(ZB2) {171
Porotrolado 0 = y3 - Jp = (¥3 + B1¥y + Ba¥2) - Vo = (X3 - J2) + B2 (V2 - ¥2)
(F3-¥2) _ _(g¥p) _ _(1.1,5)-(0.=2,0) _ 1
(2-72) Al % 2
portanto j3 = (1,1,5) — (1,0,0) + % (0, —2,0) = (0,0, 5)
(1,0,0), 7, = (0, —2,0), 3 = (0, 0, 5)} es una base ortogonal con el producto escalar usual de R3.

de donde tenemos que 31 = —

de esta manera tenemos 8y = —

Por tanto {j; =
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EJERCICIOS

1. SeanXy = (-2, —2,1),% = (0, —1,0)y X3 = (1, —1, 0) tres vectores linealmente independientes de R3. Definimos un
producto escalar en k3 afirmando que {Xy, X, X3 } son una base ortonormal. Encontrar la expresién analitica de este producto
escalar en la base canénica de 3.

2. SeanXy =(1,2,0,0),% =(1,0,0,2),yX3 = (1, —1, —1,2)1resvectoresde]R4. Sea W = L (X1, Xp, X3) el
subespacio engendrado por {X , Xp, X3} -

e Encontrar una base ortonormal {¥; , ¥, V3 } de W usando el método de Gram-Schmidt de ortonormalizacion.
o Extender la base encontrada a una base ortonormal de R4 .

3. Sean¥Xy =(1,2,8,4),% =(0,3, —2,1),%3 = (1,1,0,0) € R4 Encontrar todos los vectores de la forma
X3 + aXy + BXp, con «, B € R que sean ortogonales a X; y X simultdneamente.

4. Seand = (1,2,0, —1, 0_) B b= (0,1, —1,1,0),¢=(0,0,1,2,1) € R5. Descomponer € en dos vectores, uno de ellos
combinacion lineal de @y by el otro ortogonal al anterior.

5. Encontrar una base ortogonal en el espacio Pp[x] = {ax2 + bx + ¢, con a, b, c € R} de los polinomios de grado menor o
igual que 2 en el intervalo [—1, 1] donde se ha definido el siguiente producto escalar para todo p (x) , q (x) € Pa[x]:

1
(p(x) - q(x)) = /71 p(ha(na

6. Construir una base ortonormal para el espacio o subespacio vectorial dado
. H:{T(eRstalquez)q —3X2+X3+4X4—X5:0}
e H es el espacio de soluciones de

—2x+4+2y —3z=0

x—8y+z=0 }
4x — 8y +5z2=0
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Subespacios Ortogonales

Definicién

Diremos que dos subespacios W; y W, de un espacio vectorial euclideo E son ortogonales,
Wi L W, sitodos los vectores de W, son ortogonales a todos los vectores de W,.

Propiedades

1. Wy y W, son ortononales si y sélo si todos los vectores de una base de W; son ortogonales
a cada uno de los vectores de una base de Ws.

> SiW; L W, setiene que Wi N Ws = {0}

Complemento ortogonal

|

Dado un subespacio vectorial W de un espacio euclideo E el conjunto

W+t ={y e Etalquey L X paratodo X € W}
es un subespacio vectorial de E, que recibe el nombre de complemento ortogonal de W. )

Proposicién

Sef W un subespacio vectorial de un espacio euclideo E, entonces E es suma directa de W'y
wt: E=Wo Wt

De esta proposicion se deduce que dim (W) + dim (WL) = dim (E)
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Subespacios Ortogonales (continuacién)

Dado el subespacio S generado por {i; = (1,1,0), 4> = (1,0, 1)}, calcular su complemento
ortogonal, teniendo en cuenta el producto escalar habitual.

Para ello primero buscamos aquellos vectores X tales que (X, iy) = 0y (X, Up) = 0, por lo tanto
1

(x4 X2X3)<1):0
(%, G41) =0 0 X +xp=0 110/ 0
(R, Oy =0 1 x+x=0f 7 \101]0) 7
(xx2x)|0)=0
1

Asi que una base del complemento ortogonal de S seré, por ejemplo,
Bg (=1, 1,10} = 8; ={(-a,a,a) € B®a € R}

L =1
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Subespacios Ortogonales (continuacién)

Proyeccién ortogonal de un vector

La proyeccion ortogonal de X sobre y, P; (X), es un vector en la direccién de y cuyo médulo es la
componente de X en la direccion de ¥, como dicha componente es ||X|| cos 6, siendo

cosf = %, tendremos que:
=117

- (X) = || X|| cos L:<_"_‘>L _)—(»:<)77}7>-.
Py () = IRl eoson = " g = B B = Gy

Descomposicién ortogonal de un vector

Si W es un subespacio del espacio euclideo £, sabemos que E = W @& W+, por tanto X € E
posee una descomposicion tinica de la forma X = y + Zdonde ¥ = Py (X) € Wy

Z="P,. (X) € W, de manera que y sera la proyeccién ortogonal de X sobre W, mientras que
Z sera la proyeccion ortogonal de X sobre W+,

El &ngulo 6 que forma un vector X € E con un subespacio vectorial W se define como el angulo
que forma X con Py (X). Por lo tanto, tendremos que:
FPw(®) _G+Zy) _ 7IF _ |I7l

0= IRTPw T~ TR TR e <=°

_IPw ®) ]|
%]l
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Expresion matricial del vector proyeccion sobre un subespacio

Matriz de proyeccion sobre un subespacio

Sea S un subespacio vectorial generado por el conjunto de vectores linealmente independientes
{Uy, Uy, ..., Ux} del espacio euclideo E. Construimos la matriz A cuyas columnas estan formadas
por las coordenadas de los vectores {u, Us, ..., Uk }, entonces la proyeccion de cualquier vector
sobre el subespacio S viene dada por

Ps(X) = AA'PA) A PR
donde P es la matriz del producto escalar definido en el espacio euclideo.

Ps = A(A' P A)~" A" P es la matriz proyeccién asociada al subespacio S

Propiedades de la matriz proyeccion

1 P§ = Psg, es decir, la matriz proyeccion es idempotente.

2. Cuando consideramos el producto escalar habitual tenemos Ps = A(A! A)~' A’ y entonces
se cumple que P!, = Pg, es decir, Pg es simétrica.

.
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Expresion matricial del vector proyeccion sobre un subespacio (continuacion)

Calcular la proyeccion ortogonal de los vectores X = (1,1,1) € R®e j = (1,2, —1) € R® sobre el
subespacio S generado por {(1,1,0), (1,0, 1)}, teniendo en cuenta el producto escalar habitual.

1 0 0
Para ello primero calculamos la matriz de la proyeccién sobre S, teniendo en cuenta que P = ( 0 1 0 ) =
0 0 1
_q 1 1
Pg=A(AlA)" " Al dondeA=( 1 0
0 1
—1
1 1 1
1 1 0 1 1 0
Por lo tanto Pg = 1 0 ( ) ( 0 )) ( ) =
( 0 1 ) ( 1 0 1 1 1 0 1
(1(1])(21)*‘(110)
o y 1 2 1 0 1
[ 2 1 1
Pg=—| 1 2
3\ 1 1 2

1 2 1 1 1
i, la proyeccion de X sobre S es: Ps()?) = Pg ( 1 ) = % ( 1 2 =9 ) ( 1 ) = ps(;) —
1 1 1

Y la proyeccion de y sobre S sera:
1 2 1 1 1 1
Ps(7) = Pg 2 | =11 2 -1 2 | = Pg(®) = 2 | =jyaqueye s
—1 1 =1 2 =il =il
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EJERCICIOS

Probar que dado un subespacio vectorial W de un espacio euclideo E,yseaX € E.SiX =y + Zcony € W, se tiene que

12l > [Py @)

Encontrar el complemento ortogonal del subespacio W de E cuando:

. E:RS,Weselespaciogeneradoporﬁ:(1,0,1)yV:(2,—1,1)
. E:R4,W:{Y5R4|x1+x2+x3+x4:0y2x17)(2:0}

En ambos se considera el producto escalar usual.

En los siguientes apartados se dan un subespacio H y un vector ¥, en cada caso encontrar P, (V), una base ortonormal para

H-L .,y escribir v = @+ bdonde 3 € Hyb € H+
. H:{(x,y)emz\x+y:0},V:(—1,2)
o H={(xy,2) er®Bx—2y+6z=0} ¥ =(-3,1,4)
o H={(yzm eRtx=y,w=3y} 7= (-1,2,3,

Sea F = (1, 1, 1) el vector de la fuerza que mueve una masa puntual a lo largo de la recta (x, y, z) = A(0, 1, 2). Calcular la

proyeccion de F sobre la recta.

Hallar la matriz proyeccion para el subespacio de r* generado por los vectores (1, 1,1, 1) y (0, 1, 2, —1). Hallar la proyeccion
de los vectores U = (1, —2,1,0),V = (2, —1, —4,5)yw = (1, 0, 1, 0) sobre el subespacio anterior. Interpretar el

resultado.

En R3 se considera el producto escalar cuya matriz respecto a la base canénica es

1 1 1
1 2 2
1 2 3

y el subespacio U = {(x, y, z) € R3|x =—z=y}
e Calcular el angulo que forman los vectores (1, 0, 0) y (0, 1, 0)

o Encontrar una base de U~
e Encontrar la proyeccion ortogonal de (1, —2, 0) sobre ut.

1)

)
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