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Capitulo 1

Matrices y Determinantes

1.1.

Matrices: definiciones

Llamamos matriz de orden o dimensiéon m x n sobre el cuerpo conmutativo (R, +,:) a
todo conjunto de m X n elementos de R dispuestos en m filas y n columnas.

a1 Aip
A= P = ()
Am1  *°° Amn

donde a;; sera el elemento de la fila 7 y de la columna j. Denotaremos el conjunto de las
matrices m X n por M« (R).

Diremos que una matriz es rectangular n # m y diremos que es cuadrada si n = m, es
decir, tiene el mismo ntmero de filas que de columnas.

Diremos que es una matriz fila si m = 1, y una matriz columna si n = 1.

Dada una matriz cuadrada A € M, , (R), su diagonal principal es el conjunto de los
elementos de la forma (a;;) donde i = 1,2, ..., n.

Llamaremos traza de una matriz a la suma de los elementos de la diagonal principal:
Traza (A) = a1 -+ a922 + -t Apn

Ejemplo:

A= , Traza(A) =12
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1.1.1. Matrices Cuadradas

Diremos que una matriz cuadrada es:

» Diagonal cuando los elementos no pertenecientes a la diagonal principal son todos nulos.

a; 0 .- . 0
0 ax :
A=1 0 0
: Ap—1n—1 0
0 0 0 Cnn
Ejemplo:
2 0 0
D=0 -1 0
0 0 4

» Triangular superior (respectivamente triangular inferior) cuando todos los elementos
situados por debajo (respectivamente por encima) de la diagonal principal son todos nulos:

ayp G - Ain a 0 0
0 ax a1 A2
Tsup = 0 O » Tinf s 32
: Ap—1n—1 Qp—1n Ap—1n—1 O
0 0 e 0 Apn An1 Ap2 - 0 Ann
Ejemplo
2 3 5 2 0 0
Ts = 0 —1 4, Tr= 4 -1 0
0O 0 4 -9 7 8

= Simétrica cuando coinciden los elementos situados simétricamente respecto a la matriz
principal:
aij = aj; para todo i, =1,2,.....n

Ejemplo:

W
I
SRSCINC)
|
w1
NSNS
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= Antisimétrica cuando los elementos situados simétricamente respecto a la matriz prin-
cipal son opuestos:
aij = —aj; para todo i, =1,2,.....n
en consecuencia, los elementos de la diagonal principal de una matriz antisimétrica son

todos nulos.

Ejemplo:

0 3 5
S=| -3 0 4
-5 —4 0
= [La matriz compuesta por unos en su diagonal principal la denominaremos matriz uni-
dad:
10 -0
I= L
00 - 1

1.2. Suma de matrices y producto por un escalar

Diremos que las matrices A, B € M,,x, (R) son iguales si
a;j = bij paratodoi=1,2,...m,j=1,2,....n
Dadas dos matrices A, B € M,,«x,, (R), definimos la suma de A+ B como aquella matriz C'
cuyos elementos son de la forma

Cij = Qjj + bij para todo 1 = 1,2, .., m ,j = 1, 2, e, n

Ejemplo:

2 4 -1 2 4 -8 4 8 -9
0o -2 3 +19 3 -3 |= 9 1 0
-4 2 2 1 -2 =5 -3 0 =3

Definimos el producto de una matriz A € M,,,, (R) por un escalar A € R como la matriz
resultante de multiplicar cada elemento de A por el escalar A

)\ . A = ()\aij)m,n
Ejemplo:
2 4 -1 6 12 -3
3 0o -2 3 = 0O -6 9

-4 2 2 —-12 6 6
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1.3. Producto de matrices

Dadas dos matrices A € M,,x, (R) y B € M, (R), definimos el producto matricial de
A - B como a la matriz C' € M,, 4, (R) de manera que el elemento ¢;; de C es el la suma del
producto de los elementos de la fila ¢ de A con los elementos de la columna j de B.

Cij = aitbij + aigbaj + - - + @inbn;

iOjo! El producto de matrices rectangulares no es conmutativo, e incluso cuando las matrices
son cuadradas el producto no tiene por que ser conmutativo.

Ejemplo:

a b A4 B C aA+bD aB+bE aC +bF
c d (D 5 F): cA+dD cB+dE cC+dF
e f eA+fD eB+ fE eC+ fF
(123) _11(1)}_02 _(811—3—4)
4 5 5 3 3 _9 0 14 20 —1 -—10

1.4. Matriz transpuesta

Dada una matriz A € M,,«, (R) definimos la matriz transpuesta como aquella que se
obtiene intercambiando las filas de la matriz A por columnas, la denotamos por A* € M., (R)

Ejemplo:

7 8 —1 7 0 -8
A= 0 2 1 |, A= 8 2 2
8 2 2 11 2

1.4.1. Propiedades:
s (A = A
» (A+B) =A'+ B
(AA)") = At

(A-B)' =B At

Sea A una matriz cuadrada entonces A+ A’ y A- A! son simétricas y A— A’ es antisimétrica.
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= Toda matriz simétrica se puede descomponer de forma tinica como suma de una matriz
simétrica y otra antisimétrica de modo tnico:

A= % (A+A'+A-A" = % (A+ A" +%(A—At)
1.5. Matrices elementales

Sea la matriz A € M,,«, (R), se pueden realizar operaciones elementales con las filas de
la matriz A obteniendo de este modo una nueva matriz. En el caso de que A sea cuadrada e
invertible gracias a estas transformaciones elementales podremos calcular la matriz inversa, dia-
gonalizarla u obtener a partir de ella una matriz triangular superior o inferior. Las operaciones
elementales que podemos hacer con las filas de una matriz son las siguientes:

1. Multiplicar una fila por un nimero diferente de cero.
2. Sumar un multiplo de una fila con otra fila.

3. Permutar filas.

Definicién 1 (Matriz Elemental) Una matriz cuadrada A € M, (R) se llama elemental
si se puede obtener a partir de la matriz elemental, I,, mediante una sola operacion elemental.

Ejemplos:

100 100
Llo1o 21050
00 1 00 1
100\, /100
2 010 o 0 10
00 1 30 1
100\ (003
.l o1 o0 | ™= 01 0
001 100

Teorema 1 Toda matriz elemental es invertible. La inversa de una matriz elemental es a su
vez elemental.
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1.6. Determinantes

Definicién 2 (Matriz adjunta asociada a un elemento) Dada una matriz cuadrada A €
M (R) se denomina matriz adjunta del elemento que ocupa el lugar (i,j), es decir, que se
encuentra en la fila 1 y columna 7, a la matriz que se obtiene eliminando la fila © y la columna
J de la matriz dada y se denota por A;j.

Ejemplo:

7T 8 —1
A= 0 2 1
-8 2 2

0 1 0 2
-1 7 -1 7 8
8 —1 7 -1 7 8
A31 = ( 9 1 ) ) A22 = ( 0 1 ) ) A23 - ( 0 2 )

Definicién 3 (Determinante de una matriz de orden 2) Dada una matriz cuadrada A €
Moo (R) definimos su determinante y lo denotaremos mediante |A| = Det(A) como:

a b
t- (1)
|A] = ZZ':ad—bc

Definicién 4 (Determinante de una matriz de orden 3) Dada una matriz cuadrada A €

M3><3 (R)

11 a1z A3
A= Q21 A22 A23
a31 az2 G33

definimos su determinante mediante la formula:

|A| = ai |A11| — Q12 |A12| + a3 |A13|



1.6 Determinantes 13

Definiciéon 5 (Determinante de una matriz de orden n) Dada una matriz cuadrada A €

Musn (R)

11 Q12 - Qip

Q21 Q22 -+ A2p
A=

Ap1 Ap2 -+ App

definimos su determinante mediante la formula:
Al = an [An| — a2 [Awo] + ars [As| + -+ (=17 any | Ary|

Notar que el la definicién que acabamos de dar, desarrollamos el determinante a través de los
elementos de la primera fila y el determinante de sus matrices adjuntas, pero se puede desarrollar
a través de los elementos de cualquier fila o columna y las matrices adjuntas respectivas.

1.6.1. Propiedades de los determinantes

1. Si una matriz tiene una fila de ceros, su determinante es nulo.

2.
11 Q12 T Q1n
|C‘ = aji1 + bjl (D) + bjg o Qyp + bjn =
an1 An2 e Ann
apyp Qi - Aip 11 Az - Qip
= |aj aj - ap [+ b bip - b
Ap1 Ap2 - App An1 Ap2 - App
= |A|+|B]|

para 7 =1,2,....n.

3. Si B es una matriz que se obtiene a partir de una matriz A multiplicando por un ntimero
real A € R una de sus filas o columnas se tiene que

|B] = A4
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4. Si B es una matriz que se obtiene intercambiando dos filas o columnas de una matriz A
se tiene que

|B| = —[A4]
5. Si una matriz tiene dos filas iguales su determinantes es nulo.

6. Si B es una matriz que se obtiene a partir de una matriz A sumando un multiplo de una
fila (o columna) a otra fila de A (o columna) se tiene

|B| = ||

7. El determinante de una matriz triangular superior o inferior es el producto de los elemen-
tos de su diagonal.

8. Si una matriz tiene todos los elementos de una fila (o columna), supongamos por ejemplo
la fila 7, nulos excepto el que ocupa el lugar j, se tiene que

Al = (1) ay; |Ay]
9. El determinante de toda matriz cuadrada coincide con el de su transpuesta
Al = |AY

10. El determinante de un producto de matrices cuadradas del mismo orden es el producto
de los determinantes

|AB| = |A][B]

Con todas estas propiedades podemos ver que el célculo de un determinante se simplifica
si desarrollamos el determinante por una fila o columna que contenga el mayor ntumero de
ceros posible. Si una matriz no posee ningin elemento nulo es posible realizar operaciones
elementales, de manera que el determinante no cambie, pero que la nueva matriz posea varios
ceros en alguna de sus filas o columnas. Combinando operaciones elementales nos simplificara
el calculo del determinante de una matriz.

1.7. Matriz inversa de un matriz cuadrada

Definicion 6 Dada una matriz A € M «, (R) cuadrada se dice inversible, regular o no
singular, si existe una matriz A™1 € M, (R) que verifica
A A=A A=1,

Si A no es inversible, se dice singular o no regular. A la matriz A™' se le llama matriz
inversa de A.
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Teorema 2 Una matriz A € M« (R) es inversible si y sélo si su determinante no es nulo
|Al # 0
A continuacién vamos a ver como calcular la matriz inversa a través de determinantes.

Definicion 7 El determinante |A;;|, de la matriz adjunta A;; asociada al elemento a;j es co-
noctdo como el menor complementario del elemento a;;, para cada i,j=1,2,...,n. El adjunto
o cofactor del elemento a;; para cada i,j=1,2,...,n se define como

Cij = (=1)™ Ay

Definicion 8 (Matriz Adjunta) Definimos la matriz adjunta de una matriz cuadrada A €
Msn (R) @ aquella formada de sustituir cada elemento a;j por su respectivo adjunto o cofactor

Cll C'12 e Cln
A= 5 0
Cnl Cn2 e Cnn

Cuando calculamos el producto A - (Adj (A))" obtenemos

Al 0 - 0
0 [4]

A= , , = |A| L,
0 0 - |A

Por tanto, definimos la matriz inversa como:
1
AT = = (Adj (A))
|Al

es decir, la matriz adjunta transpuesta dividida por el determinante de la matriz A.

1.7.1. Propiedades de la matriz inversa
1. Si Ay B € M, «, (R) son inversibles entonces
(AB) "' =B'A™!

2. Si A € M« (R) es inversible
1
A7l = —
A7 =13
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1.8.

Rango de una matriz

Definicién 9 Definimos el rango de una matriz A € Myxm (R) como el orden de la mayor
submatriz cuadrada de la matriz A con determinante no nulo. De forma equivalente se puede
definir el rango como el mayor nimero de filas (o columnas) linealmente independientes de la
matriz A.

1.8.1. Propiedades del rango de una matriz

1.
2.

Si A € M, «m (R) entonces rang(A) < min (n,m).

A € My (R) tiene rango méaximo si rang(A) = min (n,m).

. rang(A) = rang (A").

Si A € M, xn (R) y es invertible entonces rang(A) = n.

. S1 A € Myum (R) si intercambiamos dos filas (respectivamente dos columnas) de A,

o multiplicamos una fila (respectivamente dos columnas) por un escalar no nulo, o, le
sumamos una fila a una fila (respectivamente con columnas) multiplicada por un escalar,
entonces el rango de la matriz resultante no varia.
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EJERCICIOS

1. Hallar x,y, 2z y w si

s T ¥\ _ xr 6 n 4 T +y
z w ) \ =1 2w z+w—1 2w+3
1 3 2 0 —4
A_(Q—l)yB_<3—2 6)

3. Probar que las matrices AA" y A'A estan definidas para cualquier matriz A € M« (R)

1 2 0
A‘(s -1 4)

) calcular A% y A3. Hallar f (A) donde f (z) = 22% — 42 + 51.

2. Sean

calcular AB y BA.

4. Encontrar AA' y A'A donde

1

2
5. SeaA:<4 _3

1

6. Dada la matriz A = < 4

_33 ) encontrar un vector o = ( i ) no nulo tal que Au = 3.

7. Encontrar todas las matrices M = ( 923 ?tJ ) que conmutan con A = < (1) 1 ) .

8. Calcular los siguientes determinantes de orden 2:
2 1
1 2

9. Hallar la inversa de las matrices anteriores, en el caso de que exista..

Y Y

cosf —sinf
sinf cosf |’

cosf sinf ‘

1
b sinf —cosf

a
a

3 1
10 4

10. Calcular los siguientes determinantes:

1 4 3 3 2 —1 11 1 1 a b
21 01, 70 7|, x oy oz |, 01 ¢
03 1 1 4 —7 22 y? 22 001
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11. Demostrar que si a, b y ¢ son nimeros reales, las raices de la ecuacion

a—x b

b c—x =0

son reales.

12. Calcular los siguientes determinantes mediante su desarrollo por la primera columna:

21| 3o |1007

76 5|, |43 2],

1 2 3 1 21 2 L
03 21

13. Calcular los siguientes determinantes reduciéndolos a una matriz triangular superior me-
diante operaciones elementales:

5 4 o 1035
2 127

35 2 |,

5 s 2 20 4
32 1 2

14. Calcular los siguientes determinantes usando sus propiedades y efectuando un ntmero
reducido de computaciones

3003 [1221] [1101 R
0303 [0421] [2201 e
o033 Jooz21 fory| | 7T
3300 Joor | jorua] |4 L 1 TL0

15. Hallar las inversas de las siguientes matrices, calculando primero la matriz de cofactores:

10 3 2 0 1 13 03
21 -1 1

2 1 -1 |, 1 3 2],

31 4 1 -3 3 0140
00 1 0

16. Calcular las inversas de las anteriores matrices a través de transformaciones elementales.
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

Hallar la inversa de las siguientes matrices de orden n :

12 22 ... 2n! l+z 1 1 - 1
01 2 - 202 1 14z 1 -1
00 1 3 | I A
000 -+ 1 I R

Encontrar los valores de a para que las matrices siguientes sean inversibles:

a+1 1 1 2 0 0
1 a—1 1 , 0 a+1 -1
0 1 a-+2 0 1 a—3

Comprobar, sin desarrollar, que el determinante de la matriz A es multiplo de 9:

12 3 6
2 41 1 -2 1 -2 2 3 5 10
@120 ®[-21 1 1 | 35 8 16
35 3 1 1 -2 4 42 6 12

6 12 23

Consideremos que nos encontramos en una empresa de electrodomésticos que posee tres
tiendas cada una de las cuales tiene las siguientes existencias:

Tienda 1: 10 TV, 15 DVD, 9 cadenas musicales (CM) y 8 conjuntos compactos de TV,
DVD y CM
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Tienda 2: 20 TV, 14 DVD, 8 CM y 5 conjuntos compactos de TV, DVD y CM
Tienda 3: 30 TV, 13 DVD, 7 CM y 2 conjuntos compactos de TV, DVD y CM

Si la tienda abastece a sus tiendas con los siguientes articulos:

Tienda 1: 1 TV, 3 DVD, 5 CM y 0 conjuntos compactos de TV, DVD y CM
Tienda 2: 4 TV, 9 DVD, 6 CM y 2 conjuntos compactos de TV, DVD y CM
Tienda 3: 7 TV, 15 DVD, 7 CM y 4 conjuntos compactos de TV, DVD y CM

a)

b)

Construye las matrices de existencias y abastecimiento. ;Cudl es el nuevo nivel de
existencias?

Se tiene un informe sobre las ventas en notaciéon matricial:
9 6 3
12 9 6
V= 8 6 4
4 3 2

., Cual es el nuevo nivel de existencias?

Si la empresa quiere aumentar un 50 % su inventario porque existen expectativas de
aumentar las ventas. ;Cual deberia ser el nuevo nivel de inventario en cada tienda?

Si el precio de venta de un televisor es de 500 Euros, un DVD es de 300 Euros, el de
la cadena musical es de 250 Euros y el del equipo compacto es de 700 Euros. jCual
es el valor de las existencias en cada tienda?

Si queremos sacar un total de P; Euros en la Tienda 1, P, Euros en la Tienda 2
y P3; Euros en la Tienda 3. jSe podria saber qué precios se deberian fijar en cada
articulo?

Supongamos que en lugar de 4 articulos en esta empresa solo hubiese tres, TV, DVD
y CM, y que el nivel de existencias de la empresa en el momento actual viene dado
por la matriz

TlL T2 T3

TV 10 20 16
DV D 15 14 8
CcM 9 8 15

Calcular los precios que debemos poner a cada articulo para obtener 2.000 Euros en
la tienda 1, 3.000 Euros en la tienda 2 y 2.500 Euros en la tienda 3.
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Aplicaciones a la Criptografia:

El mundo de las telecomunicaciones y las nuevas tecnologias de la informacién se interesa
cada vez més por la transmision de mensajes encriptados que sean dificiles de desencriptar
por otros, en caso de ser interceptados, pero que se decodifiquen con facilidad por quienes
los reciben. Hay muchas formas interesantes de cifrar o encriptar mensajes, y en su mayor
parte usan la teoria de niimeros o el algebra lineal. Describiremos aqui un método que es
eficaz, en especial cuando se usa una matriz de gran tamano. En los ejercicios trabajemos
con matrices pequenas para evitar grandes calculos manuales.

Comenzaremos con una matriz M invertible, que sélo la conocen quienes la trasmiten y
quienes la reciben. Por ejemplo,
-3 4

supongamos que se desea encriptar el mensaje:
ATTACK NOW

Reemplazamos cada letra por el nimero que le corresponde a su posicion en el alfabeto
(ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXY Z)y representamos un espacio
por 0.

El mensaje anterior se ha convertido en la sucesiéon de ntumeros 1, 20, 20,1, 3, 11, 0, 14,
15, 23, que agrupamos en una sucesion de vectores columna

1 20 3 0 15
20 )7\ 1 )2\ 11 )7\ 14 )7\ 23
y multiplicamos por M por la izquierda:
-3 4\ (1 203 0 15\ _ (77 =56 35 56 47
-1 2 20 1 11 14 23 ) \ 39 —18 19 28 31
Con lo que el mensaje cifrado que se enviara es 77, 39, -56, -18, 35, 19, 56, 28, 47, 31.

Para desencriptar el mensaje quien lo recibe debe calcular M1,

M= ( —_1}2 332 )

y multiplicar por los ntimeros recibidos agrupados en una sucesién de vectores columna
igual que antes, obtenemos el mensaje original.

-1 2 77 =56 35 56 47\ (1 20 3 0 15
—1/2 3/2 39 —18 19 28 31 ) \ 20 1 11 14 23
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23.

24.

Para aquellos alumnos que estén cursando la asignatura de Algebra, os voy a dar un breve
pero importante consejo para poder aprobar la asignatura:

1,9,10, 22,24, 43,16, 37,53, 24, 36, 56, 16, 28, 44, 37, 17, 34, 21, 18, 20, 25, 18, 31, 1, 20, 20

Para que este mensaje sea accesible a todos, solamente comentar que el mensaje ha sido
encriptado basdndose en el método anterior mediante la matriz

1
M=10
0

)
N —

pero utilizando el alfabeto espatiol (la misma asignacion anterior, pero incluyendo nuestra

querida N). Ayuda a tus compatieros y desencriptar el mensaje.

Un alumno de la Universidad Europea de Madrid, que cursa la asignatura de Algebra, ha
conseguido interceptar un mensaje entre las profesoras de la asignatura sobre el examen
parcial. El mensaje es

9,7,32,28,21, 19, 38, 38, 86, 58, 32, 32, 82, 50, 38, 38, 56, 24, 40, 40, 95, 57, 79, 53

Sabe que el mensaje ha sido encriptado con una matriz cuadrada 2x2, y sospecha que al
final del mensaje aparece la firma de una de las profesoras: RRSM. Ayuda a tus compa-
neros y desencripta el mensaje.



Capitulo 2

Sistemas de Ecuaciones Lineales

2.1. Definiciones

= [Llamaremos sistema lineal de m ecuaciones con n incognitas a un sistema de ecuaciones
de la forma

a1y + a19%2 + +++ + 1Ty = bl

Am1T1 + 2T + -+ - + Ty = bm

que escrito de forma matricial, equivale a

aip - Qip o by
Am1  ° Amn Tn bn
o abreviadamente
AX =B

23
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siendo

Q11 - Qip

A= e matriz de coeficientes
am1 Qmn,
T

X = : vector de incognitas
L
by

B = : vector de términos independientes
by,

Ejemplo:
$1+4$2+$3—9J}4 =0
—5!13'1 — 3!13'2 +x4 = 0
3113'1 + 81’2 + 41’3 + 51’4 = 3

T

1 4 1 -9 N 0

3 8 4 5 2 1=10

5 -3 0 1 3 3
Ty

La resolucién de un sistema consiste en averiguar si, dadas las matrices A y B, existe un
vector soluciéon tal que AX = B y, en caso afirmativo, si este vector es tnico. Por tanto,
podemos clasificar los sistemas lineales segtn el siguiente criterio:

» Sistema incompatible, si carece de solucion.
» Sistema compatible determinado, si existe solucion y esta es tnica.

» Sistema compatible indeterminado, si existe mas de una solucion.

2.2. Propiedades de la equivalencia de sistemas de ecua-
ciones lineales

Dos sistemas se dicen equivalentes si sus conjuntos de soluciones coinciden. En relaciéon con
esta definicion se pueden demostrar las siguientes propiedades de los sistemas lineales:

1. Si multiplicamos cualquiera de las ecuaciones de un sistema lineal por un escalar, obte-
nemos otro sistema equivalente.
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2. Si se intercambia la posicion de dos ecuaciones, el sistema resultante es equivalente.

3. Si a una ecuacién se le suma otra multiplicada por un ntumero real cualquiera, el sistema
resultante es equivalente.

4. Si observamos que una ecuaciéon es combinacion lineal de cierto nimero de ecuaciones del
sistema, al suprimir esa ecuacién obtendremos un sistema equivalente.

2.3. Resolucion de sistemas lineales

A continuacién nos centraremos en céomo se simplifica y resuelve un sistema lineal de la
forma AX = B. En primer lugar nos ocuparemos del problema de la existencia o no de solucién
del sistema. Llamaremos matriz ampliada del sistema a la matriz

11 - Qin by
M= (A|B) =

Qm1  *° Amn bm

Teorema 3 (de Rouché-Frébenius)
1. Un sistema es compatible determinado si y sélo si rango(A) = rango (B) =n
2. Un sistema es compatible indeterminado si y sdlo si rango(A) = rango (B) <n

3. Un sistema es incompatible indeterminado si y sélo si rango(A) < rango (B)

2.3.1. Método de resoluciéon de Gauss

Basandose en las propiedades de equivalencia para los sistemas de ecuaciones lineales ante-
riores, Gauss encontrdé un método, no sélo para resolver estos sistemas, sino también para, al
mismo tiempo, conocer si es compatible determinado, indeterminado, o incompatible, el cual
consiste, sencillamente, en buscar una secuencia de operaciones elementales a través de las filas
que reduzcan la matriz ampliada M = (A | B) a una forma triangular, o en el mejor caso
diagonal.

Supongamos un sistema de tres ecuaciones, como hemos mencionado a través de ecuaciones
elementales podemos transformar la matriz M = (A | B) en una matriz triangular donde nos
podemos encontrar los tres casos siguientes:
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Matriz escalonada Matriz escalonada
de la matriz de coeficientes de la matriz ampliada
1 a),, a 1 dy, a5 b
. 12 13 12 13 } Sistema compatible
Ejemplo A 0 1 Gy 0 1  ay bll determinado
0 0 1 0 0 1 by
L ap a,l?’ a/14 Ly a/13 CL,M b,l Sistema compatible
Ejemplo B 0 1 Qog (o 0 1 Qg3 oy by . .
7 7 7 indeterminado
0 0 1 Aoy 0 0 1 a9y by
1 apy Qg Ay 1 ay, g Gy b,1
Ejemplo C 0 1 (g3 Aoy 0 1 (g3 Qo by Sistema incompatible
00 0 0 00 0 0 b

2.3.2. Regla de Cramer

Cuando tenemos un sistema de ecuaciones en el cual el nimero de incognitas es igual al ni-
mero de ecuaciones entonces, el sistema seré compatible determinado si y s6lo si el determinante
de la matriz del sistema es no nulo

Al #0

en ese caso, podremos calcular la matriz inversa de A, por tanto la solucion del sistema AX = B
es:

X=A"'B

Otro método de obtener las soluciones del sistema es a través de la regla de Cramer que se basa
en la propiedad de los determinantes.

Veamos el caso particular de un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas:

ar + by = e; (@ b

cr + dy = es c d

Resolviendo por el método de Gauss llegamos a la siguiente matriz triangular:

a b e1
0 ad—bc | aey — cey
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De modo que, después de un pequeno célculo, llegamos a:

a €1
_aep—cep | C 62‘
Y ad—bc | a b
c d'
€1 b
_del—beg_ €9 d'
T ad—bc | a b
c d‘

De igual modo, se puede obtener la solucion

para un sistema de n ecuaciones con n incog-
nitas. Asi, generalizando, si definimos

ap o by oo an,

, 1=1,2,...n
Qp1 - bnz Anpn

la matriz resultante de cambiar en la matriz del sistema la columna i-ésima por la columna de
términos independientes, entonces

Bi| .
T = , =12 ..n
A

Si |A| = 0 entonces el sistema sera incompatible o compatible indeterminado dependiendo
del rango de la matriz ampliada.

2.4. Sistemas lineales homogéneos.

Un sistema lineal homogéneo es de la forma

A1 T1 + ApaTo + -+ + Qppty, = 0

(2.1)

Sabemos que todo sistema homogéneo posee la solucion trivial X = (0,0,0,...,0), y por

tanto es compatible. Pero probaremos a continuacién que si es indeterminado ha de tener
infinitas soluciones.
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Proposicion 1

1. Si X es una solucion del sistema homogéneo (H) y A € R entonces AX es también
solucion del sistema (H) .

2. 81 X e Y son soluciones del sistema homogéneo (H), entonces X+Y es solucion de (H)

2.5. Factorizacion LU

Toda matriz cuadrada se puede descomponer como un producto de matrices elementales,
pero ademas toda matriz elemental F tiene una inversa que es también una matriz elemental,
que se obtiene de invertir la operacion elemental de la fila que produjo F a partir de la matriz
elemental.

Veamos esto mas claramente con un ejemplo.

Consideremos la siguiente matriz invertible

1 2 3 12 12 3
A= 21| BEREEL g F = 01 2
131 R AN W | —> 01 —2
FFF(l)igF 1F(1)§;) F2_2F3(1)?8
3 — 43— 3 — T 143
%00—4—4>001F1F1_3F3001
100
Fi=FR-2F| 010
001
Tenemos entonces las siguientes matrices elementales:
100 100 100 100
E = 210 |=E'=|-210 E2(0;0 = By = 050)
-1 01 101 001 00 1
1 00 100 10 0 10 0
Es=10 10 |=E'=s[010| E=[(01 0]|=E'=l01 o0
0 -1 1 011 00 —1 00 —4
10 -3 103 1 -2 0 120
Es=101 -2 |=E'=[012]| E=[0 10|=E'=[010
00 1 00 1 0 0 1 00 1

DOHdeEﬁ'Eg,'E4'E3'E2'E1'A:I:>
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1 -2 0 10 -3 10 0 1 00

0 10]-{01 =2 01 o0f-l0o 10

0 01 00 1 00 —1 0 -1 1

100 100 123 100
(o;o)- 2 10 —214)010)

0 0 1 -1 0 1 131 001
yvA=E"' B VBV BN BB =

123 100 100 100

214 |=-210]-{050 010 |-

131 101 001 011

100 103 120

010 |-1012 010

00 4 001 001

A continuacién nos gustaria saber como factorizar una matriz como producto de una matriz
triangular inferior L y una matriz triangular superior U, de manera que A = LU. Nos damos
cuenta que a través del ejemplo anterior vemos que las 3 primeras transformaciones elementales
nos llevan la matriz A a una matriz triangular superior que denotaremos por U, es decir:

1 00 100 100 123
Ey-Ey-E-A=|10 10 0% 0]- 2 10 -2 14 |=
0 —1 1 001 -1 01 131
12 3
01 2|=U
00 —4

Por tanto, tenemos que F3- Ey-E;- A = U. Despejando A obtenemos A = E; ' Ey - E;-U,
con L=FE;'-E;'- Bt

BTt By By = - ~L

L N
O = O
_ O O
O O =
o ov O
— o O
O O =
)
— o O
I

|

L
= Ot O
_ O O

De este modo acabamos de descomponer la matriz A como el producto de dos matrices, una
matriz triangular inferior L y otra matriz triangular superior U.

100 12 3 1 2 3
A=L-U=| -2 5 0 01 2 |=|-2114
1 11 00 —4 1 31
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A continuaciéon vamos a utilizar esta factorizacion para resolver sistemas lineales. Suponga-
mos el siguiente sistema de ecuaciones:

AZ=1b
Descomponiendo A como LU tenemos que:
LUZ=1b
Haciendo el cambio ¢ = UZ obtenemos:
Lj=1b
Supongamos que tenemos que resolver el siguiente sistema:
T1 + 229 + 313 =2

—21’1+£L’2+4!L’3 = -3
l’1+3l’2—|—1’3:1

en forma matricial tenemos

1 2 3 1 2
-2 1 4 T = -3
1 3 1 x3 1
pero sabemos que A = LU
100 12 3 1 2
-2 50 01 2 g | =1 =3
111 00 —4 x3 1
tomamos
U1 1 2 3 T
Y2 = 0 1 2 )
Ys 00 —4 T3
de modo que
100 Y1 2
-2 50 v | =1 -3
1 11 Y3 1

que equivale a resolver el siguiente sistema triangular inferior:
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Yy =2
—2y1+5y2:—3
i +y2+ys=1

que se resuelve facilmente por eliminaciéon directa:

_ 9 _1 - 6
Y1 = ,y2—5, Ys = 5

A continuacién resolvemos el sistema triangular superior:

2 12 3 1
y=Uz = t]l=101 2 T
—g 00 —4 x3
equivalente a
LL’1+2LL’2+3$3:2
T+ brg = &
—4!13'3 = —§
cuya soluciéon es
3 2 19
=g 2T 75 Mg

Este resultado puede generalizarse a cualquier matriz

Teorema 4 Sea A una matriz m X n que puede reducirse a una matriz tridngular superior U
a través de operaciones elementales, entonces A tiene una factorizacion LU, donde L es una
matriz triangular inferior m x m y U es una matriz m X n.
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EJERCICIOS
1. Resolver los sistemas de ecuaciones lineales mediante el método de eliminaciéon de Gauss
r+y+z2=0 T—=2y+z2=6
(a) 2z —y+z2=1 (b) 2z+y—32z= -3
r+y—2z=2 x — 3y + 3y =10
3r 4y — 2+ 2—T=0 QI‘”fy:ngi
(c) 20 —2y+52—-Tt—1=0 (d) Bx—i—y _2:3
Ay — Ay + Tz — 11t +13=0 gy =
20 — 2z =0

2. Resolver los siguientes sistemas, siempre que sea posible, por inversion de la matriz del
sistema y por la regla de Cramer:

=3 20+ 3y + 2z =35 T+2y+2=4
(a) 2:)5+y_—4} (b) z+2y+5z=145 () z+3y+2=5
y= 3+ 2y + 2 = 40 2 +y+z=4

3. Estudiar la compatibilidad de los sistemas siguientes que a continuaciéon se describen en
funcién de los valores que pueden tomar los pardmetros que en ellos aparecen. Resolver
aquéllos que sean compatibles.

r+2y—32=0 adr+y+z=3
(a) 245y —62=1 (b) z+d’y+z=4—a
r—1-32=-3 r+y+a’z=2+ad?
xx++a?;izii;} r+by+az=1
(c) butatr =1 (d) ar+by+z=1
y B r4+aby+z=10

r+y+z+adt=1
4. Demostrar que si el sistema

—x+by+cz+dt =0
ar —y+cz+dt =0
ar+by —z+dt =0
ar +by+cz—t=0

con a, b, c,d todos distintos de —1, tiene solucion distinta de la trivial, entonces se verifica

la relacion:
a b c d

Tra 1o T 15T 15d"
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5. Obtener una factorizacién LU de la matriz:

4 1 1 2 4 1 1
4 1 1 2 1
O} B BN SR R R T B 7S R
0 —4 5 =2 4 -3 3 0 -4 0 —4 5
20 3 6 7 20 3 6
6. Resolver el sistema A7 = b empleando una factorizacion A = LU
0 3 -1 . -3 0 3 -1 . 1
a)A=|2 0 1 |,b=1[ —1 (b)yA=10 0 1 |],b= 2
2 -6 1 -1 2 -6 1 —10
0 1 1 . 2
(c)A=[0 2 —4 |,b= 4
2 =5 1 —8
PROBLEMAS

= Sobre fabricas de ordenadores y cambios de moneda extranjera

1. Una empresa fabrica tres tipos de ordenadores: JP1, JP2 y JP3. Para armar un JP2 se
necesitan 10 horas, otras 2 para probar sus componentes y 2 horas méas para instalar el
software. El tiempo requerido por el JP3 es de 12 horas para su ensamblado, 2’5 horas
para probarlo y 2 horas para instalar software. El JP1, el mas sencillo de la linea, necesita
6 horas de ensamblado, 1’5 horas de prueba y 1’5 horas de instalaciéon de software. Si la
fabrica de esta empresa dispone de 1560 horas de trabajo por mes para armar, 340 horas
para probar y 320 horas para instalar. ;Cuantos ordenadores de cada tipo puede producir
en un mes?

2. Un empresario estadounidense necesita, en promedio, cantidades fijas de yenes japoneses,
libras inglesas y marcos alemanes durante cada viaje de negocios. Este ano viajo 3 veces.
La primera vez cambio un total de $2.550 con las siguientes tasas: 100 yenes por dolar,
0’6 libras por dolar y 1’6 marcos por dolar. La segunda vez cambio $2.840 en total con
tasas de 125 yenes, 0’5 libras y 1’2 marcos por doélar. La tercera vez cambié un total de
$2.800 a 100 yenes, 0’6 libras y 1’2 marcos por dolar. ;Cual es la cantidad fija de yenes,
marcos y libras que cambia en los viajes?

= Sobre experimentos
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En un laboratorio se realizan tres experimentos, en cada uno de los cuales se utilizan tres
sustancias quimicas: A, B y C. En el primer experimento se debe utilizar de la sustancia
B el doble que de la sustancia A, y de la sustancia C el triple que de la A. En el segundo
experimento se utilizan las mismas cantidades de sustancia B que de C, pero de sustancia
A se utiliza el doble que de las anteriores. En el tercer experimento se utiliza la misma
cantidad de todas las sustancias. Si se dispone de 8 gramos de sustancia A, de 7 gramos
de sustancia B y de 8 gramos de sustancia C, ;ctanto se debe utilizar de cada sustancia
en cada experimento para que al final no sobre ni falte de ninguna de ellas?

Tres alimentos I, IT y IIT contienen las cantidades de vitaminas A, B y C (en mg por Kg
de alimento) recogidas en la siguiente tabla:

| 1 I 111
A5 10 7
B|12 5 4
C|8 6 15

Supongamos que una persona necesita un aporte diario de vitaminas A, B y C de 14 mg,
17 mg y 20 mg, respectivamente. Plantear y resolver el sistema de ecuaciones lineales que
necesitamos para determinar las cantidades diarias minimas de alimentos I, IT y III que
debe ingerir una persona.

= Sobre niimeros y edades

. Calcula las edades actuales de una madre y sus dos hijos sabiendo que hace 14 afios la

edad de la madre era 5 veces la suma de las edades de los hijos en aquel momento, que
dentro de 10 anos la edad de la madre sera la suma de las edades que los hijos tendran
entonces, y que cuando el hijo mayor tenga la edad actual de la madre, el hijo menor
tendra 42 anos.

Sean z, y, z tres numeros enteros tales que x +y + 2 , x +y + 2z , 3x + 4y — 2z son
multiplos de 5. Demuestra que x, y, z son miltiplos de 5.

Un nimero N de tres digitos es igual a 28 veces la suma de sus digitos. Si restamos
este numero al ntimero obtenido escribiendo los digitos en orden inverso obtenemos 198.
Ademés sabemos que el digito de las unidades es igual a la suma de los otros dos. ;Qué
namero es N7

= Un poco de historia
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8. En el tratado de matematica mas importante de China, el que ejercié6 mayor influencia,
titulado “Los Nueve Capitulos”, o “El arte mateméatico en nueve secciones” (Zhui Zhang
Suan Shu, s. III a.C.), en su seccion octava (Faang-Chéng, que significa ecuacion) se
relacionan ecuaciones lineales simultaneas a partir del siguiente problema:

Hay tres tipos de cereal, de los cuales tres fardos del primero, dos del sequndo, y uno
del tercero hacen 39 medidas. Dos del primero, tres del sequndo y uno del tercero hacen
34 medidas. 'Y uno del primero, dos del sequndo y tres del tercero hacen 26 medidas.
¢ Cudntas medidas de cereal son contenidas en un fardo de cada tipo?

La estrategia de resoluciéon que propone el autor es la siguiente:

19 Se crea la tabla siguiente:

; ?)) g 3r+2y+ 2z =39
2 11 En nuestra notacion: 20+ 3y + 2z =34
2% 34 39 x+2y+ 32 =206
2° A continuacién da instrucciones para reducir la tabla a esta forma:
003 36z =99
0 5 2 .
En nuestra notacion: oy +z2=24
5611 3r+2y+z=239
99 24 39 rreyTe=

Y de ahi obtienen los valores para z, y, 2. ;Te suena de algo este método?
= Sobre circuitos eléctricos

La intensidad de las corrientes y las caidas de voltaje en un circuito eléctrico se rigen por
las Leyes de Kirchhoff.

LEY DE KIRCHHOFF DE LA CORRIENTE: La suma algebraica de todas las corrientes
en cualquier nodo es cero.

LEY DE KIRCHHOFF DEL VOLTAJE: La suma algebraica de todos los cambios de
potencial en cualquier bucle es cero.

Una aplicacion frecuente de estas leyes es cuando se conoce el voltaje de la fuerza elec-
tromotriz E (que por lo general es una bateria o generador) y los ohmios R; de las
resistencias, y se pide calcular la intensidad ¢; de las corrientes, que circulan por cada
segmento del circuito.

Obsérvese que para cada elemento en el circuito hay que elegir una direccién positiva para
medir la corriente que pasara a través de dicho elemento. Las elecciones se indican con
flechas. Para la fuente de voltaje E se toma como positivo el sentido del polo negativo
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al positivo. Dicha elecciéon condicionara también el signo de los cambios de potencial en
las resistencias. El cambio de potencial a través de las resistencias serd negativo cuando
dicho cambio se mida en el mismo sentido que la corriente, y positivo en el caso contrario.

ST

o | s
L
o > R, L R3

l, |+

Ejemplo:
En los nodos A y B tenemos:
'L.l + ig - ig = 0
En el bucle L; tenemos:
E - Rl’il - Rgig - 0
En el bucle Ly:
Rg’ig — Rg’ig =0

Calcular las corrientes i1, 19, 73 en el circuito eléctrico de la figura de abajo si el voltaje de
la bateria es £ = 6 V' y las resistencias son Ry = 20, Ry = 3€), Ry = 4}, Ry = 2().

Ri A
iy
T
S
B Ry 2)7 R
B VWA




Capitulo 3

Espacios Vectoriales

3.1. Espacios vectoriales

3.1.1. Definiciones

Definicion 10 (Espacio Vectorial) Un conjunto V, cuyos elementos se denotan mediante
U, U, 10, ..., se dice que es un espacio vectorial sobre el cuerpo K (si K es R se dice que es un
espacio vectorial real y si K es C se dice que es un espacio vectorial complejo), si en €l se han
definido dos operaciones:

= suma, +, de manera que a cada par de elementos i y v de V se le hace corresponder el
elemento ©+ v de V', denominado suma de @ y U, y

= producto por un escalar, de manera que a todo elemento @ de V' y a todo elemento o de
K se le hace corresponder el elemento au de V,

que satisfacen las siguientes propiedades:
(S1) (Conmutativa) « + v = ¢ + @ para todo u, v de V.
(S2) (Asociativa) 4 + (U + @) = (4 + ¢)) + @ para todo @, U, w de V.

(53) (Elemento neutro) Existe un elemento de V, designado por 0 y denominado neutro, tal
que 4 + 0 = para todo « de V.

(S4) (Elemento opuesto) Para todo @ de V existe un elemento, designado por — y denominado
opuesto de 4, tal que @ + (—u) = 0.

(M1) 1u = @ para todo @ de V, donde 1 denota el elemento unidad de K.

37
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(M2) o (pu) = (aff) u para todo @ de V' y todo a,  de K.
(M3) (o + B) U = ati + fu para todo © de V' y todo a, 5 de K.
(M4) a (@ + ) = aii + ¥ para todo i, v de V' y todo a de K

Cuando un conjunto V, con la operacion suma (V, +) satisface las propiedades (S1), (S2),
(S3) y (54) se dice que es un grupo abeliano o conmutativo.

Definicién 11 (Dependencia e Independencia lineal) Sea V' un espacio vectorial sobre
un cuerpo K; un numero finito de vectores iy, U, Us, ..., U, se dicen que son linealmente
dependientes si existe n elementos de K, oy, as, as, ..., o, no todos nulos, tal que:

Oélﬁl —+ 042122 -+ Oégﬁg + ...+ Oénﬁn - 6 (31)

Si los vectores iy, o, Uz, ..., U, no son linealmente dependientes, se dice que son linealmente
independientes (LI); por tanto, los vectores iy, s, Us, ..., U, son LI si cualquier igualdad
como la que aparece en (3.1) implica que todos los elementos de K, vy, aw, as, ..., o, son todos
nulos.

Definicién 12 (Combinacion lineal) Diremos que U es combinacion lineal de iy, i, Us, ...,
iy, Si existen aq, g, a3, ..., &, elementos de K no todos nulos, tales que:

U= alﬁl + Oégl_[g + Oég’l_[g + ...+ Oén’l_[n

3.1.2. Sistemas de generadores y bases

Definicion 13 (Sistema de generadores) Un conjunto finito de vectores {uy, s, Us, ..., Uy}
de un espacio vectorial V' se dice que es un sistema de generadores de V' si todo elemento
de V' se puede escribir como una combinacion lineal de los vectores iy, i, Us, ..., Ug.

Proposicion 2 Todo conjunto finito de vectores linealmente independientes no puede contener
un subconjunto de vectores que sean linealmente independientes.

Definicion 14 (Base de un espacio vectorial) Un conjunto finito de vectores {uy, s, Us,
o, U} se dice que es una base de un espacio vectorial V' si se cumplen las dos siguientes
condiciones:

1. Los vectores iy, Us, Us, ..., U Son linealmente independientes.

2. Todo elemento de V' es una combinacion lineal de los vectores iy, U, Us, ..., Uy.
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Observar que cualquier base de V' es un sistema de generadores de V.

Proposicion 3 Si V' es un espacio vectorial que posee una base con n elementos, entonces
n + 1 vectores de V' son siempre linealmente dependientes. De manera mds general, en un
espacio vectorial V' que posea una base con n elementos, entonces cualquier conjunto de m
vectores de V', con m > n, son linelamente dependientes.

Proposicion 4 Todas las bases de un mismo espacio vectorial V' poseen el mismo nimero de
elementos.

Definiciéon 15 (Dimension de un espacio vectorial) El nimero de elementos que posee
una base cualquiera de un espacio vectorial V' recibe el nombre de dimension de V', dim(V).

Dado un vector ¢ de un espacio vectorial V' sobre K y dada una base B = {1, Uy, U3, ..., U, }
de dicho espacio vectorial, sabemos que v = iy + Qatls + ... + ay,i,, con ag, as, ..., o, € K.

Dichos niimeros aq, as, ..., o, se denominan componentes o coordenadas de v en la base
B. Las componentes de un vector respecto de una base son tnicas.

La base canédnica de un espacio vectorial R" viene dada por €; = (1,0,0,...,0), é
(0,1,0,...,0), ..., &, = (0,0,0,...,1). De forma similar se puede definir la base canonica de
cualquier espacio vectorial.

3.2. Cambio de base

Supongamos que tenemos dos bases de un espacio vectorial V'

Bo = {é1,és,...,€,} (base canonica)

By = {uy,us, ..., Uy}

Dado cualquier vector @ € V lo podemos expresar como una combinacién lineal de cada
una de las bases:

— — — — /] — /] — /] —
161 + X9l + ... + x,€, = W = 2\ Uy + xHtsy + ... + 2,1, (1)

donde (21, x3, ..., x,) son las coordenadas de w en la base B¢ y (2, @5, ..., },) son las coordenadas
de w en la base B;.
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Sabemos ademés que los vectores de la base By se pueden expresar como combinacién lineal

de los vectores de la base Be:

ﬁl = uué'l + ulggg + ...+ ulnén
1_[2 = Ungl + Ugggg i Ugngn
ﬁn = unlgl + unggg 4+ ...+ unné’n

donde los correspondientes {u;;}, con j = 1,...,n, son las coordenadas del vector @; en la base

Be.

Esto tltimo se puede expresar en forma matricial como:

Uy Uip U2 ... Uip €1
Uz Ug1 U2 ... Uzp €2
e L e
Unp, Upl Up2 .- Unn €n
donde
U1 U2 ... Uip
U271 U22 ... Ugp
U =
Up1 Up2 ... Upn

por tanto, con (2) y usando las propiedades de las matrices transpuestas, tenemos que

ﬁl €1

Uy 2 o . oL o

: =U : = (i, Uz, ..., Uy) = (€1, €y ..., En) U (3)
iy, €,

Lo T2 L Ty
(€1, €5, ..., En) : = = (Uy, U, ..., Uy) :
x}
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pero a través de (3) tenemos que

/
— — — — — — t
(€1, €5, ..., En) , = (€1,€,....e,) U ,
/
Tn z,,
luego tenemos entonces que
) )
/
:,UQ :,U2
=U"| . (3.2)
T, x

es decir, U' es la matriz que nos permite pasar coordenadas de la base B; a coordenadas de la
base canodnica B¢, por lo que la denominaremos U! = M gé y escribiremos

Cpe W] = Mgé - O, [] (4)
T x)

donde Cg,.[W] = $:2 y Cp, [W] = :/2 son las coordenadas del vector « en las bases
- "

n
Bc y By, respectivamente, escritas como matrices columna.

Es decir, Mgé nos permite pasar de la base B; a la base candnica Bo. Se puede observar
que dicha matriz tiene como columnas las coordenadas de los vectores de la base B; en la base
canonica.

De igual modo, la inversa de la matriz Mgé nos permitira pasar de la base B¢ a la base By,
de modo que tendremos (M gé)_l =M, gf y, multiplicando la expresion (4) por la izquierda por
Mglc podremos escribir

Cp, [w] = My, - Cp, [u] (5)
Supongamos ahora que tenemos dos bases ninguna de las cuales es la canénica.

Bl = {ﬁhﬁ%"wﬁn}

82 = {17171727"'7Un}

igual que anteriormente tenemos ahora la matriz M gg que nos permite pasar de By a la candnica
Be Ba -1 : L, .
Be y MyS = (MBC) que nos permite pasar de la canénica a la base Bs.
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Supongamos que las coordenadas de un vector w en la base B; son (x1,zs,...,2,) y que-
remos saber cuéles son sus coordenadas en la base By, (2], ), ...,2),). Por lo que hemos visto
anteriormente tenemos que para pasar de la base B; a la canénica hay que multiplicar por M, gé,
de este modo tenemos que
L1
L2
B
Mg}

Tn

son las coordenadas de w en la base candnica. Ahora para pasar de la candnica a By tenemos
que multiplicar por M, gf, de este modo tenemos que

xl 1’1

/

i) X

Be p rB1 _ 2
Mgy Mg’ : = :
/

Tn X,

Acabamos de probar de este modo que la matriz que permite pasar de coordenadas de B; a
coordenadas de By es Mnggé = Mgzl.
Si queremos pasar de By a By es simplemente multiplicar por la inversa:

/ /
) i T
_ agBc p B2 2 _ asB2 2

= Mp, ]\43c = Mp;

3.3. Subespacios vectoriales

3.3.1. Definiciones

Definiciéon 16 (Subespacio vectorial) Un subespacio vectorial de un espacio vectorial V' es
un subconjunto S de V', que a su vez es un espacio vectorial con las operaciones definidas en V.

Para demostrar que un subconjunto es un subespacio vectorial no es necesario comprobar
de nuevo que satisface todas las propiedades de espacio vectorial. En realidad, es suficiente

demostrar las dos condiciones siguientes:

1. Para todo 4, v € S se cumple que © + v € S.
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2. Para todo a € K y para todo 4 € S se cumple que ot € S.

Estas dos ultimas condiciones son equivalentes a demostrar que para todo «, 8 € K y para
todouwy v €S
at+ pU e S.
Definiciéon 17 (Variedad lineal) Sea S = {iy, i, Us, ..., Uy} un subconjunto del espacio vec-
torial V', el subespacio engendrado por S es el conjunto de todas las combinaciones lineales
formadas con los vectores de S. A este subespacio se le denomina variedad lineal engendrada
por S y se denota por (S) = L(S) y los vectores de S constituyen un sistema de generadores

de L(S).

3.3.2. Suma e intersecciéon de subespacios vectoriales

Definiciéon 18 (Suma e interseccion de subespacios vectoriales) Dados dos subespacios
vectoriales S1 y Sy de un espacio vectorial V' podemos definir su intersecciéon

Slﬁng{ﬁtalqueﬁeSlyﬁeSg}

Y su suma
S|+ Sy = {ﬁl—l—ﬁg tal que u; € S y’l_[g € 52}

estos dos nuevos subconjuntos de V' son de nuevo subespacios vectoriales de V.

Proposicion 5 Dados dos subespacios vectoriales S7 y S de un espacio vectorial V' se cumple
que:

Definiciéon 19 (Suma directa) Un espacio vectorial V' es una suma directa de dos subespa-
cios Sy y Sy si se cumple las dos siguientes condiciones:

1S +S =V
gam&z{@

Si esto se cumple se utiliza la notacion V = S7 @ Ss.

Si 57y S son subespacios vectoriales de un espacio vectorial V, las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1L.V=5®95

2. Para todo 4 € V existe una descomposicién tnica de la forma @ = u; + s con u; € Sy y
Uy € Ss.
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EJERCICIOS

» Espacios vectoriales
1. Dados los vectores a = (1,1),b=(2,1) y ¢ = (1,2) de R?

a) Comprobar que forman un sistema de generadores.

b) Comprobar que son linealmente dependientes.

2. En el espacio vectorial May3(R) sobre R se consideran las matrices:
01 -2 11 -2
A_<1 11 )yB_<0 11 )
Prueba que son linealmente independientes.

3. Probar que el conjunto B = {(2,3),(0,2)} es una base del espacio vectorial R? y hallar
las coordenadas del vector (5, —1) respecto de la base B.

4. Sabiendo que los vectores u, v, y w son linealmente independientes, probar que los vectores
U, U+ U, U+ U+ w también lo son.

5. Demostrar que el conjunto de polinomios B = {1, z, 2%, 2%} es una base de Ps[z], conjunto
de polinomios de grado menor o igual a 3. Probar que B’ = {1,z — 1, (z — 1%, (z — 1)3}
también es una base de Ps[z].

6. Expresar el polinomio 22° —32%+ 5z —6 € P3[x] como combinacion lineal de los elementos
de la base de Ps[z] dada por {1,1 — z,z + z* 2% + 23} .

= Cambios de base

7. Demostrar que los siguientes conjuntos son base de R* :

Bl = {171 = (1>1a070)7272 = (0717070)763 = (0707171)7174 = (0,0,1,1)}
BZ = {ﬁl = (1927090) >ﬁ2 - (Oa 1>2a _1) >ﬁ2 = (1a _17 _17 _1) aﬁ4 - (O> 1a 170)}

Encontrar las componentes del vector v = 3v; — /3 + 215 respecto a la base By y respecto
de la base canénica.

8. Demuestra que el conjuntos de polinomios B = {1, z, 2%, 2*} es una base de P[], conjunto
de polinomios de grado menor o igual que 3. Prueba que B’ = {1,z —1, (x —1)2, (x — 1)3}
también es una base de Ps[z], y halla la matriz de cambio de base de B a B’. Expresa
223 — 322 + 5z — 6 respecto de las bases By B'.
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10.

11.

12.

13.

14.

. Para cada uno de los siguientes pares de bases de R?, calcula la matriz del cambio de base

de B a B

a) B=1{(1,1,0),(-1,1,1),(0,1,2)}, B"={(2,1,1),(0,0,1),(=1,1,1)}
b) B=1{(3,2,1),(0,—-2,5),(1,1,2)}, B ={(1,1,0),(-1,2,4),(2,-1,1)}

Sea Beo = {é}, s, ..., €, } la base canonica de R" y consideremos los vectores i; = é; — €7,
Uy = €3 — €2, ..., Up—_1 = €p — Ep_1,Un = —€Ep.

a) Demostrar que B = {1, Us, ..., U, } es una base de R".

—

b) Expresar el vector ¥ = €] + & + ... + €, como combinacion lineal de los vectores
UL, Uy oy Up.

Calcular las coordenadas del vector p(z) = —1 + 6z — 822 respecto de la base B =
{1+ 2x + 22% 2z — 22, —1 — 22}

Calcular la matriz del cambio de base M que pasa de la base candnica de R? a la base B
que surge de girar 90° alrededor del eje z y en sentido contrario a las agujas del reloj los
vectores de la base canocica. Determinar las coordenadas del vector ¢ = (1, 1, 1) respecto
de la nueva base.

Considérense las siguientes bases de R?:

131 uy = (1, % iy = (3, —4)}

= {
= {0 =(1,3),%2 = (3,8)}

a) Encontrar las coordenadas de un vector arbitrario U = (a, b) relativas a la base B;.

b) Encontrar las coordenadas de un vector arbitrario v = (a, b) relativas a la base Bs.

)
)

¢) Determinar la matriz de cambio de base Mg; desde B a Bs
)

d) Determinar la matriz de cambio de base Mgf desde By a B,

Supéngase que los ejes x e y en el plano R? se giran 45° en el sentido contrario de las
agujas del reloj, de forma que el nuevo eje x’ esté a lo largo de la recta x = y y el nuevo
eje ¢’ a lo largo de la recta © = —y. Encontrar:

a) La matriz de cambio de base.

b) Las nuevas coordenadas del punto A(5,6) bajo la rotacion dada.
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15. Considérense las siguientes bases de R3:

B = {i=(1, 20) T = (3,—4,0), a5 = (0,0,1)}
By, = {i=(1,3,0),% =(3,8,0),5 = (0,1,1)}

By = {w;=(1,0 O) =(1,1,0),w3 = (1,1,1)}
a) Determinar la matriz de cambio de base de B; a Bs.
b) Determinar la matriz de cambio de base de B, a Bs.
¢) Determinar la matriz de cambio de base de By a Bs.
d) Calcular las coordenadas de vector ¥ = ¥} + U + U3 en la base B; y en la base Bs.
e) Calcular las coordenadas del vector ¢ = 2w, — w3 en la base By y en la base Bs.

16. El vector ), = (1,3,0) tiene coordenadas Cplth| = (1,0,0) en la base B, el vector v =
(3,8,0) tiene coordenadas Cy[ts] = (0,2,0) y v5 = (0,1,1) tiene coordenadas Cyv] =
(0,0,1). Hallar los tres vectores que forman la base B.

= Subespacios vectoriales

17. Comprueba que el conjunto de pares de nimeros reales (a,b) cuyas componentes suman
cero, es un subespacio vectorial de R2. Y el conjunto de pares de ntimeros reales cuyas
componentes suman 5, jes también un subespacio vectorial de R??

18. Comprobar si los siguientes conjuntos de R? son subespacios vectoriales:
a) A={(x,2z,2) tal que =,z € R} (Ecuaciones paramétricas)

b) B={(z,y,x+y) tal que =,y € R} (Ecuaciones paramétricas)

c) C={(z,y,2) tal que x = z + 1} (Ecuaciones cartesianas)

19. Estudiese si los siguientes subconjuntos constituyen un subespacio vectorial con las ope-
raciones inducidas.

a) A={(z,y) € R? tal que z — y = 0}
b) A={(z,y) e R* tal que x —y = 1}
c) A={(z,y) € R? tal que y = 2?}
d) A={(z,y) € R? tal que xy = 0}
e) A={(z,y,0) € R? tal que =,y € R}
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

f) A={(z,y,2) e R® tal que x +y + 2 = 0}

9) A={(z,y,—y,z) € R* tal que z,y € R}

h) A={M € My, tal que tr(M) = 0}, donde ¢tr(M) indica la suma de los elementos
de la diagonal principal de M.

Sea el sistema S = {u, U} con @ = (2,1,3), ¥ = (=2, 1,4) obtener las ecuaciones paramé-
tricas y cartesianas del subespacio engendrado por S.

En el espacio vectorial de R*, determinar cudles de los siguientes subconjuntos son subes-
pacios vectoriales:

a) A={(x1,29,13,24) tal que z3-x4 =0}
b) B = {(z1, 22,3, 24) tal que z3+ x4 = 0}
c) C ={(x1,x9,23,74) tal que 23+ x4 =1}

Demostrar que los siguientes conjuntos son subespacios vectoriales de R* :
a) A={(x,y,z —x) tal que z,y,z € R}

b) B={By,y,x+y,z) tal que z,y € R}
c) C={(x,2z,3x,4z) tal que x € R}

Demostrar que el conjunto de matrices de la forma:

a—3b 4b
< —4b a+3b)’ abeR

es un subespacio vectorial de My,5. Hallar una base de este subespacio y su dimension.

Sea el subespacio vectorial de R*, V' = {(z,y,2,t) talque x +y — 2t = 0,2 —y — 2 = 0}
calcular la dimensién, una base y las ecuaciones paramétricas.

Sea el subespacio vectorial V' = {(0,a,b,a + 2b) tal que a,b € R}. Determinar la dimen-
si6n, una base y las ecuaciones cartesianas del subespacio vectorial.

Determinar la dimension, una base y las ecuaciones paramétricas y cartesianas del subes-

pacio vectorial engendrado por los vectores a = (1,2,0,3),b = (3,1,—-1,—1),¢ = (—-1,3,1,7)

y d= (4a 3>_1>2)

Determinar a y b para que el vector (1,0,a,b) pertenezca al subespacio engendrado por
(1,4,-5,2) y (1,2,3,-1).
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28.

29.

30.

31.

Dados los subespacios vectoriales F, engendrado por los vectores {(1,0,2),(2,0,4)} y G
determinado por las ecuaciones 2z +y + 2z = 0, x — y + 22 = 0. Hallar la dimensién, una
base y las ecuaciones paramétricas y cartesianas de los subespacios F,G, FNGy F + G.

Consideremos los siguientes subespacios de R3 :

F = {(z,y,2) € R’ tal que z =0}
F o= {(z,y,2) e R’ tal que x =y = 0}
Fy = {(x,y,z)€R3 tal que:)s:(),y:z}

a) Probar que R3 = F| + F, + F3.

b) Probar que Fy N Fy N Fy = {0} y también que Fy N F, = {0}, i NFy = {0} y
F2 N F3 = {0}

c¢) Buscar dos descomposiciones diferentes para 0 de la forma 0 = U1 + Uy + U3 con
0, € Fy, Uy € Fy, U3 € F3 (con lo que se demostrara que R* no es suma directa de
Fy, Fy y F3.

d) Comprobar (con la misma finalidad) que (Fy + Fy) N F3 # {0}.

En R* se consideran los subespacios W, y W, engendrados, respectivamente, por los
sistemas de vectores:

S = {(1,0,1,0},(0,1,0,1),(1,1,1,1)}
S = {(1,0,0,0),(2,1,0,1),(5,1,0,1)}

Hallar:

a) Bases y dimension de Wy y Wa.
b) Ecuaciones y base de W;+Ws.
¢) Ecuaciones y base de W; N W.

Dados los subespacios vectoriales de R3

W, = {(z,y,2) € R®tal que = +y = 0}
Wy = {(z,y,2) € R® tal que y — 2 = 0}

a) Calcular Wy N Wy y Wi+Ws.
b) Comprobar si se verifica Wi @ Wy =R3.



Capitulo 4

Aplicaciones Lineales

4.1. Definiciones

Definicion 20 Sean V y W dos espacios vectoriales, una aplicacion lineal f de V a W es una
aplicacion f 'V — W tal que:

1. f(d+7) = f(u)+ f(V) para todo u,v € V
2. flat) = af(u) para todo a € R y para todo u € V.

Las aplicaciones lineales entre espacios vectoriales también son denominadas homomorfis-
mos.

Proposicion 6 Si f es una aplicacion lineal, es equivalente a decir que para todo o y € R
y para todo u,v € V se tiene que:

flai + 50) = af (@) + Bf (7).

4.2. Matriz asociada a una aplicaciéon lineal

Sean V' 'y W dos espacios vectoriales sobre el cuerpo de los nimeros reales, R. Sea f : V — W
una aplicacion lineal, By = {v1, 03, ..., v,) una base de V' y By = {w}, w5, ..., w,,) una base de
W. El elemento f(u1) es un vector de W y por tanto puede escribirse como una combinacion
lineal de elementos de la base By :

f(u?) = allzﬁl -+ &211172 + ...+ amlwﬁm

49
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Analogamente:

f(zf,) = alﬂﬁl + af27;1172 + ...+ amiuﬁn
parat=1,2,...,n.
De este modo podemos construir la siguiente matriz:

apy a1 ... Ay

ABV B ao1 A2 ... QA9
Bw —

Ap1 Ap2 ... Apm

La matriz AgXV es la matriz de la aplicacion f con respecto a las bases By y By .

Si tenemos ahora cualquier otro vector ¥ € V, Cg,[T] = (21,22, ...,x,), a través de la
aplicacion lineal f se tiene que f(¥) = y, donde y € W luego ¥ = (1, Y2, ..., Ym). En forma
matricial obtenemos la siguiente expresion:

Y1 T
T
Y2 o ABV ) 2
. — By
Ym Tn

4.3. Ncleo e imagen de una aplicaciéon lineal

Definicion 21 Diremos que una aplicacion lineal f entre los espacios vectoriales V. y W es
inyectiva si para todo v ey € V con x # y se tiene que f(x) # f(y). Cuando f es inyectiva
la aplicacion lineal también se denomina monomorfismo.

Definicion 22 Diremos que una aplicacion lineal f entre los espacios vectoriales V- y W es
sobreyectiva o suprayectiva si para todo w € W existe un elemento v € V con f(v) = w.
Cuando f es sobreyectiva la aplicacion lineal también se denomina epimorfismo.

Definicion 23 Diremos que una aplicacion lineal f entre los espacios vectoriales V. y W es
biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva a la vez. Cuando f es biyectiva la aplicacion lineal
también se denomina isomorfismo.

En el caso particular de que los espacios vectoriales de origen y llegada sean iguales, V' = W
la aplicacion lineal también se denomina endomorfismo, y si ademas el endomorfismo es bi-
yectivo entonces se denomina automorfismo.

Otro caso particular de aplicacion lineal es el caso donde W = R, el cuerpo de los ntimeros
reales, en ese caso la aplicacion lineal se denomina forma lineal.
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Definicion 24 Dada una aplicacion lineal f entre los espacios vectorialesV y W, f:V — W,
definimos el nicleo o kernel de la aplicacion lineal como el conjunto de todos aquellos v € V
tales que f(v) = 0. Es decir:

N(f) = Ker(f) = {0 eV tal que f(7) = 0}.

Observar que el Ker(f) nunca es vacio ya que 0 € Ker(f).

Proposicion 7 Si f : 'V — W es una aplicacion lineal entre los espacios vectoriales V' y W,
entonces Ker(f) es un subespacio vectorial de V.

Proposicion 8 Una aplicacion lineal es inyectiva si y solo si Ker(f) = {0}

Teorema 5 Dada una aplicacion lineal f entre los espacios vectoriales V-y W, f:V — W,
si V' es de dimension finita entonces:

dim(ker(f)) + dim(img(f)) = dim(V)

Definicién 25 Definimos el rango, rang(f) de una aplicacion lineal f como el rango de la
matriz asociada la aplicacion lineal.

Del Teorema 1 obtenemos el siguiente resultado:

a) f es inyectiva siy solo si rang(f) = dim(V).
b) f es sobreyectiva si y solo si rang(f) = dim(W).

Diremos que dos espacios vectoriales cualesquiera son isomorfos si podemos encontrar un
isomorfismo entre ellos. Para que esto ocurra entre espacios vectoriales de dimension finita la
dimension de ambos debe ser la misma.

Teorema 6 Dado un numero natural cualquiera n todos los espacios vectoriales de dimension
n sobre un mismo cuerpo son isomorfos.
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4.4. Cambio de base para aplicaciones lineales

Sea f una aplicacion lineal que va del espacio vectorial V' al espacio vectorial W. Sea By
una base de V', By una base de W'y Ag;ll la matriz asociada a la aplicacion lineal respecto
de las bases By1 y By.

Consideremos a continuacién otras dos bases de ambos espacios vectoriales, By, base de V
. . L . 4B
y Bw base de W. En este caso la matriz asociada a la aplicacion lineal serda Ay . (Queremos
saber la relacion que existe entre ambas matrices.

Sea Mg“//f matriz de cambio de base de By, a By y Mg‘fvvf la matriz de cambio de base de
By a By, de manera que la relacion entre las matrices asociadas a la aplicacion lineal segin
la base considerada es la siguiente:

Asz _ (lewz)_l .AB\/l . Mg‘x//lz

BWQ BWl BWl
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EJERCICIOS
» Aplicaciones Lineales

1. Determina cuales de las siguientes aplicaciones f : R? — R3 son transformaciones lineales:
(a) f(z1, 2, 73) = (72,71, 23); (b) f(z1, 20, 23) = (21 + 1,29 + 2, 0);
(c) flzr,2,23) = (0,21 + 22,0);  (d) f(21, 22, 73) = (2172, T3, 1)
2. Sea la aplicacion lineal f : R* — R? tal que f(1,2) = (2,3) y f(0,1) = (1,4). Halla
fzy).

3. Estudiar cuales de las siguientes aplicaciones son lineales entre los espacios vectoriales
dados:

a) f(z,y,2) = (z +y,z)
b) f(z,y) = (z+y,0)
c) f(z,y) = (v,y+2)

d) f: Mays(R) = Mo1(R)  f(A) = AB donde B — ( _11 )

e) f: Maoxa(R) = Mays(R), f(A) = A+ B donde B € My es fija.

f) f M2><2(R) — M2><2(R), ( ) AB — BA donde B € ngg es ﬁJa
9) [:FBla] = Pzl f(p(z)) =plz+ )

h) [ Palz] = Bla],  f(p(z)) = p(z) +

4. f : R* — R? es lineal, y se tiene que f(1,2) = (=1,0,2) y f(2,1) = (0,2, —1). Halla
5. Dadas f : R*? — R?, f(a,b) = (a,a+b,b),y g : R® — R? g(a,b,c) = (a + b, c), calcular
fogygolf.

6. Sea f : V — W una aplicacién lineal entre dos espacios vectoriales V' y W. Demostrar
las siguientes proposiciones:

a) La imagen del elemento neutro de V' mediante f es el elemento neutro de W, es
decir, f(Oy) = Ow.

b) La imagen mediante F' del opuesto de un elemento v € V' es el opuesto de f(7), es

decir, f(—v) = —f(v).
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¢) La imagen mediante f de cualquier subespacio de V' es un subespacio vectorial de

w.

d) La imagen mediante una aplicacion lineal de un subespacio vectorial de dimension
k es un subespacio vectorial de dimensién no superior a k.

e) Sea B = €7,65,..., 6, una base del espacio vectorial V' y sean w, wh,...,w;,, n vec-
tores cualesquiera del espacio vectorial W. En estas condiciones, existe una tnica
aplicacion lineal f de V a W tal que:

fle)=w;,j=12,...n
« Matriz de una aplicacién lineal

7. Sea f : R® — R? dada por f(x,y,2) = (z + ¥, 2,2 + z). Encontrar la matriz de f con
respecto a la base canoénica. Hallar la imagen mediante f de los siguientes subespacios
vectoriales de R3.

a) Vi ={(z,y,2) € R tal que x +y + z = 0}}
b) Vo ={(z,y,0) tal que z,y € R}
c) Vs ={(x,y,2) =t(1,—1,1) tal que t € R}
En cada caso indicar la dimensiéon del subespacio y la dimension de su imagen mediante

f.

8. Hallar las matrices de las siguientes aplicaciones lineales de R?® en R? respecto de la base

canonica:
a) Giro de « grados con respecto al eje z.
b) Simetria con respecto a la recta z =0, y = 0.
¢) Simetria con respecto a la recta z =y, z = 0.
d) Proyeccion sobre el plano x — y + z = 0.
e) Proyeccion respecto a la recta (z,y,z) = t(1,1,1).

= Nucleo e imagen de una aplicacién
9. Sea la aplicacion f : Mpxn(R) = R con f(A) = Traza(A).

a) Prueba que f es una aplicacion lineal.
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b) Calcula el ntcleo de f y da una base del mismo.
10. Sea la aplicacion lineal f : R?* — R? definida como f(x,y,2) = (z —y,x + 2).

a) Probar que f es una aplicacion lineal.

b

)

) Determinar las ecuaciones paramétricas y cartesianas del ntcleo y de la imagen.
¢) Encontrar una base del nucleo y otra de la imagen.
)

)

d) Comprobar que se verifica el teorema nucleo-imagen (Teorema 1).

e) Clasificar f.

11. Sea f : R?® — R3 la aplicacion lineal definida por:
fle1) =3e1 —2ex +e3, flez) =e1+ea, flez) =2e1 —3ea+e3
Calcular:

a) Matriz de la aplicacion lineal.
b) Ecuaciones de f.
¢) Ecuaciones paramétricas y cartesianas del nicleo y de la imagen.
12. Dadas las aplicaciones f : R? — R? y g : R? — R?, definidas por f(z,y) = (z +y,2) y

g(z,y) = (2z,3x — y), calcular las expresiones algebréicas y matriciales de go f, fogy
f+y.

13. Sea ( ; _03 :1 ) la matriz de una aplicacion lineal de R? en R2. Calcular:

EXpresmn algebraica de f.

f(=1,2,3).

a
b

c Estudlar si existe algin vector (x,y, z) cuya imagen sea el vector (1, —1).

e) Comprobar que se verifica el teorema ntucleo-imagen.

f
9

Clasificar f.

)
)
)
d) Ecuaciones paramétricas y cartesianas del niicleo y de la imagen
)
)
) Calcular la matriz de f respecto de las bases:

B = {(1,0,1),(0,0,—1),(2,1,1)} de R?
B = {(1,0),(1,1)} de R?
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

Dada la aplicacion lineal f : R?* — R3 cuya matriz respecto de la base canonica de R? es
2 11

a 2 2 |. Calsificar f segun los distintos valores de o y f3.
6 3 p

Demostrar que si S = {1, 73, ..., Z;,} son linealmente independientes, entonces,
{f(z1), f(23), ..., f(2;)} son linealmente independientes si y solo si f es inyectiva.

Describir el nicleo y la imagen de las siguientes aplicaciones lineales, indicando si son
inyectivas, sobreyectivas o biyectivas:

CL) Mp :M2><2 — M2><1 donde MB(A) = AB con B = ( _11 )
b) La aplicacion derivacion de P,[z] en P, 1[z].

Clasifica el endomorfismo f(x,y, 2) = (2z,4x — y, 2z + 3y — z). Encuentra las ecuaciones
algebraicas de f~!, f? en los casos en que sea posible.

» Cambios de base para aplicaciones lineales
Sea f : R?* — R? la aplicacion lineal definida por
f(ug, ug, uz) = (ug — ug + 2usz, uy + 3us)

y las bases By = {(1,0,—1),(2,1,0),(0,1,1)} y By = {(—2,1),(1,—1)} de R® y R? res-
pectivamente. Calcular:

a) Matriz asociada a f respecto de las bases canénicas de R? y R2.

b) Matriz asociada a f respecto de la base B; de R? y la canénica de R?.

¢) Matriz asociada a f respecto de la base canénica de R3 y la base By de R2.
)

d) Matriz asociada a f respecto de la base B; de R? y la base By de R2.
Sea f : R?* — R? la aplicacion lineal definida por
f(ul, U, Ug) = (Ul — U9 + Uus, 4UQ — Uz, Uy + U9 + 5U3)

B=1{(1,2,1),(3,1,0),(—1,3,1)} base de R? y el vector v € R?® de coordenadas (-1,1,1)
en la base B. Calcular:

a) Las coordenadas del vector f(¥) en la base canonica.
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b) Las coordenadas de f(v) respecto de la base B.
20. Sea f :R? — R* la aplicacion lineal tal que
f(3,=5)=(1,1,1,1), f(-1,2)=(2,1,0,-2)
Calcular:
a) Hallar la expresion de la aplicacion f, es decir, dado un vector ¢ € R? determinar
f(@).
b) Hallar la matriz asociada a f respecto de las bases canénicas de R? y R*.
¢) Determinar el subespacio imagen de la aplicacion lineal f y su dimension.
21. Sea la aplicacion f definida por:
fur) = f(1,0,0) = (1,2)
f(u_é) = f(la 170) = (1’ 1)
f(u_;?,) = f(la L, 1) = (0’ 2)
donde se considera la siguiente base de R3, Bgs = {1}, us, u3}. Halla:
a) Matriz asociada a f respecto de las bases Bgs y la canénica de R?.
b) Matriz asociada a f respecto de las bases canénicas de R? y R2.
22. Se define una aplicaciéon f por:

f(e_i) = f(l,O) = (172707 _1)
f(e_é) = f(O, 1) = (Ov 17 _17())

Sabiendo que las coordenadas de f(é1) y f(é3) estan referidas a la base Bre = {v7 =
(1,0,0,0), % = (1,1,0,0), % = (1,1,1,0),7; = (1,1, 1,1)}. Calcula:
a) Matriz asociada a f referida a la base canénica de R? y Bga.

b) Matriz asociada a f referida a las bases canénicas de R? y R%.
¢) f(1,-2) en las canénicas de R? y R*.
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Capitulo 5

Diagonalizacion de Endomorfismos. Forma
canonica de Jordan

5.1. Matrices diagonales. Propiedades

Llamamos matriz diagonal a una matriz de la forma

ag;, 0 -+ 0
0 ag --- 0
0 0 - a,

Recodemos que si A es una matriz diagonal:

= Su determinante es el producto de los elementos de la diagonal.

= A=A
= La matriz imversa es también diagonal y sus elementos son los elementos inversos de A
a 0 ce 0 i 0 Ce 0
1
. 0 ag -+ 0 N 0 L - 0
0 0 - ap, o o ... =

ann

5.2. Introduccién a la diagonalizacién de endomorfismos

En el capitulo anterior vimos que toda aplicacion lineal entre espacios vectoriales tenfa aso-
ciada una matriz respecto de una base determinada y que esta matriz determina la aplicacion.

59
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Si consideramos otra base, odemos calcular la matriz asociada a la aplicacion respecto de
la nueva base (A’) utilizando la matriz de cambio de base (P)

A'=PlAP

A la vista de esto, podemos preguntarnos si dada una aplicacién podemos encontrar una base
de manera que la matriz A’ respecto de la nueva base sea mas sencilla que respecto de la base
antigua. De hecho, lo mejor seria que fuese diagonal.

Desgraciadamente no todas las matrices son diagonalizables, el objetivo de este capitulo es
encontrar la forma mds sencilla en que podemos transformar una matriz mediante un cambio
de base.

En el espacio vectorial real R? consideremos el subespacio Vi = {(z1, 72, 0) tal que x1, 2, €
R}. Si consideramos la base canénica de R® y S es la simetria con respecto al subespacio
vectorial V7, se tiene que

» Podemos definir la simetria respecto de cualquier subespacio vectorial de R3.

Consideremos ahora el subespacio Vo = {(z,y,2) € R? tal que x — y + 22 = 0}. Queremos
encontrar las ecuaciones de la aplicacion SIMETRIA respecto de la base canénica. La idea es
buscar otra base (de R3) en la que la matriz de la aplicacién sea lo més sencilla posible. Esta
base la componen dos vectores del subespacio V5 y otro perpendicular a ambos. Por ejemplo
B={u; =(1,1,0),ds = (=2,0,1),u5 = (1,—1,2)}.

La simetria cumplira



5.2 Introduccién a la diagonalizacion de endomorfismos 61

Utilizando la matriz de cambio de base (de B a la base canénica)

1 -2 1
P=|1 0 -1
0o 1 2

Calculamos la matriz S respecto de la base candnica sabiendo que S = PS’P~!

] 2 1 -2
P—lzEg 1 2 2
-2 2 -1

La expresion algebraica de la aplicacion queda

S Vo (2pel, 2,12 2 2 2
z,Y,2) =\ = Y — -z, = Y+ -z, —= -y — -z
Y 37 T3V T gm gt Ty T ys Tt Tl T

Son dos las razones fundamentales por las que puede ser necesario simplificar la matriz asociada
a una aplicacion:

1. Es una razén puramente computacional: en ocasiones, para resolver algunos problemas
necesitamos realizar varias operaciones con las matrices asociadas a las aplicaciones (expo-
nenciar una matriz, ...), estas operaciones se complican si la matriz tiene muchas entradas
(es decir, pocos ceros).

Ejemplo (Rotaciin)
Sea R, la rotacion en el plano de un dngulo a.. Supongamos que queremos rotar un punto
9 veces. Esto supone componer la rotaciéon tantas veces como queremos rotar el punto.

Sea
cos(a) —sin(«)
sin(a)  cos(a)
La aplicaciéon que buscamos tendra como matriz asociada la matriz

( cos(a) —sin(a) )

sin(a)  cos(a)

Estos calculos resultan terriblemente tediosos. El objetivo de este capitulo serd encontrar
una matriz més sencilla en la que realizar estas operaciones.

2. La segunda razon es mas geométrica. Si observamos con atencioén algunas aplicaciones li-
neales veremos que hay subespacios vectoriales cuyos vectores, al transformarlos mediante
una aplicacion, siguen perteneciendo al mismo subespacio.
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Observamos, por ejemplo, en la simetria del primer ejemplo del apartado anterior, los
vectores del plano siguen estando en dicho plano; o en una rotacion en el espacio respecto
al eje Z, los puntos de dicho eje siguen perteneciendo al eje después de girarlos.

A este tipo de subespacios los llamamos invariantes.

5.3. Subespacios Invariantes. Diagonalizacién de matrices.

Sean V' y W dos espacios vectoriales, al conjunto de todas las aplicaciones lineales que van
de V a W las denotaremos por L(V,W). Al conjunto de endomorfirmos de V' en si mismo lo
denotaremos por L(V).

Definicion 26 Dado un espacio vectorial V' y una aplicacion lineal f de V a V', diremos que
el subespacio W de V' es invariante respecto a f si f(W) C W, es decir, la imagen f(Z) de
todo vector £ € W es un elemento de W.

Definicion 27 Un vector ¥ # 0 de un espacio vectorial V sobre el cuerpo de los nimeros reales
se llama vector propio de la aplicacion lineal f € L(V') si existe un escalar X € R tal que:

este niimero \ se denomina valor propio de la aplicacion f correspondiente al vector .

Los vectores y valores propios son también denominados autovectores y autovalores res-
pectivamente.

5.3.1. Coémo calcular los vectores y valores propios de una aplicaciéon
lineal:

Sea f € L(V) donde V es un espacio de dimension n, sea A la matriz asociada a f y

consideremos la matriz identidad I,, de orden n. Para cualquier ¥ € V' tenemos que f(¥) = A%,

si ademés este vector es un vector propio de la aplicacion lineal f tendremos entonces que
f(Z) = A\, para cierto A € R, por tanto:

AT = \x
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hay que tener en cuenta que ¥ = I,,Z luego podemos escribir la expresion anterior como:
AZ = N[, 7= (A—=\)Z=0
de este modo obtenemos una ecuacién matricial donde:
1. Hay que obtener los V&lOl‘?S de X para los cuales la ecuacion matricial tiene soluciones
distintas a la trivial (Z = 0).

2. Determinar para cada solucién )\;, cuales son los vectores propios asociados.

Como queremos que las soluciones del sistema matricial sean distintas de la trivial, el sistema
debe ser compatible indeterminado, lo cual implica:

|A = \,| =0

a este determinante lo denominaremos ecuacién caracteristica. El desarrollo de |[A—AI,| =0
es un polinomio de grado n en A que se denomina polinomio caracteristico. Los valores
propios de la matriz A los la raices de dicho polinomio.

Teorema 7 La condicion necesaria y suficiente para que A sea un valor propio de la matriz

cuadrada A es |A — \I,,| = 0.
= Multiplicidades algebraicas y geométricas

Definicion 28 Sea f un endomorfismo del espacio vectorial V' de dimension n. Sea A a matriz
asociada a dicho endomorfismo y X\ un autovalor de A.

1. Se llama multiplicidad algebrdica de A al orden de multiplicidad m de X\ como raiz del
polinomio caracteristico.

2. Se llama multiplicidad geométrica de \ a la dimension g del subespacio propio asociado
a .

= Propiedades

Dada una matriz A de orden n. Entonces:
1. Ay A® tienen los mismo autovalores.

2. Si A es un autovalor de A, entonces kA es un autovalor de KA.

3. Si A es un autovalor de A y A es regular, entonces % es un autovalor de A~!
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4. Si X\ es un autovalor de A, entonces A" es un autovalor de A™.

5. Los autovalores de un endomorfismo idempontente (f = f2, por tanto su matriz asociada
verifica que A = A?) de un espacio vectorial son A =0y A\ = 1.

Los vectores propios asociados a cada \; se obtienen resolviendo el sistema homogéneo
siguiente para cada \;:
(A= N\I1,)Z=0

Como |A — A\;I,] = 0 es un sistema compatible indeterminado, si & es una solucion del
sistema, entonces aZ también lo es, donde o € R. Por tanto, la solucién de (A — A\,,)Z = 0 es
un subespacio vectorial que denominaremos subespacio vectorial propio.

= Propiedades de los vectores y valores propios:

1. A todo vector propio 7 le corresponde un tinico valor propio.

2. Sea S(A) el conjunto de vectores propios asociados a un mismo autovalor A. El conjunto

S1(\) = S(A\) U {0} = ker(A — M) es un subespacio vectorial de V.

3. El numero de vectores propios que son linealmente independientes entre los correspon-
dientes a un valor propio \; es igual a dim(V') — rango(A — \;1,,).

4. Si Aq, A9, ...\, son los r autovalores distintos del endomorfismo f, los autovectores asocia-

dos son linealmente independientes.

5.3.2. Diagonalizacién por semejanza

Definicion 29 Dos matrices cuadradas del mismo tamano, A y A’, decimos que son matrices
semejantes si estan asociadas a un mismo endomorfismo, es decir, si son tales que existe una
matriz P regular que cumple que

A'=PlAP

= Propiedades

1. Si Ay B son semejantes, entonces tienen el mismo determinante, |A| = |B].

2. Si Ay B son semejantes, entonces A" y B™ son semejantes.
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3. Si Ay B son semejantes, entonces tiene la misma traza, traza(A) = traza(B)

Definicion 30 Sea A un matriz cuadrada. Se dice que una matriz es diagonalizable por
semejanza si existe una matriz diagonal semejante a A, es decir, existe una matriz reqular P
y una matriz diagonal D tales que D = P7YAP.

Ya sabemos que un endomorfismo es diagonalizable si y solo si existe una base del espacio
vectorial formada por autovalores. Existe otra forma de saber si la matriz es diagonalizable
estudiando las multiplicidades de los autovalores.

Proposicion 9 Si los distintos autovalores de f son Ay, Aa, ..., A\ con multiplicidades algebrdi-
cas my, My, ..., my y multiplicidades geométricas gy, ga, ..., gr, entonces f (o A) es diagonali-
zable si y solo si se verifica:

1. my +mg+ -+ my = dim(V)
2. g; =my, para todo v = 1,2, ...k
= Forma diagonal

Una vez que hemos comprobado que el endomorfismo es diagonalizable, las formas diagonales
son:

= La matriz A es diagonal en una base {1, iy, ..., u,} de V formada por los vectores que
forman las bases de los subespacios propios.

M O - 0
0 Xy -+ 0
0 0 - )\,

A1, Ag, ..., A, son los autovalores de f cada uno de ellos repetido tantas veces como indique
su multiplicidad algebraica. \; es el autovalor asociado a u;

» La matriz D es igual a D = P~'AP donde las columnas de P estan formadas por las
coordenadas de los vectores de las bases de los respectivos subespacios propios.

Dado el siguiente endomorfismo, estudiar si es diagonalizable y, en caso afirmativo, calcular su
diagonalizacion:

f(x1, 29, x3) = (—11lxy — 1029 + b3, 49, —1527 — 1029 + 923)
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1. En primer lugar calculamos la matriz asociada a dicho endomorfismo respecto de la base

canonica en R3, obteniendo

-11 -10 5
A= 0 4 0
-15 -10 9

Para saber si el endomorfismo es diagonalizable tenemos que calcular los autovectores
asociados a A, para ello calculamos el polinomio caracteristico P(\).

—11-X -10 5

P = 0 4= 0 |=@A- NN\ +22-24) = —-(A—4)*(\+6)
-15 -10 9— A
Las raices del polinomio son A\; = —6 y Ay = 4 cuyas multiplicidades algebréicas respec-

tivas son m; =1y mg = 2.

a) Calculemos ahora los subespacios propios:

Vi = {(ml,xg,xg) c R? tal que (A + 617 6} —
{(:cl,mg,xg) e R3 tal que 1 = x3, 10 = 0}

Vo = {(151,932,933) € R? tal que (A — 41)7 6} =
{ )

(z1, 29, 23) € R? tal que 32, + 225 — 23 = 0}

Por lo tanto:
g1 =dim(V;) =1=my y go = dim(V5) = 2 = my

se cumple que
g1 +g2=1+2=3=dim(R?)

b) my = g1 y ms = go. Entonces el endomorfismo es diagonalizable

. La matriz diagonal es, por tanto,

-6
D = 0
0

O = O
= O O

Ademaés, unas bases para los subespacios propios son 5, = {(1,0, 1)}y B> = {(1,0,3), (0, 1,
una base en la que el endomorfismo es diagonal es B = {(1,0,1),(1,0,3),(0,1,2)} y se
cumple que

D =P AP
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donde

o

Il
—_ O =
W O =
N = O

5.3.3. Diagonalizacion ortogonal

Existe un tipo de endomorfismo que siempre es diagonalizable: el endomorfismo simétrico.
Este tipo de endomorfismo tiene la particularidad de encontrar una base ortonormal en la que
diagonalizar su matriz asociada.

Definicion 31 Sea A una matriz cuadrada de elementos reales. Se llama matriz ortogonal a
aquella matriz que cumple que:

At — A—l

Ademds se cumple que si A es ortogonal entonces |A| = £1. Si A es la matriz asociada a un
endomorfismo de un espacio vectorial V' 1y es ortogonal, entonces los vectores fila de A forman
una base ortonormal del espacio vectorial.

Definicion 32 Sea f un endomorfismo del espacio vectorial V de dimension n. Se dice que f
es simétrico si
u- f(v) = f(u)-v, a,veV

Si A es la matriz asociada al endomorfismo en una base V', entonces f es simétrico si y solo
si A es simétrica. Esto es muy facil de ver:

@ - f(¥) = @AT como A es simétrica A = A', luego AT = A" = (AQ)'T = f(@) - T

Teorema 8 (Teorema espectral) Sea V' un espacio vectorial de dimension finita n. Sea f
un endomorfismo simétrico en dicho espacio vectorial, entonces existe una base ortonormal de
V' formada por autovectores de f.

Para diagonalizar la matriz asociada al endomorfismo simétrico ortogonalmente tenemos
que buscar una base ortonormal de V' en la que la matriz D sea diagonal. Para ello uniremos
las bases ortonormales de los subespacios propios. La diagonal de la matriz D estara formada
por los autovalores de f.

Ejempla:

Diagonalizar el siguiente endomorfismo calculando una matriz de autovectores ortogonal.

f(l”l, 932,$3) = (2271 + 2x3, —19, 271 — 5173)
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Escribimos la matriz asociada a la aplicaciéon respecto de la base canénica

2 0 2
A= 0 -1 0
2 0 -1

Esta matriz es simétrica, lo que supone que endoformismo es diagonalizable. Buscamos, por
tanto, una matriz diagonal D tal que D = P7'AP = P'AP, ya que queremos que P sea
ortogonal.

1. El polinomio caracteristico de la matriz A es
P=(-1-XMA\=-3)(A+2)

Por lo tanto los autovalores son \; = —1, Ay = —2 y A3 = 3 todos ellos con multiplicidad
uno.
Los subespacios asociados a cada uno de ellos son

Vi = {(x1,29,23) € R® tal que z; = 0,23 = 0}

Vo = {(x1,29,23) € R® tal que o5 = 0,22, + 23 =0}

Vs = {(x1,29,23) € R tal que z; = 0,23 — 2, =0}

2. Una base para cada uno de ellos es By = {(0,1,0)}, Bo = {(1,0,—2)} v By = {(2,0,1)}.
Estos vectores son ortogonales dos a dos, ya que los autovalores son distintos, sin embargo
no constituyen una base ortonormal de R? ya que no son unitarios.

3. Normalizandolos obtenemos
B = {(07 17 0)7 (1/\/57 07 _2/\/5)7 (2/\/57 07 1/\/5)}

Dichos vectores son las columnas de la matriz ortogonal P y D es la matriz diagonal
buscada, asi tenemos:

1 2
V5 Vs -1 00
P=(1 0 0], D=( 020
-2 1
0 7 & 003

5.4. Aplicaciones

5.4.1. Potencia y exponencial de una matriz

Sea A una matriz cuadrada de orden n y D una matriz diagonal, tal que D = P~1AP,
entonces:
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1. A* = ppDkp—1
2. e = peP Pt

Si D es una matriz diagonal, entonces:

Moo 0 eM 0

D 0 A5 -~ 0 b 0 ev
= . . . , €= . .

0 0 - M 0 0

n

5.4.2. Teorema de Cayley-Hamilton

Teorema 9 Toda matriz A satisface su polinomio caracteristico.

Sea D la forma diagonal asociada a la matriz A

D =

o O =
S = O
N OO

1

Calcular:
2A* —TA34+9A% —B5A+1T

Como el polinomio caracteristico de A es el mismo que el de una matriz semejante a ella, es

igual al polinomio caracteristico de D, que es:

2

1
P:(l—A)2<——)\):—<)\3—g>\2+2>\—

Por el teorema de Cayley-Hamilton se cumple que:

—<A3—2A2+2A—%[) =0=24% —5A2+4A—-T=0=2A"—5A4% +44> - A =0

Por lo tanto

2A —TA® +9A? —5A+ 1 = (2A" —5A% + 447 — A) —2A° + 54> —4A+ 1 =0
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5.5. Forma candnica de Jordan

Hemos visto que no todas las matrices son diagonalizables. Esto podia ocurrir cuando en
una matriz A la dimension del subespacio invariante generado por un autovalor no coincide con
la multiplicidad del autovalor.

donde \; es una raiz del polinomio caracteristico de multiplicidad m;.
Nuestro objetivo ahora es encontrar una matriz J lo més sencilla posible, semejante a la matriz
cuadrada A, es decir, existe una matriz regular (invertible) P tal que

J=P AP

5.5.1. Forma candnica de Jordan de orden 2

Sea A € Moya(R).

Caso A: Las raices del polinomio caracteristico son reales y distintas A; # As. En este caso la
matriz A es diagonalizable y su forma canénica de Jordan coincide con la matriz diagonal.

AP VI
J—D_<0 A2)

Caso B: Lasraices del polinomio caracteristico son reales y coinciden \; = Ay = \. Calculamos
S1(A) que es el subespacio invariante asociado al autovalor \.

S1(\) = {7 € R? tal que A7 = A0} = {# € R? tal que (A — X)¥ = 0} = ker(A — \I)

(a) Si dim(S;(\)) = 2 entonces existe una base de R? formada por autovectores, por
tanto A es diagonalizable. En este caso la matriz diagonal es:

A0
1=p=(3 %)

(b) Si dim(S;(\)) = 1 entonces no podemos encontrar una base en R? de autovectores
de A, aplicamos el siguiente lema.

Lema 1 Si A tiene dos autovalores iguales A entonces (A — AI)* =0
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Demostracién: Si A\, es un autovalor doble de una matriz 2 x 2, el polinomio
caracteristico sera P(\) = (A — \,)?. Por teorema de Cayley-Hamilton, sabemos
que toda matriz satisface su polinomio caracteristico, por lo tanto se cumplird que

(A= N2 =0

A través de este lema tenemos entonces que (A—A\I)? = 0, es decir, ker((A—\I)?)
R2. Definimos el subespacio S3(A\) = ker((A—\I)?) = R% Como n; = dim(S;()\)) =

podemos encontrar un vector s tal que

Uy € Sy(A) — S1(N)

1

es decir, un vector iy € Sa(A), pero uy ¢ Si(A). Tomamos:
ﬁl - (A - )\I)ﬁg

Puede verse facilmente que @; € Si()\), ya que (A — M)y = (A — A%y = 0.
Ademés 1y y s son linealmente independientes y ninguno de ellos es el vector nulo,
por tanto {uy, s} son una base de R?. En esta base tenemos:

(A= XDy =0 = A, = M,
(A—)\[)’l_[gz’l_[l :>A172:171+)\172

Por lo tanto la matriz de la aplicacion lineal en esta base es:

=(33)

Ejemplo:

Consideremos la matriz A = ( j ,17 , la forma de Jordan asociada seré J = ( g é )
. -1 01 1 0 -1
y la matriz de paso P = 1 o ) con P = 1 1) dado que

S1(6) = ker(A — 61) = {(o, @) € R? tal que a € R}

Proposicion 10 Dada una matriz A € Mayo(R) siempre se puede encontrar una matriz J €
Moyyo(R) de alguna de las formas siguientes:

A0 A1
0 A 0 A
y una matriz P € Mays(R) de determinante no nulo (invertible) tal que:

A=pPJjp!
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5.5.2. Forma canodnica de Jordan de orden 3
Consideremos ahora una matriz A € M3.3(R).

Caso A: Las raices del polinomio caracteristico son reales y distintas A\; # Ay # A3. En este
caso la matriz A es diagonalizable y su forma canoénica de Jordan coincide con la matriz

diagonal.
A 000
J=D= 0 X O
0 0 X3

Caso B: \; = )\, es una raiz doble y A3 es una raiz simple.

(a) Sidim(S1(A1)) = 2 entonces A es diagonalizable y en este caso la matriz de Jordan
asociada a la matriz A es la matriz diagonal.

A 00
J=D = 0 A O
0 0 X

(b) Sidim(S1(A\1)) = 1 entonces con S;(A;) y S1(A3) no se genera un conjunto de vectores
que sean base de todo el espacio R3. De nuevo calculamos So(\;) = ker((A—\1)?) y
tomamos iy € S3(A1)—S1(A1), posteriormente tomamos @; = (A— Ay I)uy. Tomamos
i3 € S1(A\3). El conjunto {i;, iy, i3} si es una base de R3, la matriz asociada a la
matriz A respecto de la nueva base es, por lo tanto:

A 10
J = 0 XN O
0 0 X3
Ejemplo:
2 -1 0
Tomemos la matriz A = 0 2 0 |.Laforma de Jordan asociada a esta matriz
1 0 1
2 1 0 1 1 0 1 1 0
sera J= 0 2 0 |,conmP=|0 -1 0 |yP?'=| 0 -1 0 |, dado
0 0 1 1 0 1 -10-1 01

que |[A— M| =0= (2—X)*1 —\) =0y tenemos que

S1(2) = ker(A —2I) = {(a,0,a) € R? tal que a € R} = dim(5;(2)) =1

Sy(2) = ker((A — 21)%) = {(a — 8,8, ) € R® tal que o, B € R} = dim(S(2)) = 2
Si(1) = ker(A —1I) = {(0,0,a) € R® tal que a € R}
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Caso C: ) es una raiz triple del polinomio caracteristico:

(a) Si dim(S1(\)) = 3 entonces A es diagonalizable y en este caso la matriz de Jordan
asociada a la matriz A es la matriz diagonal.

A0 O
J=D=| 0 X 0
0 0 A

(b) Sidim(S1(A\)) = 2, calculamos Sy(\) = ker((A — \I)?), buscamos iz € Sa(A\) — S1(\)
y tomamos iy = (A — A )us € Si(N). Como Si(\) es un espacio de dimension 2,
podemos encontrar «; € Si(A) linealmente independiente de iy € S;(A). De este
modo tendremos que {uy, U, U3} es una base de R?, que cumple que:

Aﬁl - )\ﬁl
Atly = Ay
Aﬁg = TIQ + )\ﬁg

En dicha base la matriz semenjante a A es la forma de Jordan siguiente:

A0 0
J=1 0 X 1
0 0 A
Ejemplo:
-2 1 -1
Si tenemos la matriz A = 0 -1 0 |, lamatriz de Jordan asociada sera
1 -1 0
-1 0 0 1 -1 0 0 1 0
J = 0 -1 1 |,conP=[1 00 |yP'=]|-1 1 0 |,dadoque:
0 0 -1 0O 1 1 1 -1 1

|JA—X|=0= (1+X)>=0, por lo tanto A = —1 es un autovalor triple.
Ademas Si(—1) =ker(A+ 1) = {(a — 3,0, 3) € R? tal que o, f € R} =
= n; = dim(S;(—1)) = 2 VA+I1)P?=0= Sy(-1) =ker((A+ 1)} =R* =

= ng = dim(5y(—1)) =

Tomamos w5 = (0,0,1) € Sg(—]_) —S1(—1), Uy = (A+ DN =(—1,0,1) € S1(—1) y
= (1,1,0) € S;(—1) linealmente independiente de s
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(c) Sidim(S;(\)) = 1, calculamos Sy(\) = ker((A—AI)?). Tendremos que dim(S;()\)) =

2 y, por tanto, So(\) no cubre todo R? y deberemos calcular S3(\) = ker((A —\I)?),
donde de forma similar que en el Lema 1 tenemos que (A — AI)? = 0, por tanto

S3(A\) = R3. Elegimos iz € S3(A\) — S2()\) y tomamos
Uy =(A— ANy vy 1t =(A—N)iuy
Se da la siguiente relacion de inclusion
Si(A) © S2(N) € S3(N) =R’

Ahora {1, iy, 3} si son base de R? y en esta base tenemos que:

Aﬁl - )\ﬁl
Atly = Uy + Ay
Atig = 1y + Az

por lo tanto la matriz de Jordan asociada seré:

A1 0
J=|1 0 X 1
0 0 A
Ejemplo:
1 -1 1
Dada la matriz A = 1 0 0 |, al calcular su matriz de Jordan obtenemos
0 -1 2
1 1 0 1 1 0 0 1 0
J=1 011 |,conP=|10 0 |yP!'= 1 -1 0 |, dado que el
0 0 1 1 1 1 -1 0 1

polinomio caracteristico de la matriz es |[A — M| = (1 — \)?, por lo tanto A = 1 es
una raiz triple y ademas:

S1(1) =ker(A—1) = {(a,a,a) € R? tal que @ € R} = n; = dim(5;(1)) =1

So(1) =ker((A —1)? = {(a, B,0) € R3 tal que a, B € R} = ny = dim(Sy(1)) = 2
(A1) = 0= Sy(1) = ker((A — 1)) = R® = ng — dim(S5(1)) = 3

Tomamos 43 = (0,0,1) € S3(1) — Sa(1), Uy = (A —I)u3 = (1,0,1) € Sa(1) — Si(1)
y iy = (A—1)i=(1,1,1) € S(1)
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5.5.3. Forma canédnica de Jordan de orden n

Ahora ya estamos preparados para calcular la matriz de Jordan asociada a una matriz de
cualquier orden.

Primero de todo denominaremos matriz elemental de Jordan de orden k£ y autovalor A € R
a la matriz Ji(\) cuyos elementos son todos nulos, excepto los de la diagonal principal, que
toman el valor A y los situados inmendiatamente encima de la diagonal que toman el valor 1:

A1 0 - 00
00X 1 - 00
000 A - 00
SN =1
00 0 -+ A1
00 0 - 0 A

Llamaremos matriz de Jordan a cualquier matriz cuadrada formada por la yuxtaposicion
de matrices elementales a lo largo de la diagonal principal, de la forma:

Ju) 0 0
0 Ju(a) -0
0 0 o Ju(\)

A continuacién veamos como calcular la matriz de Jordan en un caso general a la vez que
lo compaginamos con un ejemplo.

Consideremos el espacio vectorial V' de dimension n y el endomorfismo f:V — V

Primer paso: Calculamos la matriz asociada a la base canoénica ya que es la méas facil de
calcular en caso de que nos den las ecuaciones paramétricas o cartesianas del endomor-
fismo. O si nos dan la matriz de f asociada a cualquier otra base trataremos en ese caso
de diagonalizarla. En cualquier caso, supongamos que conocemos la matriz asociada al
endomorfismo,

f(Z) = AT
Lo primero que haremos entonces es calcular su polinomio caracteristico y sus raices:
PA)=[A=X|=A=X)"(A=X)™ - (A= A\)™

en este caso tenemos r raices distintas, Ai, Ag, ..., A, con multiplicidades algebraicas
mq, Mo, ..., m,, respectivamente. Recordad que debe verificarse lo siguiente:

m1+m2+---+mr:dim(V):n
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Ejemplo - Premer Paso:
Supongamos el siguiente endomorfismo f : R® — R® cuya matriz asociada respecto de
la base canoénica es la siguiente:

9 1 -1 0 0 0
79 -1 1 -3 -1
7T 2 6 1 -2 0
A= -1 -1 1.8 0 O
2 2 -2 0 8 O
-1 -1 1 0 0 8

Calculamos el polinomio caracteristico:
P(\) = |A—\I| = 262144 — 196608\ + 61440\% — 10240\ 4+ 960A* — 48)\° + A% = (A —8)°
de manera que tenemos un tnico autovalor A = 8 de multiplicidad algebraica m = 6 =

dim(RS).

Segundo paso: Para cada autovalor A (omitimos los subindices para no hacer engorrosa la
notacion), calculamos la siguiente cadena de subespacios:

{0} € Si(A) € S5(A) € -+ C Si(N)

donde Si(A\) = ker((A — AI)¥). A partir de m, multiplicidad algebraica de ), o incluso
antes, la cadena se estabiliza, es decir, existe un niimero p < m tal que para todon > p
se tiene lo siguiente:

Sn(A) = 5p(A)

A S,(A) se le denomina subespacio mdzimo invariante asociado al autovalor A. Calculamos

n; = dim(S;(\)) donde j =1,2,....p
O<n<ng<---<np=m
Por lo tanto tendremos
S1(0) € SN S+ S Sp(A) = Spia(A) = o = S(N)

Ejemplo - Segunds Paso:
Calculamos entonces 51 (A = 8) = ker(A — 81)

;

X X1 0
X2 o 0
ker(A —81) = i?’ € R® tal que (A — 81) i?’ = 8 >
4 4
X5 x5 0
L Tg Tg 0
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1 1 -1 0 0 0 xTq X1+ X9 — T3 0
7T 1 -1 1 -3 -1 To Tx1 4+ 19 — X3+ T4 — 3T5 — Tg 0
7T 2 -2 1 -2 0 T3 - Txy + 209 — 223 + 14 — 275 - 0
-1 -1 1 0 0 0 Ty - —X1 — To + T3 - 0
2 2 -2 0 0 0 5 2r1 + 219 — 223 0
-1 -1 1 0 0 0 T —Ty — To + T3 0

Se puede uno dar cuenta que la primera ecuacion es igual que la cuarta y la sexta, pero
con signo negativo y la quinta ecuacion es el doble que la primera, por tanto tenemos el
siguiente sistema equivalente:

T1+ T9 — T3 0
71’1+£L’2—£L’3+l’4—31’5—1’6 = 0
71’1+2!L’2-2!L’3+1’4—2£L’5 0

La matriz de este sistema es de rango tres y por tanto tenemos un sistema compatible
indeterminado, con tres ecuaciones y seis incognitas, de manera que podemos poner tres
incognitas en funciéon de las otras tres, por ejemplo:

ry = —T9+ I3
Ty = 55(32 — 55(33 + 233'5
Tg = —XTo+ T3z — Ts

Una base de vectores de S;(8) = ker(A — 81) sera por tanto:

( 3

-1
1
0
b}
0

-1

\ Vs

De manera que dim(ker(A —87)) = dim(S1(8)) =ny =3 <m = 6.
Calculamos entonces Sy (8) = ker((A — 81)?)

=N O OO

1
_— O Ot = O =

(A—8I)?=

1
e O T O B e

O O OO oo

OO o oo

S OO o OO

-1
-1

-1
-1
-2
1
-2
1
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( \

€T T 0

) ) 0

ker((A — 81)?) = i?’ € R® tal que (A — 81)? ig = 8

4 4
T T 0
L T Te 0 )

1 0 0 0 -1 -1 Ty T — T — Tg 0
1 0 0 0 -1 -1 To T — T — Tg 0
2 0 0 0 -2 -2 T3 . 2213'1 - 2(175 — 2(176 0
-1 0 0 0 1 1 Ty - —T1 + 5 + Tg - 0
2 0 0 0 -2 -2 Ts 2213'1 - 2(175 — 2(176 0
-1 00 0 1 1 Tg —x1 + 5 + x¢ 0

de nuevo, podemos ver que todas las filas son dependientes entre si, de manera que tenemos
el siguiente sistema equivalente:

T — x5 — 26 =0= 21 =25+ 24

Este sistema es compatible indeterminado, donde ademas los parametros zo, x3 y x4 que-
dan libres. Una base de vectores del subespacio S3(8) = ker((A — 81)?) sera por tanto

(

1\ /1 /0\/0Y\ /0
o llolfft]]o]]fo
ollo]flo]]1]]o
ollo]lo]]ol]]1
1o ]loflo]]o
(\o/\1/\o/\o/)\o/]|

De nuevo tenemos que dim(ker(A — 8)) = n; < dim(ker((A — 81)%)) =ny =5 < m = 6.
Calculamos entonces S3(8) = ker((A — 81)?)

000000
000000
|00 0000
A=8D"=1"9 000 0 0
000000
000000

por tanto, ker((A — 87)3) = R® y podemos coger como base de ker((A — 81)3) la base
canénica de R®. En este caso p = 3 de manera que S3(8) y tendremos que ng = 6 = m es
en este caso el subespacio maximo invariante.
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Tercer paso: Supongamos que S,(\) es el subespacio méximo invariante, donde recordar que
p < m siempre, como S,_1(A) € S,(\) calculamos

dim(Sp(A) = Sp-1(A)) = dp =np =1 > 1
y tomamos un conjunto de vectores de S,(A\) que no estén en S, (A).
Sean {Up,, Up—1, s Um—dyt+1} € Sp(A) = Sp1(A).

Tenemos entonces que V' = {tp,, Um—1; .., Upm—d,+1} D Sp—1(A). Podemos comprobar facil-
mente que

{(A= A, (A= M) U1, ..., (A= M) Un—g,41} € Sp—1(N)
y son un conjunto de vectores linealmente independientes, pero ademas
(A = Aty (A= M)y, ooy (A = AD)ilg 41} N Spa(N) = {6}
pero
{(A= XDty (A = N1, o) (A = M) tp—qys1 } U Sp_a(A) C Spoi(N)
por tanto como d, = dim(S,(\) — S,—1(\)) se verifica lo siguiente
dp +np—o <np1 = dp <np_y — Np_g = dp_4
de manera que también tenemos el siguiente resultado
dy>dy>->dpy >d,>1

Este proceso se sigue hasta encontrar una base de vectores de V respecto de la cual la
matriz del endomorfismo sea de la forma

A1 0 - 000

0 A 1 0 0

00 X 0 0
In(A) = . .

0 0 0 Al

0 0 0 0 A

Ejemplo - Tercer Paco:

En nuestro ejemplo tenemos que dim(S55(8) — S2(8)) = d3 = n3 — ng = 1, tomamos un
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vector de S3(8) que no esté en S3(8), por ejemplo

1
_ o O O oo

comprobamos que 5 = (A — 81)is € S3(8)

(A —8I)

€ 55(8)

_ o O O OO
OO OO = O

Este vector no pertenece a S1(8) = ker(A — 81), pero en cambio si pertenece el vector

-1
-1
-2
1
-2
1

1

tiy = (A —81)us = € 51(8)

Por otro lado dim(55(8) — S1(8)) = d2 = ny — ny = 2, tenemos que 45 € 52(8) — S1(8),
pero nos falta otro vector, de manera que buscamos otro vector de Sy(8) que no esté en
S1(8) y que sea linealmente independiente de w5, por ejemplo

SO OO O
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y comprobamos que

1
4
. . 5
Uy = (A — 8]) 3 = -1
2
-1

pertenece a Sp(8)
1 0
4 0
5 0
(A—8I) 2171 o
2 0
-1 0

Por tltimo, sabemos que dim(S1(8)) = d; = ny = 3, y como tanto @y como i, pertenecen
a S1(8) y son linealmente independientes necesitamos otro vector para completar una base
de S1(8). Tomamos por ejemplo

— =N O OO

El conjunto de vectores B = {iy, iy, U3, Uy, s, U} forman una base de RC. Calcula-
mos cual es la matriz asociada al endomorfismo respecto de esta base sabiendo que

’J5 = (A — 8])1_[6 = A’l_[ﬁ = ﬁ5 + 8’1_[6
’174 = (A — 8])1_[5 = A’l_[5 = ﬁ4 + 8’1_[5
Uy € Sl()\ = 8) =  Auy = 8uy
Uy = (A — 8[)1?3 = Atz = uy + 8u3
Uy € Sl()\ = 8) = Aty = 8y
U € Sl()\ = ) =  Au;, = 8u,
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i, (A-SD,

T, =(A-8I)E,
% U, =(A-SI).

S ,=ker(A-81)

S, =ker(A-81)°

por lo tanto, la matriz asociada sera

8 00 0 0 O
0 8 1.0 0 O
J— 00 8 0 0 0
000 8 1 0
00 0 0 81
0 0 0 0 0 8

5.5.4. Calculo de las cajas de Jordan

Para cada autovalor realizaremos el siguiente calculo.

Supongamos que A es un autovalor de multiplicidada algebraica m. Puede ocurrir:

En este caso existen m autovectores linealmente independientes asociados a A que forman
una base de S;(A) y la matriz del endomorfismo asociada a dicha base es

A - 0
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2. dlm(Sl()\)) =np <m
a) Calculamos la cadena de subespacios

{0} € S1(A) € S2(N) € -+ € S,p(N)

siendo el subespacio mdzimo invariante Sy(A), donde p < m y n; = dim(S;(N)), j

1,2,...,p.

Sabemos también que dim(S;(A\) — S;—1(N\)) = dj = n; —nj_1,7 = 1,2,...,p donde

d; = ny ademés se verifica lo siguiente:

dj + nj—2 < nj—1 = dj < Nj—1 —Nj_2 = dj_l = dp < dp_l <.

b) Tenemos la siguiente informacion:

= d, nos indica las cajas de Jordan de orden p
» d,_1 — d, nos indica las cajas de Jordan de orden p — 1

= d; — dy nos indica las cajas de Jordan de orden 1

Ejemplo:

<d;

Supongamos que disponemos de la siguiente informacion A € Miax12 donde |A — \I| =

=A=1)*N=2)5(A+1)?

rang(A—1)=10;  dim(S:(2)) =3; rang(A+1)=11;
rang((A—1)%) =9; dim(S2(2)) =6; rang((A+ 1)?) = 10;
rang((A—1)%) =8

y queremos construir la matriz de Jordan.

1. A =1 es un autovalor de multiplicidad algebraica 4.
Como rang(A — I) = 10 entonces n; = dim(S5;(1)) =12—-10=2 < 4
Como rang((A — I)?) = 9 entonces ny = dim(Sy(1)) =12 -9=3 <4
Como rang((A — I)*) = 8 entonces n3 = dim(S3(1)) =12 -8 =4
Tenemos entonces que:
d3 = N3 —Ng = 1
do=ng9g—mn; =1 Por tanto tenemos:
dy =2
ds = 1 cajas de Jordan de orden 3
dy — d3z = 0 cajas de Jordan de orden 2
d; — dy = 1 cajas de Jordan de orden 1
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2. A =2 es un autovalor de multiplicidad algebraica 6.
Tenemos ny = dim(51(2)) = 3 y ne = dim(5,(2)) = 6 de manera que:
d2 =Ny — N1 = 3
=3
ds = 3 cajas de Jordan de orden 2
dy — dy = 0 cajas de Jordan de orden 1

Por tanto tenemos:

3. A = —1 es un autovalor de multiplicidad algebréica 2.

Como rang(A + I) = 11 entonces n; = dim(S;(—1)) =12—-11=1< 2

Como rang((A + I)*) = 10 entonces ny = dim(Sy(—1)) =12 — 10 = 2

Tenemos entonces:
d2 = N9 — N1 = 1
dy =1

ds =1 cajas de Jordan de orden 2

d; — dy = 0 cajas de Jordan de orden 1

Por tanto:

4. Ya podemos construir la matriz de Jordan asociada al endomorfismo:

11
0 1
0 0

_ = O

5.5.5. Aplicaciones: Potencia y exponencial de una matriz

Sea A una matriz cuadrada de orden n y .J su forma de Jordan tal que J = P~ 1AP,
entonces:

1. Ak = pJhp-!

2. et = Pe/ Pt
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= Si J es una matriz diagonal, entonces:

)\If 0o --- 0 eM 0 ... 0

Jh 0 >\’§ -0 J 0 e ... 0
= . . . . € = . . .

0 0 .- M 0 0 ... e

= Si J no es diagonal, entonces:

JE o .- 0
0

0 JEl ... 0
Jk: . .2 . . eJ:

0o ...

0 0 - |J 0 0o --- el

Donde e”i se calcula de la siguiente forma: sea J; = (A\;I + N;) y n; el orden de J;, donde

0O 1 0 0 0
0 0 1 0 0
N | :
0O 0 O 1 0
0O 0 O 0 1
0O 0 O 0 0
entonces e’i = erielNi:
1 1 1 1
2 (n; —2)! (n; — 1)!
0 1 1 1 1
1! (n; —3)!  (n; —2)!
1 1
el = e (ni— 4! (n; —3)!
0 0 0 1 !
1!
0 0 0 0 1
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Ejemplo:

Sea J la siguiente matriz:

310 0 0 0 O
03 1.0 0 0 0
003 1000
000 3 000
00 0 0 2 10
000 00 20
000 0 0 0 4

J:

tenemos entonces que:
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EJERCICIOS
» Diagonalizacion de endomorfismos

. . 2 4 . .
1. Se considera la matriz A = 3 13 |- Hallar los valores propios y vectores propios.

Razonar si es diagonalizable y obtener la matriz de paso que permite diagonalizarla.

2. Hallar los valores propios y vectores propios de la matriz A =

S O N
O O = =
= O O Ot
N W Co ©

-7
3. Sea A = ( 19

de la matriz A.

—6 ) . , . , .
10 /- Encontrar una férmula de recurrencia que dé la potencia n-ésima

4. Una matriz A es idempotente si A = A2, Probar que si A es idepontente sus tnicos
valores propios son 0,1.

5. Encontrar un cambio de base que diagonalice si es posible las siguientes matrices:

-1 2 =2 21 0
A= 2 -1 2 B=|01 -1
2 =2 3 02 4

6. Calcular f(A) = A* + A% + A siendo A = ( ; _; )
7. Sea la aplicacion definida por:

flzyy,2) = (Tx — 2y + 2z, —2x + 10y — 2z, 2 — 2y + 72)

Diagonalizar si es posible por un cambio de base ortogonal su matriz asociada A. Indicar
la nueva base R? a la que esté referida la matriz diagonal.

= O

8. Dada la matriz A = . Estudiar para que valores reales de v y [ puede

o o o
|
o w

Q

diagonalizarse.
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9. Demostrar que toda matriz estocastica A = (a;;), i =1,...,n, j=1,...,n con Zakj =1,VYj
k=1
y a;; > 0 tiene el autovalor 1.
10. Se considera la matriz
1 -4 -1 —4
2 0 5 -4
A= -1 1 =2 3
-1 4 -1 6
Sabiendo que 2 es un autovalor de A, hallar todos los autovalores de A sin necesidad de
calcular el polinomio caracteristico. Sugerencia: utilizar el resultado del ejercicio anterior.
11. Se considera la matriz
1 1 1 1
1 1 -1 -1
A= 1 -1 1 -1
1 -1 -1 1
Se pide:
a) Probar que es diagonalizable y encontrar una matriz ortogonal P que permita dicha
diagonalizacion.
b) Diagonalizar A% y A~L.
12. Calcular aplicando el teorema de Cayley-Hamilton la inversa de la matriz:
1 20
A= -1 3 1
0 1 1
13. Considerando la base canénica de R? y A la matriz asociada a un endomorfismo referida

a dicha base, se sabe que los subespacios
Vi ={(z,y,2) € R’ tal que x+y+z =0}y Vo = {(7,y,2) € R® tal que 71—y =0, 2—y = 0}
estan asociados respectivamente a los autovalores A =1y A = % Calcular:

a) La matriz diagonal asociada al endomorfismo.
b) Calcular la matriz M = 2A* — 7TA3 + 9A% —5A + 1
c¢) Calcular la matriz N = A3 —4A=2 4+ 5A~" + 41
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14.

15.

16.

17.

18.

Describir razonadamente las dindmicas fundamentales del movimiento de un movil de
ecuaciones:

Tyl = gl’t + 3yt

Y41 = —%l’t — 2y

Zpy1 = —6xy — 6By — %Zt

donde {x, y;, 2, } representa las coordenadas de la posicion del movil en t-ésima transicion.

a) Si el movil inicialmente se encuentra en el punto (1,0,1) donde se encuentra en la
vigésima transicion.

b) ;Existen posiciones invariantes?

¢) ;Qué ocurre a largo plazo si la posicion inicial se encuentra en la recta que pasa por
el origen y tiene la direccion del vector (—1,1,0) o la del vector (0,0,1)?

En Soria hay dos supermercados de alimentacion, Villar y Mutnioz. Se sabe que el 70 %
de los que van a comprar al supermercado Villar vuelven a comprar al ano siguiente,
pasandose el 30 % a la competencia. Analogamente, el 60 % de los que compran un ano
en el autoservicio Munoz vuelven a comprar en dicho establecimiento al ano préximo,
pasandose el 40 % restante a comprar al supermercado Villar.

En el ano 2001 entraron 1200 clientes en el supermercado Munoz. ;Cuantos clientes
entraron en el supermercado Villar en el ano 2001 si en el ano 2002 entraron el mismo
numero de clientes en ambos establecimientos?

Siendo xg e yo las poblaciones iniciales de conejos y zorros respectivamente, se sabe que
el nimero de conejos en cualquier mes es la mitad de la poblacion de conejos del mes
anterior y que el naumero de zorros en dicho mes es la suma de la poblacion de zorros méas
la mitad de la de conejos en el mes anterior. Calcular las poblaciones de zorros y conejos
a largo plazo. ;Se extinguird alguna de las especies mencionadas? Razonar la respuesta.

Un estudio realizado sobre la comunidad de ingenieros superiores en telecomunicaciones
revela el hecho siguiente: el 90 % de los hijos de padres ingenieros superiores en telecomu-
nicaciones cursan estudios de ingenieria en telecomunicaciones y solo el 20 % de los que
no lo hicieron consiguen que sus hijos cursen dicha carrera. ;Cuél sera el porcentaje de
estudiantes que cursaran la carrera de ingenieria superior en telecomunicaciones después
de muchas generaciones suponiendo un solo hijo como descendencia en cada familia?

Una rana que se encuentra en el vértice de un cuadrado tiene probabilidad 1/2 de ir, de un
salto, a cada vértice contiguo. Si inicialmente esté en el vértice A, hallar la probabilidad
de que se encuentre en cada uno de los vértices después de n saltos.
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19.

20.

21.

22.

A B

D C

Una agencia naviera tiene su flota distribuida entre los puertos de Barcelona, Malaga y
Mallorca. De los barcos que al comienzo de cada mes estan en Barcelona, al final del mes
solo vuelve la mitad, un 20 % se va a Malaga y el resto a Mallorca; de los que estan en
Malaga, a fin de mes un 20 % se va a Barcelona, un 40 % a Mallorca y el resto vuelve a
Maélaga; y de los que estaban a principio de mes en Mallorca, un 80 % regresa y el resto
va a Barcelona.

Suponiendo que la flota es constante.

a) Plantear en forma matricial un modelo que represente la distribucion de la flota.

b) Sabiendo que en el instante actual hay 350, 500 y 200 barcos en Barcelona, Mélaga y
Mallorca, respectivamente, determinar el nimero de barco que habréa en cada puerto
al cabo de k meses.

c¢) {Cudl sera la flota de barcos en cada puerto a largo plazo?.

Una agencia de transportes tiene la flota de camiones distribuida entre Madrid, Sevilla y
Barcelona. De los camiones que hay al principio de cada mes en Madrid, al final del mes
vuelven la mitad, la cuarta parte va a Sevilla y el resto a Barcelona; de los que estdn en
Sevilla, la tercera parte vuelve y el reto va a Barcelona; y de los que estaban al principio en
Barcelona, la mitad se va a Madrid, la cuarta parte a Sevilla y el reto vuelve a Barcelona.
Suponiendo que el nimero de camiones de la flota permanece constante. Calcular el tanto
por ciento de camiones que hay en cada ciudad al cabo de k meses.

= Matriz de Jordan

0

Reducir la matriz A = ( 9 4

) a su forma de Jordan y dar la matriz de paso.

Encontrar la forma de Jordan de A = ( 10

bl ) y calcular A°.
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23. Encontrar la forma canoénica de Jordan y el cambio de base correspondiente de las si-
guientes matrices:

3 2 -2 0 -1 -2 —2 0 -1
(a)A=| 0 4 -1 bB=[1 3 1 @Cc=| -1 -1 -1
01 2 1 0 3 1 0 0
3.0 0 1 0 2 1 2 3
D=0 10 @E=| -1 -1 -1 ] ®OOF=|0 2 3
1 2 0 0 0 -1 00 3
0 -1 -1 -1 0 -3
@G=[-2 1 1| ma= 3 2 3
2 2 2 -3 0 -1

24. Demostrar que la aplicacion lineal f : R3 — R? dada por:
flz,y,2) = (x4 2,2y + 2,32 — x)
no es diagonalizable.

25. Hallar segtn los valores de a y b la forma candnica de Jordan de la siguiente matriz:

—1 a 0
0 -1 o
0 0 2
26. Calcular e”, donde
3 0 0
A=11 3 0
0 1 3
27. Calcular e” en los siguientes casos:
10-1 4 13 4 2 =2
(a) A= 5 3—-1 7 1; (b)A=1| 0 5 1
-9 -4 —12-1 0 -1 3

28. Sea la matriz A € My5415 donde A — X[ = (A —3)°(A+2)*( A+ 1)3(A —1)3
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rang(A — 31) = 12; dim(S;(—2))
rang((A —3I)?) = 10; dim(Sy(—2))
rang(A+1) = 12;

2;
4;

construir la matriz de Jordan.

dim(51(1))

1
dim(S,(1)) = 2



Capitulo 6

Espacios Vectoriales Euclideos

6.1. Definicién de Espacio Euclideo

6.1.1. Definicién y ejemplos.

Una gran variedad de hechos geométricos se basan principalmente en la posibilidad de
medir las longitudes de segmentos y los angulos entre ellos. En el lenguaje de los espacios
vectoriales no se incluyen las palabras longitud y dngulo. Lo que vamos hacer a continuacion es
anadir esas dos nuevas palabras a la estructura de espacio vectorial para dotarle de una nueva
estructura matematica que contenga conceptos que no se pueden describir en el lenguaje de
espacio vectorial.

Para ello definiremos en el espacio vectorial un tipo de multiplicaciéon que llamaremos pro-
ducto escalar. Seré una operacion no interna ya que la multiplicacion de dos vectores no sera
un vector sino un escalar y a través de este producto escalar introduciremos los conceptos de
longitud de un vector y de dngulo entre vectores.

Cuando trabajamos con un cualquier espacio vectorial R™ definiamos el producto escalar
del siguiente modo:

—

Yy = (1’1,,23‘2, ,LIZ‘n) : (y17y27 7yn) = Zmzyz
i=1

11

A partir de este producto escalar podiamos definir la norma de un vector:

121 = \fa3 + a3+ .. + a2

y el angulo que forman dos vectores:

e di

1] 1171l

93

cosf =
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Por tanto, todo espacio vectorial que esté dotado de un producto escalar lo denominaremos
espacio euclideo.

Definicion 33 (Espacio Euclideo) Un espacio vectorial real V se dice euclideo si hay una
regla que asigne a cada par de vectores T,y € V un nimero reral llamado producto escalar de
los vectores T e 1, que a partir de ahora lo designaremos (X, 1) (para diferenciarlo del producto
escalar usual), de manera que se cumplen las siguientes propiedades:

a) Simétrica: (Z,v) = (y,Z) para todo T ey €V.

b) Distributiva: (Z,§+ Z) = (Z,9) + (¥, Z) para todo ¥, y, Z € V.
c) (A\Z,9) = MN(Z,y) para todo T e ij €V y todo \ € R.

d) (&, Z) > 0 para todo & # 0.

Eremplos:
1. Supongamos dos vectores en R?, Z = (21, 23) e ¥ = (y1,y2) y definimos
— o 1 1 U1
o - a1 1)(2)
(T,9) = xy1 + Tay1 + Yo1 + 2y2T9

esta aplicacion de R? x R? es un producto escalar. Comprobarlo como ejercicio.

2. Si¥ = (x1,72), ¥ = (y1,92) € R?y definimos (Z, ) = 2,91, esto no es un producto escalar
en R2. Comprobarlo como ejercicio.

3. Sea C([a,b]) el espacio de las funciones reales continuas definidas en el intervalo [a, b], y
definimos el siguiente producto escalar de las funciones f (z) y g (x)

()= [ 1@ -g@)ds

Se puede comprobar facilmente que C ([a,b]) es un espacio euclideo. Demostrarlo como
ejercicio.
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6.1.2. Matriz del producto escalar

Supongamos un espacio euclideo £ de dimension finita n y sea B = {€}, s, ..., €,} una base

de E. En esta base tenemos que

i=1

utilizando las propiedades (b) y (c) del producto escalar tenemos que:

n n
(Z,9) = E Ti€i, E Yi€i
i=1 i=1
esto se puede reescribir como:
) Tp)

<f,y_> = (1’172172,

donde la matriz

<€1, gn) <€27 €n>

=D wiy; (@, 6)

i=1j=1

<€n7 51) Y1

: Y2

(€n, €n) Yn
<€n7 gl>
(€ns €n)

recibe el nombre de matriz del producto escalar con respecto a la base B. Esta matriz es siempre
simétrica y todos los elementos de su diagonal principal son positivos.

Podriamos preguntarnos si estas dos condiciones son suficientes y necesarias para que una
matriz P sea matriz de un producto escalar. La respuesta a dicha pregunta es negativa. Para
que un matriz cuadrada represente un producto escalar, dicha matriz debe ser simétrica y defi-
nida positiva. Cuando veamos formas bilineales y cuadraticas explicaremos mas en detalle estas
ca- racteristicas. De momento nos conformaremos con saber que una matriz es definida positiva
si todos sus autovalores son positivos o, de forma equivalente, si todos sus menores principales

son positivos.

Definimos los menores principales de una matriz dada A =

aiq a12 A1p

921 929 cee Aon
como

Qp1 Ap2 cee Apn
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los determinantes:

a;p G2 a3

, As=| an agx a |,.., An:|A\

a1 Q2
Al = a1, Az =
21 Q22

azyp a3z as3

6.1.3. Longitudes, Angulos y Ortogonalidad

La longitud, norma o moédulo de un vector & en un espacio euclideo E se define como

17 = V{7, %), Tek.

En el ejemplo 3 de la seccion anterior, donde considerabamos las funciones reales continuas
definidas en el intervalo [a, b], tendriamos

1l = /|f<x>|2da:, fec(ab).

Sabemos que todo vector de norma uno se denomina wunitario, y también sabemos que
todo vector # no nulo de un espacio euclideo puede normalizarse simplemente dividiendo por
su norma. De manera que definido un producto escalar podemos definir la bola unidad como
todos aquellos vectores 7 € E tales que [|Z]] < 1, mientras que la esfera unidad seran todos
aquellos vectores tales que ||Z|| = 1.
iOjo!, tanto la bola como la esfera unitaria dependeran del producto escalar que estemos
considerando.

Por dltimo dados dos vectores cualesquiera pertenecientes a un espacio euclideo £, definimos
el coseno del dngulo que forman entre ellos dos como:

{7, 9)

cosf = TS TTaT—
1211 {171

Para que esta expresion tenga sentido necesitamos que el valor absoluto de este cociente sea
menor o igual a 1, para ello tenemos la siguiente proposicion.

Proposicion 11 (Desigualdad de Schwarz) En todo espacio euclideo E,

(&1 < 121 171

para todo T e ij € E.
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EJERCICIO: Demostrar la proposiciéon anterior.

Con el producto escalar dado en R" la desigualdad de Schwarz se escribe de la forma:

(7 9)| =

<

n
E €TilYi
i=1

n n

2 2
E %E Yi
i=1 =1

y en el espacio euclideo C ([a, b]) tenemos

< \/ / o, <a:>>2da:\/ / (g (@) da

Por ultimo diremos que dos vectores de un mismo espacio euclideo Z,y € E son ortogonales
o perpendiculares si su producto escalar es cero:

<:1_;",?J> =0

[ 1@ g

Cuando trabajamos con el producto escalar usual y consideramos los espacios euclideos R?

y R3, la idea de ortogonalidad coincide con el hecho de que los vectores formen un angulo de
7/2 radianes (90°).

6.2. Bases Ortonormales

En un espacio euclideo £ una base se dice ortogonal si todos sus elementos son ortogonales
dos a dos, si ademaés todos los elementos de la base son de norma unitaria se dice que la base
es ortonormal.

En el ejercicio 1 de este tema se demuestra que, en un espacio euclideo, todo conjunto de
vectores ortogonales dos a dos son linealmente independientes. Nos gustaria probar ahora que
en todo espacio euclideo existen bases ortogonales, para ello vamos a utilizar un proceso de
ortogonalizacion que permite obtener una base ortogonal a partir de cualquier base del espacio
vectorial. Este proceso es denominado proceso de Gram-Schmidt.

Teorema 10 (Método de Ortononalizaciéon) Sean T, s, ..., %y, ... una sucesion finita o
infinita de vectores linealmente independientes en un espacio euclideo E y sea Ly = L (T, %o, ..., Ty) ,
el subespacio vectorial generado por los k primeros vectores. Entonces, existe un conjunto de
vectores i, Yay -y Y, --- tal que:
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a) El subespacio vectorial Ly, = L (ij1, ifa, ..., §i) coincide con Ly = L (%1, %y, ..., Z1) para
todo entero positivo k.

b) El vector 341 es ortogonal a Ly para todo entero positivo k.

Cuando decimos que #j1 es ortogonal a Ly lo que queremos decir es que 71 es ortogonal
a todos los vectores de Lj,.

Teorema 11 En todo espacio euclideo E de dimension finita existen bases ortonormales.

Ejemplo:

Todo lo expuesto anteriormente se ve mucho més claro realizando un ejemplo. Dados los
vectores ¥1 = (1,0,0), %5 = (4,—2,0) y Z3 = (1,1,5) vamos a construir a través del método
de ortogonalizacion de Gram-Schmidt tres vectores ¥, 7> e 43 tres vectores ortogonales
entre si, cuando en R3 consideramos en producto escalar usual.

1. Tomamos y; = 71
2. Tomamos 7> = T + a1 y elegimos o de manera que ¥; e ¥ sean ortogonales:
0=191 %=1 (T2+ay) = (¥ - T2) + (V1 - 1)

(gl : _»2> (gl : f2) (17 07 O) : (47 _27 O)

o= ——= = — 5 = — 1 = —4

de manera que %> = (4,—2,0) —4(1,0,0) = (0, —2,0)

3. Finalmente tomamos ¢35 = &5 + S191 + [ovz v elegimos [y y (2 de manera que 3 sea
ortogonal a 1 e s

0=15-y1 = (T5+ Bt + Bot) - th = (T3 - 91) + B (1 - 1)
de donde tenemos que

_ (f3gl) _ (f3gl) _ (1>1’5)'(1>0’O) _
fl=—g—i =y = — =—1
(1 5h) 171 1

por otro lado

0=15-1% = (T5+ [iyi + o) - Yo = (T3 - o) + P2 (V2 - )
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de esta manera tenemos

By = _(53'g2) _ _(53'g2) :_<17175)'(Ov_270) :1
(72 - 32) 121" 4 2

por tanto 73 = (1,1,5) — (1,0,0) + 5 (0, —2,0) = (0,0,5)

4. Como puede apreciarse §; = (1,0,0), 7o = (0,—2,0), g5 = (0,0,5) es una base ortogonal
con el producto escalar usual de R3.

6.3. Proyeccién ortogonal

6.3.1. Definiciones

Definicién 34 Diremos que dos subespacios Wi y Wy de un espacio vectorial euclideo E son
ortogonales, W1 L. Wy, si todos los vectores de Wy son ortogonales a todos los vectores de W.

Propiedades:

1. Wy y W5 son ortononales si y s6lo si todos los vectores de una base de W, son ortogonales
a cada uno de los vectores de una base de Ws.

2. Si Wi L Wy se tiene que Wy N W, = {6}

Definicién 35 Dado un subespacio vectorial W de un espacio euclideo E el conjunto
W+ ={y € E tal que § L ¥ para todo & € W}

es un subespacio vectorial de E (comprobarlo como ejercicio), que recibe el nombre de comple-
mento ortogonal de IW.

Proposicion 12 Sea W un subespacio vectorial de un espacio euclideo E, entonces E es suma
directa de W y W+:
E=WaoWwt
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De esta proposiciéon se deduce que
dim(W) + dim (W) = dim (E)

A continuacién vamos a definir lo que es la proyeccion ortogonal de un vector ¥ € E
sobre un espacio vectorial W.
Si consideramos el subespacio vectorial W de un espacio euclideo E, sabemos que £ = W QW+,
por tanto ¥ € F posee una descomposicion tnica de la forma & = ¢+ 2 donde ¢ = Py (¥) € W
vy Z = Py. () € W, de manera que § sera la proyeccién ortogonal de Z sobre W, mientras
que 7 sera la proyeccion ortogonal de Z sobre W+.

El angulo que forma un vector £ € E con un subespacio vectorial W se define como el
angulo que forma ¥ con Py (Z). Por lo tanto, tendremos que:

@ P (@) _ @ADL, 1P @
G I E R 1

cosf =

donde 6 es el angulo que forma ¥ con el subespacio vectorial W.

6.3.2. Expresion matricial del vector proyeccién sobre un subespacio

Sea S un subespacio vectorial generado por el conjunto de vectores linealmente indepen-
dientes {1, iy, ..., Uy} del espacio euclideo E. Construimos la matriz A cuyas columnas estén
formadas por las coordenadas de los vectores {1, iy, ..., Uy }, entonces la proyeccion de cualquier
vector sobre el subespacio S viene dada por

Ps(Z) = A(A'PA)'A' P&

donde P es la matriz del producto escalar definido en el espacio euclideo.
Por tanto Py = A(A'P A)~'A' P la definiremos como la matriz proyeccién asociada al
subespacio S.

Propiedades de la matriz proyeccion:
1. P% = Ps, es decir, la matriz proyeccion es idempotente.

2. Cuando consideramos el producto escalar habitual tenemos Py = A(A! A)~! A’ y entonces
se cumple que P§ = Pg, es decir, Ps es simétrica.

Ejemplo:
Calcular la proyeccion ortogonal de los vectores & = (1,1,1) € R3 e i = (1,2,—1) € R?
sobre el subespacio S generado por {(1,1,0),(1,0,1)}, teniendo en cuenta el producto escalar
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habitual. Para ello primero calculamos la matriz de la proyecciéon sobre S, teniendo en cuenta
1 0 0

que P = 0 1 0 =
0 0 1

Por lo tanto

11 11
() (s (3)) (-
0 1 0 1
(1 (2 1)—1<110>_1 L (24)(110);x
0 1 1 2 1 0 1 3 0 1 -1 2 1 0 1
1 2 1 1
:>Pg:§ 1 2 -1
1 -1 2
Asi, la proyeccion de @ sobre S sera:
1 1 2 1 1 1 4
Pg(f)ng 1 :g 1 2 -1 1 :>PS(JJ)—— 2
1 1 -1 2 1 2
Y la proyeccion de i sobre S seré:
1 1 2 1 1 1 1
Psy=pPs| 2 | =51 2 - 2 |=rsip=| 2 | =4
-1 1 -1 2 -1 -1

ya que y € S
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EJERCICIOS
» Producto escalar

1. Si los vectores no nulos 1, s, ..., Z, son todos ortogonales entre si en un espacio euclideo,
demostrar que también son linealmente independientes.

2. (Cuéles de las siguientes funciones ( , ) : R? x R? — R? definen un producto escalar?:

a) (T,Y) = 191 + 2x2y2 + 2y172 — 321y,
T, ?J} = T1Y1 — T2Y2

) (
) (
) {Z,Y) = z1y1 + 221y + 3122 + TT2ys
) (
) (

S

o

d

e

T, 1Y) = m1y1 + 222y + 311y + 3Yy179
T, Y) = 2x1y1 + 3x2y2 + 221y2 + 2y129

Justificar la respuesta. Encontrar la matriz, en la base candnica, de aquellas funciones
que sean producto escalar.

3. Encontrar la expresion analitica del médulo de un vector y del coseno del dngulo de dos
vectores en R? para aquellas de las funciones de ejercicio 2, que sean producto escalar.

4. Dada la siguiente matriz

37 10 —4
10 28 14
—4 14 25

a) Verificar que define un producto escalar en R? respecto de la base canénica.
b) Hallar el producto escalar de los vectores © = (1,0,1), ¥ = (0,1, —2).

c¢) Hallar un vector ortogonal al vector ¥ = (1,0, 1).

5. Se considera el espacio vectorial de los polinomios de segundo grado, Ps[z] = {ax?®+br+c,
con a,b,c € R}, y dados dos elementos de P;|x], se define la operacion

() - q(a)) = / p(t) - q (1)) dt

a) Demostrar que se ha definido asi un producto escalar en P|x].

b) Calcular el producto escalar de p (z) =z y ¢(x) =1 — x.
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10.

11.

12.

13.

14.

. En el espacio vectorial M35 (R) de las matrices reales de orden 3, demostrar que

(A, B) = traza (AB")
es un producto escalar.
= Ortogonalizaciéon

Sean 7} = (—2,-2,1),7, = (0,—1,0) y ¥5 = (1,—1,0) tres vectores linealmente inde-
pendientes de R3. Definimos un producto escalar en R? afirmando que {1, Z5, T3} son
una base ortonormal. Encontrar la expresion analitica de este producto escalar en la base
candnica de R3.

Sean 7; = (1,2,0,0),Z, = (1,0,0,2), y @5 = (1,—1,—1,2) tres vectores de R*. Sea
W = L (%, %5, 73) el subespacio engendrado por {7, ¥2, T3} .

a) Encontrar una base ortonormal {¥}, U, U3} de W usando el método de Gram-Schmidt
de ortonormalizacion.
b) Extender la base encontrada en (a) a una base ortonormal de R*.

Sea (7, ) = x1y1 + (21 + 22) (Y1 + y2) + (¥1 + 22 + 23) (Y1 + Y2 + y3) un producto escalar
de R3. Encontrar una base ortogonal en M C R? si

M = {7 € R? tal que z; + 225 + 323 = 0}
Sean 7 = (1,2,3,4),75 = (0,3, -2,1), 73 = (1,1,0,0) € R%. Encontrar todos los vectores
de la forma 3 + oy + S22, con «, f € R que sean ortogonales a Ty y ¥s simultaneamente.

Sean @ = (1,2,0,—1,0) b= (0,1,-1,1,0),¢= (0,0,1,2,1) € R®. Descomponer ¢ en dos
vectores, uno de ellos combinacion lineal de @ y b y el otro ortogonal al anterior.

Sea E un espacio euclideo. Demostrar que @ + v y @ — ¢ son ortogonales si y s6lo si
]| =7 -

Dados dos vectores a y b en un espacio euclideo, encontrar un tercer vector ¢ ortogonal a
b y tal que @ se descomponga en la suma de ¢ con un vector de la direccion de b.

Encontrar una base ortogonal en el espacio P[z] = {az? + bz + ¢, con a,b, c € R} de los
polinomios de grado menor o igual que 2 en el intervalo [—1, 1] donde se ha definido el
siguiente producto escalar para todo p (z),q(z) € Py[z]:

(
() - qlx)) = / o
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15. Construir una base ortonormal para el espacio o subespacio vectorial dado

a) H = {7 € R tal que 2xy — 3wy + x5 + 424 — 75 = 0}

b) H es el espacio de soluciones de

r—3y+2z2=0
—2rx4+2y—32=0
dr — 8y + 5z =0

16. Demostrar que si dos matrices P y () son ortogonales, entonces P() también es ortogonal.
= Proyecciéon Ortogonal

17. Probar que dado un subespacio vectorial W de un espacio euclideo E, y sea ¥ € E. Si
T =19y+ Zconye W, se tiene que

121 = [ Pw (D)l

18. Encontrar el complemento ortogonal del subespacio W de E cuando:

a) E=TR3 W es el espacio generado por 4 = (1,0,1) y 7 = (2, —1,1)
b) E=RY W = {7 € R* tal que 21 + 2o + 23 + 24 = 0y 211 — 5 = 0}

En ambos se considera el producto escalar usual.

19. En los siguientes apartados se dan un subespacio H y un vector v, en cada caso encontrar
Py (7), una base ortonormal para H', y escribir ¥ =d@+b donde @ € H y b€ H*

a) H={(z,y) c R? tal que z +y=0},7=(-1,2
b) H:{(zayaz) €R3 tal que 317—2?/—!—62:0},27: (_3>1a4)
C) H:{(zayaZ,W) €R4 tal quex:y’wzgy}’ﬁ’: (_1’2’3’1)

20. Sea F = (1,1,1) el vector de la fuerza que mueve una masa puntual a lo largo de la recta
(x,y,z) = A(0,1,2). Calcular la proyeccion de F' sobre la recta.

21. Hallar la matriz proyeccion para el subespacio de R* generado por los vectores (1,1,1,1)
y (0,1,2,—1). Hallar la proyecciéon de los vectores @ = (1,—2,1,0), v = (2,—1,—-4,5) y
w = (1,0,1,0) sobre el subespacio anterior. Interpretar el resultado.
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22. En R? se considera el producto escalar cuya matriz respecto a la base canonica es

1
1
1

N DN =

1
2
3

y el subespacio U = {(z,y, 2) € R? tal que z = —2 = y}.

a) Calcular el angulo que forman los vectores (1,0,0) y (0,1,0)
b) Encontrar una base de U~.

¢) Encontrar la proyeccioén ortogonal de (1, —2,0) sobre U+,
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Capitulo 7

Formas Bilineales y Cuadraticas

7.1. Formas bilineales

7.1.1. Definiciones

Definiciéon 36 (Aplicaciéon bilineal) Dados tres espacios vectoriales U, V- y W definidos
sobre un mismo cuerpo K (K =R o C) se dice que la aplicacion f : U x V. — W tal que

VieU VyeV, f(Z,§)eW
es una aplicacion bilineal si f es lineal en ambas variables, es decir

a) f(@1+ T2, 9) = f(Z1,9) + f(Z2,9) para todo T1,72 € U y para todo y € V

b) f(aZ,y) = af(Z,¥) para todo a € K y para todo & € U, y para todo §j € V.

c) (@ g + 1) = [(Z,91) + [(Z,92) para todo T € U y para todo §1, 9 € V
(Z,

d) f(Z, ay) = af(Z,y) para todo a € K y para todo & € U, y para todo yj € V.
Ejemplas:
= f:R? X R? — R? donde f (7,9) = (vay1 + 22192, 11Y3)
M Moy (R) X Mopsr (R) — Mo,y (R) donde M (A, B) = A- B

Definicién 37 (Forma bilineal) Cuando W = K, donde K = R o C, la aplicacion bilineal

se denomina forma bilineal.
f:UxV —K

VeeUVyeV, f(Zy) eK

107
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Ejemplos:
s Cualquier producto escalar de los que hemos visto es una forma bilineal.
» f:R2xR® — R donde f (Z,7) = (w2y1 + 22192 — T193)
s M Miym (R) X Mpx1 (R) — R donde M (A, B) = A- B
Definicion 38 Sea V' un espacio vectorial. Una forma bilineal f:V xV — R se dice:
a) Simétrica: si f (Z,9) = f (¢, Z) para todo T,y € V.
b) Antisimétrica: si f (Z,9) = —f (¢, %) para todo Z,y € V.

Proposicion 13 Toda forma bilineal se puede representar como la suma de una forma bilineal
simétrica y una forma bilineal antisimétrica.

7.1.2. Forma matricial de una forma bilineal

Anélogamente a las aplicaciones lineales, las formas bilineales pueden caracterizarse ma-
tricialmente. Para ello consideremos una forma bilineal cualquiera f : R” x R™ — R y sea
B ={é,é,, ..., €, } una base cualquiera de R" y B’ = {¢é}, €}, ..., €], } una base de R™ de manera
que

n
para todo 7 € R", ¥ = E x;€;
i=1

para todo y € R™, ¢ = Zyjé;
j=1

luego

asi construimos la matriz

11 A2 - Aim
Q21 Q22 -+ Qa2m

A= : : : € Mism (R)

Qp1 Ap2 - Apm
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de manera que

a1 a2 A1m n
- a a A9m Y2 ~
f(zay) (xlazQa In) 21 22 2 = (CB[ZIZ’])t ACB’[?J]
ap1  Ap2 Apm Ym

donde Cj[7] son las coordenadas de 2 en la base By Cp/[y] son las coordenadas de ¢ en la base
5.
A la matriz A la denominaremos matriz de la forma bilineal.
Eremplo:
= Consideremos la siguiente forma bilineal
flzy,2), (w,v) =ulz+2)
la matriz de la forma bilineal en las bases canénicas es

10
A=10 0
10

7.1.3. Cambios de base en una forma bilineal

Cualquier matriz A de una forma bilineal f : R" x R™ — R estara asociada a unas bases
By de R™ y By de R™, de modo que si tenemos & € R" e ¢y € R™, entonces

f(@.9) = (Cp[a])" - A+ Cg,[4]
donde Cp,[Z] y Cp,[y] son las coordenadas de 'y de ¥/ en las bases By y Ba, respectivamente.
Al igual que haciamos con las aplicaciones lineales podemos realizar cambios de base de una
forma bilineal. De este modo, si consideramos ahora las bases B] de R" y B de R™, en estas
bases tendremos una matriz B asociada a la forma bilineal, de modo que

1@, 5) = (Csy[7])" B+ i [
donde ahora donde Cg [7] y Cg,[y] son las coordenadas de 7 y de ¢ en las bases B} y By.

Teniendo en cuenta que, usando las correspondientes matrices de cambio de base, podemos
escribir Cp [7] = ]\/[21 Cp, (7] y Cpyly] = Mg§ Cp,|y] tendremos que

(C;[4])" B Cigylif) = (C,[])" A Ci,[i] =
(ME Cs,[#) BME Coyli) = (o [a1) (ME) BME Co i) = (O [1))' AT, 7] =

t
A= (M) BME
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7.2. Forma cuadraticas

7.2.1. Definicién

Definicion 39 Sea una forma bilineal simétrica f :V x V. — R. Se llama forma cuadrdtica
asociada a dicha forma bilineal simétrica, a la aplicacion Q@ : 'V — R tal que para todo
TeV, Q)= f(77)

Ejemplo:
n Q(Z) = ana] + a1pw1@2 + a3
= Q(7) = alle + CL2233§ + a33$§ + @1221T2 + Q137123 + A23T2X3

Dada una base de V' en un espacio vectorial de dimension n, B = {é1, é, ..., €,}, la forma
cuadratica puede expresarse como:

ay; G2 - Aip xy
ao1 Q92 -+ Aoy €2

— —t —

Q (%) = (x1, 9, ..., Ty) ] . ] ) = TF'AT
ap1 Qp2 " App T,

donde A es una matriz simétrica asociada a la forma cuadratica ) en la base B, y por consi-
guiente
a;; = f(€;,€;) paratodoi,j=1,2,...n

A la expresion anterior la llamaremos expresion matricial de la forma cuadratica () con res-
pecto a la base B. Desarrollando la expresion obtenemos la expresion polinémica de la forma
cuadrética respecto a la base B que resulta ser un polinomio homogéneo de segundo grado con
n variables: .
Q (f) = Z akkxz + Z QCLijLL’Z‘LL’j
k=1 i#j
Para pasar de una expresion a otra hay que tener en cuenta que los elementos de la diagonal
principal en la expresioén matricial resultan ser los coeficientes de los cuadrados en la expresion

polinémica, y que los elementos restantes de la matriz resultan ser la mitad de los coeficientes
de los términos no cuadraticos en la expresion polinémica.
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Ejemplos:

= Obtener la expresion polinémica de la forma cuadrética:

—1 T
0 )
2 T3

1
Q (7) = (21, w2, 73) 4
1

O O =~

= Obtener la expresiéon matricial de la forma cuadratica:

Q (%) = 23 — 53 — 1179 + 47973

7.2.2. Forma canodnica de una forma cuadratica

Sabemos que la expresion matricial de una forma cuadratica () respecto de una base B
vendra dada por Q (%) = (C[i])" ACjy[Z], donde A es una matriz simétrica, pero una matriz
simétrica es siempre diagonalizable, por tanto existira una base del espacio vectorial V' formada
por autovectores del endomorfismo asociado a la matriz A en B, respecto de la cual la matriz
de dicho endomorfismo serd una matriz diagonal D formada por los autovalores de A. Pero
ademas, por ser A simétrica, los subespacios propios del endomorfismo serén ortogonales dos a
dos, y por tanto, ortonormalizando cada uno de ellos es posible obtener una base ortonormal
de autovectores de A, a la que llamaremos B’ = {u;, Uy, ..., U, }.

Sea P la matriz de paso de B’ a B, (que seré ortogonal por ser B’ y B ortogonales) de manera
que:

D=P'AP

pero ademés se cumple que si P es una matriz ortogonal entonces P~ = P?
Aplicando la propiedad anterior tenemos entonces que:

D= P'AP

Ademaés sabemos que si tenemos la matriz A de una forma cuadrética en una base B y
queremos obtener la matriz B de dicha forma cuadratica en una base B, tendremos que B =
P'AP donde P es la matriz de cambio de base de B a B’, segtin hemos visto en la seccion
anterior. Por lo tanto, si B’ es la base ortonormal en la cual la matriz A es diagonal, tendremos
que la matriz de la forma cuadratica en la base B’ sera diagonal.

De este modo hemos probado que toda forma cuadratica puede expresarse de la forma

QF) = Mz
k=1



112

Formas Bilineales y Cuadraticas

a esta expresion la llamaremos forma canénica de la forma cuadrética @), donde ahora ¥ esta
n

expresado en la base B’ = {uy, Us, ..., U, }, es decir, ¥ = E 23U, -

Ejemplo:

k=1

= Encontrar la forma candnica de la siguiente forma cuadratica

Q (f) = 31’% + 31% + 4129 + 8123 + 4023

y las ecuaciones del cambio de base necesario.

La matriz de la forma cuadratica en la base candnica sera

3 2 4
A= 2 0 2
4 2 3

Los autovalores de esta matriz son A\; = —1 doble y Ay = 8 simple. Por lo tanto la matriz

de la forma canoénica sera
-1 0 0
D= 0 -1 0
0 0 8
. : . 1
Como los autovectores ortonormales asociados a dichos autovalores son ; = — (—1,0, 1)

V2
iy = ——=(1,—4,1) asociados a A\ = —1 y u3 = = (2, 1,2) asociado a Ay = 8 La matriz
y U2 3\/5( ) 1 y us 3( ) 2

ortogonal de cambio de base sera

~

I
w|§ o N|§

|

[\
afsefels
WIN W Wb

Teorema 12 (Método de Jacobi) Consideremos la expresion matricial de una forma cua-
drdtica Q (%)

aypy Qi - Aip T
A1 Q22 -+ QAgp o)

Q (f) = (xla T, ..., xn)

Gp1 Ap2 - Gpp Tn
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donde la matriz A verifica:

11 a2
Al = an#0; Ay = #0;...
G221  A22
ail 12 o Qip—1
a1 22 o A2p—1
Apy = . . TUl#0; 41 #£0
Ap—11 Qp—12 **° Qpp-1

Entonces existe otra base respecto de la cual Q) se expresa candnicamente como:

) A 4]
Q (%) :Alzf+A—iz§+-~-+ An_lzi

Ejemplo:

= Encontrar la forma candnica de Jacobi del ejemplo anterior.

En el ejemplo anterior teniamos la matriz de la forma cuadrética A =

Tendremos que:

A =3; A2:’§ ’:—4; Ay =|A| =8

2
0

—4 8 4
Por lo tanto, @ (%) = 327 + ?zg + —4z§ =327 — gzg — 223

_ N W

[N Rl \V]

W N =~

Teorema 13 (Ley de Inercia de las formas cuadraticas) Sea Q (%) una forma cuadrdti-

ca en un espacio vectorial euclideo V. Si Q) (Z) se escribe de la forma

Q@) => M}
k=1

(7.1)

en la base B, = {iy, Uz, ..., Un}, con \y € R y A\, # 0 ,k=1,2,...,p, y también se escribe de la

forma

Q) =) axr}
k=1

(7.2)

en la base B, = {U1,Vs, ..., 10}, con ag, € Ry ap # 0, k = 1,2,...,q, se tiene que p = q =
rang (A), donde A es la matriz asociada a la forma cuadrdtica en la base candnica, y el nimero

de coeficientes positivos y negativos de (1) y (2) coinciden.
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El ntimero de términos que aparecen en la forma canoénica de una forma cuadratica @ (7)
recibe el nombre de indice de inercia de la forma cuadrética, el niimero de términos positivos
se llama indice de inercia positivo de la forma cuadratica y el nimero de términos positivos
se llama indice de inercia negativo de la forma cuadratica.

7.3. Clasificacion de formas cuadraticas

7.3.1. Definiciones

Veremos como se pueden analizar el signo que toma una forma cuadratica real examinando
una de sus matrices asociadas. Para ello comenzamos con las siguientes definiciones:

Definicion 40 Sea A € M., (R) se dice que:

a) A es definida positiva, si y sdlo si T AT > 0, para todo ¥ € R", ¥ # 0
b) A es definida negativa, si y sélo si ' AT < 0, para todo ¥ € R™, & # 0

c) A es semidefinida positiva, si y sdlo si T AT > 0, para todo ¥ € R™, ¥ # 0 y existe
un ¥ € R™, 7 # 0 tal que 7' AT = 0.

d) A es semidefinida negativa, si y sdlo si AT < 0, para todo ¥ € R", ¥ # 0 y
existe un ¥ € R™ & # 0 tal que 'A% = 0.

e) A es no definida o indefinida si no se verifica ninguna de las condiciones ante-
riores

De este modo, surge de manera natural la correspondiente clasificacion de las formas cua-
draticas que recogemos, andlogamente, en la siguiente clasificacion:

Definicion 41 Se dice que una forma cuadrdtica real Q (Z) : R — R es:

a) definida positiva, si y sdlo si Q (¥) > 0, para todo ¥ € R", & # 0
b) definida negativa, si y sdlo si Q (¥) < 0, para todo € R", & # 0

c) semidefinida positiva, si y sdlo si Q (¥) > 0, para todo ¥ € R", ¥ # 0 y existe un
ZeR" Z#0 tal que Q (¥) = 0.

d) semidefinida negativa, si y sélo si Q () <0, para todo ¥ € R", & # 0 y existe un
ZeR" Z#0 tal que Q () = 0.

e) no definida o indefinida si no se verifica ninguna de las condiciones anteriores.
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7.3.2. Clasificacion

= Criterio de los autovalores:
Sea Q () = ¥ AT la expresion matricial de una forma cuadratica Q. Se tiene:
a) definida positiva, si y so6lo si todos los autovalores de A son estrictamente
positivos.

b) definida negativa, si y solo si todos los autovalores de A son estrictamente
negativos.

c¢) semidefinida positiva, si y solo si todos los autovalores de A son positivos o
nulos

d) semidefinida negativa, si y solo si todos los autovalores de A son negativos o
nulos

e) no definida o indefinida si y s6lo si A posee autovalores positivos o negativos.

= Criterio de los menores principales o de Sylvester:

Sea Q (¥) = ¥ AT la expresion matricial de una forma cuadratica @) y sean:

@11 A12

< 11 a/ll )y 4 12

D Ay =14

los menores principales de la matriz A. Se tiene:

a) Q (7) es definida positiva, si y solo A; > 0,4, > 0,..., 4, > 0.
b) Q (%) es definida negativa, si y solo (—1)" 4; > 0 para todo i = 1,2, ...,n
¢) Q(Z) es indefinida si A; # 0 para todo i = 1,2, ...,n y son falsos (a) y (b).

La teoria de formas cuadraticas es de gran ayuda a la hora de calcular los puntos criticos de
funciones de varias variables. Supongamos que z = f(xy, =, ..., T, ) representa una hipersuper-
ficie de R". Recordad que para calcular los puntos criticos de la funciéon f primero calculamos
su gradiente y buscamos todos aquellos puntos que anulan el gradiente:

Vf(xy,zg,.ixy) = 0

Una vez realizado esto tenemos que clasificar los puntos. Para ello calcularemos la matriz
hessiana que, como recordareis, es simétrica, y estudiamos el signo de la matriz hessiana en
cada uno de los puntos criticos. Si es definida postiva tendremos un minimo y si es definida
negativa un maximo.
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EJERCICIOS
1. Sea f:R? x R? — R la aplicacion dada por
[l y) =3y — 31y + 2202
Calcular:

a) Demostrar que f es bilineal, ;es simétrica?

b

c

)
) Hallar la matriz A de f respecto de la base canénica.

) Hallar la matriz B de f respecto de la base B = {(2,1),(1,—1)}.
d) Hallar la matriz P tal que B = P'AP.

2. Sea f una forma bilineal sobre V' y h un endomorfismo de V. Demostrar que la aplicacion
g:V xV — R definida por g(z,y) = f(h(x),h(y)) es una forma bilineal sobre V.

3. En R* se considera el endomorfismo g : R* — R* que respecto de las bases canénicas

— = = O

= O =
I

— O = =

O~ = =

Se define la siguiente aplicacion f : R* x R* — R, dada por f(u,v) = u - g(v), donde u
y v son vectores de R* y el producto - es el producto escalar euclideo de R%.

a) Prueba que f es una aplicacion bilineal simétrica.

b) Calcula la matriz asociada a f respecto a la base canénica.

c) Halla una base ortogonal para f

4. Encontrar la matriz de las siguientes formas cuadraticas en R™ dadas con respecto a la
base canonica:

a) Q(T) = 2x? — 3wyx9 + 423 + 6123, n =3
3
b) QX)) = (xi—s), s=2%(x1+22+x3), n=3

n

C) Q (f) = ZK]' (Z - ])2 TiTj



7.3 Clasificacién de formas cuadraticas 117

5. Sea A (Z,y) una forma bilineal que tiene la expresion:
A(Z,9) = 2x1y1 + 3x1y2 — Tay1 + T3Y3

con respecto a la base 4, = (1,0,1), 1y = (0,1,0),u3 = (0,1,—1) en R3, donde 7 =
LUy + Tty + T3Us, Y = Y1ty + Yol + YsUs.
a) Encontrar la expresion de A (%, ) con respecto a la base canénica.

b) Encontrar una forma bilineal simétrica B y una forma bilineal antisimétrica C' tal
que A = B+ (', dando las expresiones de B y C con respecto a la base canoénica de
R3.

6. Encontrar la forma canénica de las siguientes formas cuadraticas:

a) 3x? + 2y + 22 — 6xy + 4az2
b) xy+ 2xz
¢) 92% — 3y* + 6y + 18xz + 12y2

7. Sea B = {iy, iy} una base de R? y sea f una forma bilineal simétrica tal que

f (i, 1dh) 1
f(ﬁlvi_j?) =1
f (_)2’ _'2) =0

Calcular:

a) La expresion matricial de la forma cuadratica () asociada a f en la base .

b) Encontrar la expresion matricial de la forma cuadratica @ en la nueva base B’ =
{171, 172} s donde:

v = ’17:14—1_[2

Vo — ﬁl — TIQ
8. Encontrar una transformacion ortogonal que lleve la forma cuadratica en R? dada por:
Q (T) = 627 + das + Tas — da1ma + 41123

a una forma canodnica e indicar esta forma canodnica. Dar también la forma candnica de
Jacobi.
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9. Encontrar la forma canénica de Jacobi de la forma cuadratica siguiente

3 2 4 T
Q(f) = (1’1,1'2,1’3) 2 0 2 )
4 2 3 T3

e indicar también los indices de inercia.

10. Encontrar los valores de o para los cuales la forma cuadratica en R? dada por:
2 + 4y? + 20wy + 202
es definida positiva.

11. Determinar la region tridimensional en la cual la matriz de las derivadas parciales segundas
de la funcion f(z,y, z) = 22+ 3y*+y?2? determina una forma cuadratica definida positiva.



Capitulo 8

Conicas

8.1. Definiciones

Un doble cono recto es la figura que surge al girar una recta g alrededor de otra recta h que
la corta.

ertice

*. Generatriz

La recta h se denomina eje del cono y las distintas posiciones de g, generatrices del
cono; el punto de interseccion del eje con una generatriz cualquiera del cono se denomina
vértice.

Toda figura plana que se obtiene como interseccion de un doble cono recto con un plano que
le corta se denomina una seccién codnica. Segun la posicion del plano de corte, las secciones
coOnicas recibiran nombres diferentes:

a) Si el plano es perpendicular al eje del cono, y no pasa por el vértice, la conica es una
circunferencia. En el caso especial de que el plano pase por el vértice se obtiene
un punto.

119
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b) Si el plano no es perpendicular al eje del cono y forma con dicho eje un éngulo
superior al angulo que forman el eje del cono y una cualquiera de las generatrices,
la conica resultante se denomina elipse, en el caso en el que el plano pasa por el
vértice obtendremos un punto.

c¢) Si el plano es paralelo a una cualquiera de las generatrices la conica se denomina
parabola, excepto si el plano pasa por el vértice, en cuyo caso se obtiene una recta.
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d) Si el angulo que forman el plano y el eje de giro es inferior al angulo que forman el
eje y una generatriz cualquiera, la conica se denomina hipérbola, salvo el caso en
que el plano pase por el vértice, en cuyo caso se obtienen dos rectas que se cortan.

En los casos en los que se obtiene un punto, una recta, o pares de rectas diremos que son
conicas degeneradas.

8.2. La circunferencia y sus propiedades

8.2.1. Definicién

Una circunferencia se define como el lugar geométrico de los puntos P del plano 7 que
satisfacen que su distancia a un punto fijo C, llamado centro, es constante. Esta constante r
se denomina radio de la circunferencia.

|7 =~
Si C(¢1,¢2) y P(x,y) tendremos que
(r—c1)’ + (y — c2)” = 1?

8.2.2. Propiedades

1. Sean A y B dos puntos de un plano. Un punto P del plano pertenece a la circunferencia

en la que A y B son diametralmente opuestos si y sélo si los vectores 1@ y ﬁ son
perpendiculares.
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(')0

2. Consideremos una circunferencia de centro C' y un punto A exterior a ella. Si Py P’ son
los puntos de la interseccion de las tangentes a la circunferencia que pasan por A se tiene

que HEH:Hﬁ . Ademas C'—}>7 es perpendicular a 1@

8.3. La elipse y la hipérbola

8.3.1. Elipse: definicién y elementos

Definicion: Una elipse es el lugar geométrico de los puntos A de un plano 7 cuya suma de las
distancias de A a dos puntos fijos y distintos, llamados focos, I} y F5, es constante:

HﬁH + HEH = constante

Elementos de una elipse: En una elipse, ademas de los focos F; y F5, podemos definir los
siguientes elementos:

1. Si dibujamos la elipse en un sistema de coordenadas cartesianas, el eje que contiene
a los focos se denomina eje principal y al eje perpendicular que pasa por el punto
medio del segmento FiF; se le denomina eje secundario.
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2. El punto medio C entre los focos es el centro de la elipse.

3. La distancia c entre el centro de la elipse y uno de los focos se denomina semidis-
tancia focal.

4. La distancia a entre el centro de la elipse y uno de los puntos de corte de la elipse
con la recta que contiene a los focos se denomina semieje principal.

5. La distancia b entre el centro de la elipse y uno de los puntos de corte de la elipse
con la recta que pasa por el centro y es perpendicular a la que contiene a los focos
se denomina semieje secundario.

6. El cociente ¢ = — entre la distancia focal y el semieje principal se denomina excen-

a
tricidad de la elipse. Como a > ¢ se tiene que 0 < € < 1.

A través del teorema de Pitagoras se da la siguiente relacion:

a’ =b" +
b=+Va?—c=aVl—¢e2

Para todo punto A perteneciente a la elipse se tiene que HmH+H/ﬁ2H = 2a. Si las

coordenadas de los focos son Fi(fi1, f12) v Fa(fa1, fo2) tendremos que

\/(x — )+ (y = f2)® + \/(f — )+ (y— f2)? =2a
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Eje Secundario

b

semige
secunda?io semigje jrincipal

Eje Principal

C /
semidistancia/ >
focal

8.3.2. Hipérbola: definiciéon y elementos

Definiciéon: Una hipérbola es el lugar geométrico de los puntos A de un plano 7 cuya diferencia
de distancias de A a dos puntos fijos y distintos, llamados focos, F; y Fs, es constante:

|77 - |7 | = constante

Elementos de una hipérbola: Para una hipérbola la definicién de eje principal y secun-
dario es la misma que para la elipse. De igual manera definimos el centro C' de la hi-
pérbola y el semieje principal, a. Igualmente podemos definir la semidistancia focal
c.

Sin embargo, en una hipérbola siempre se tiene que ¢ > a de manera que la excentricidad
€ es siempre mayor que 1, € > 1.

De nuevo a través del teorema de Pitdgoras definimos el semieje secundario b como:

b=+vVc*—a?2=ave?-1
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Este parametro b esta relacionado con las asintotas a cada una de las ramas de la hipérbola.

La tangente del angulo que forma las asintotas con el eje principal es tana = —.
a

Para todo punto A perteneciente a la hipérbola se tiene que H‘ﬁ“ — Hzﬁgm = 2a. Si

las coordenadas de los focos son Fi(fi1, fi2) v Fa(fa1, fo2) tendremos que

}\/(x—f11)2+(y—f12)2_ \/(x_f21)2+(y—f22)2} _ 9

Eje Secundario

- semidistancig

foc NEy ieje secundario

~_a
semigje
principal/

Eje Principal
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8.4. Parabola

8.4.1. Definicién

La parabola se define como el lugar geométrico de los puntos A del plano 7 que equidistan
de un punto fijo llamado foco F' y una recta fija d llamada directriz:

HFH — dist(d, A)

8.4.2. Elementos de una parabola

En una parabola, ademas del foco y la directriz, podemos definir el eje de la parabola como
la recta perpendicular a la directriz y que pasa por el foco.

[gualmente, podemos definir el vértice de la parabola como el punto de corte entre la
parabola y el eje. Dicho vértice es equidistante del foco y la directriz.

La distancia p entre el foco y la directriz se denomina distancia focal.

directriz

distanci
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8.5. Nueva definicion de conicas

8.5.1. Definicién general de una cénica

Dada una coénica no degenerada existe siempre un punto F', llamado foco, una recta d,
llamada directriz (ambos en el plano de la cénica) y un ntmero € > 0 tal que todo punto P
de la conica satisface que:

HﬁH — ¢ dist (P,d)

Si e < 1 se tiene una elipse, si € > 1 se tiene una hipérbola y si € = 1 se tiene una paréabola.

A continuacién veamos algunas propiedades de las elipses, de las hipérbolas y de las para-
bolas.

8.5.2. Propiedades

= La tangente y la normal a una elipse en un punto P de ella misma son las bisectrices de
las rectas que unen el punto P con los focos.

= La tangente y la normal a una hipérbola en un punto P de ella misma son las bisectrices
de las rectas que unen el punto P con los focos.
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= La tangente y la normal a una parabola en un punto P de ella misma son las bisectrices
de la normal a la directriz por P y la recta que une el punto P con el foco.

8.6. Ecuacidon de una conica en un sistema de coordenadas
cartesiano

Ecuacion de una circunferencia de centro C'(¢y, ¢) y radio r:

({L‘ — 61)2 + (y — 62)2 = 7’2
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Ecuacion de una elipse de focos F (fi1, fi2) v Fs (fo1, f22):

\/(I - f11>2 + (y - f12)2 + \/(35 - f21)2 + (y - f22)2 = 2a

En el caso particular de que el eje principal y secundario de la elipse sean los ejes coor-
denados horizontal y vertical, respectivamente, el centro de la elipse esta en el origen vy,
por tanto, los focos serfan los puntos Fi (—¢,0) y F3 (¢, 0). En este caso tenemos que

V@—o? +y2+ /(e +0 +y2 = 2

pasando un miembro de la izquierda a la derecha y elevando ambas partes de la igualdad
al cuadrado obtenemos:

2% — 2zc+ A+ y? = 4a® — 4/ (2% + 2zc + 2 + y?)a + 2% + 2xc + A + o

Simplificando llegamos a la expresion:

a\/ (x +¢)* + y? = zc + a®

Elevando de nuevo al cuadrado:

a’ (5172 +2zc+ 2+ yz) = 2% 4 a* 4 2zca®
a’z® +a’c +a’y? = 2’ +a
(az _ 02) 2+ akt = (a2 _ 02)

2

Teniendo en cuenta que en la elipse se da la relacion b = a? — ¢ obtenemos:

022 + a?y? = a2b?

que podemos reescribir de la forma:

1’2 y2
@ e !

En el caso de que la elipse tenga centro C (¢q, ) v ejes paralelos a los ejes coordenados
su ecuacion es:

(f —201)2 4 (?/ - 02)2 —1
a b2
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Ecuacion de una hipérbola de focos F (fi1, fi2) v Fo (fo1, fo2):

\/(‘"E - fll)2 +(y — flz)2 - \/(fE — f21)2 + (y — f22)2 = 4+2a

En el caso particular de que el eje principal y secundario de la elipse sean los ejes coor-
denados horizontal y vertical, respectivamente, el centro se encuentre en el origen y los
focos son los puntos Fy (—¢,0) v Fy(c,0). En este caso tenemos que

\/(x—c)2+y2—\/(x+c)2+y2:j:2a

pasando un miembro de la izquierda a la derecha y elevando ambas partes de la igualdad
al cuadrado obtenemos:

2? = 2xc+ A +y? = 4a® £ 4/ (22 + 2zc + 2 + y2)a + 2% + 2xc + A + o
Simplificando llegamos a la expresion:
Fay/(z +¢)® + 92 = zc +

Elevando de nuevo al cuadrado:

a* (2> +2zc+ F +y*) = 27 +a' + 2zcd’
a’z® + a*c +a*y? = 2°AF+a
(a2 . 02) 22 ta2y? = a (a2 B 02)

2

Teniendo en cuenta que en la hipérbola se da la relacion b> = ¢? — a? obtenemos:

82?4 ay? = —a?h?

que podemos reescribir de la forma:

@2y
a2 b2

Las rectas que pasan por el origen y tienen (a,b) y (a, —b) como vectores directores son
las asintotas de la hipérbola.

En el caso de que la hipérbola tenga centro C' (c1, ¢2) y ejes principal y secundario paralelos
a los ejes coordenados horizontal y vertical, respectivamente, su ecuacion es:

(z — 01)2 _ (y — 02)2

a? b2 =1
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Si los ejes principal y secundario son paralelos a los ejes coordenados vertical y horizontal,
respectivamente, tendremos que la ecuacion de la hipérbola es:

(z — 01)2 (y — 02)2

N - a2 !

Ecuacién de una parabola: Sila directrizes d: x = —g y el foco es el punto F (]—9, O), esto

es, una parabola con vértice en el origen y eje en el eje coordenado horizontal abierta
hacia la derecha:

Hﬁ” —  dist(P,d)

I ACT p
\/<x 2)+y —x+2

Elevando al cuadrado y simplificando:

y2 = 2px

Si el vértice se encuentra en un punto V(cp,co) y es una parabola con eje paralelo al eje
horizontal y abierta hacia la derecha tendremos que su ecuacion es:

(y — 02)2 =2p(x — 1)
mientras que si la parabola es abierta hacia la izquierda tendremos

(y — 02)2 = —=2p(z — ¢1)

Por otro lado, si el eje es paralelo al eje vertical y es una parabola abierta hacia arriba
tendremos la ecuacion:

(z—c1)* =2p(y — c2)

mientras que si la pardbola es abierta hacia abajo tendremos

(z—c1)® = —2p(y — c2)

8.7. Determinaciéon de las conicas

Hemos visto una cénica no degenerada es el lugar geométrico de los puntos P que satisfacen
HﬁH = e dist (P,d) donde F es el foco y d la directriz. Si tomamos F' (c1,¢) y d : axr+by+c =
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0, tenemos entonces que la igualdad Hﬁ H = ¢ dist (P, d) se transforma en:

2 9 lax + by + |
r—c) +tWy—) =e—F—m——
V=) +(y—c) -

donde P (x,y) . Simplificando y agrupando términos obtenemos la ecuacion general de la conica:

Az + By* + Coy+Dx+Ey+F =0

donde
a? +b? — 242
= a?+b* — %
—2e%ab

= —2¢ (a2 + bz) — 2e%ac
= —2¢ (a2 + 62) — 2e%be
(a2 + bz) (Cf + cg) — &%

MmO QW
|

Los términos Ax?+ By?+Cxy se denominan parte principal de la conica y puede escribirse

del modo
(e %))

A C)2
c/2 B

mediante un cambio de base ortonormal y sus autovalores A\; y Ay son reales. Sea () la matriz
del cambio de base, de manera que
i T
-e(3))
( Y ) n

y como () es ortonormal tenemos que Q' = Q! tenemos que:

(x y)<0f/12 Cé2 ) (U;):(ifl y) Q7 < 0,4/12 Cé2 )Q(; ) = Mzt + Aoyt

De este modo logramos eliminar el término xy de la ecuacion general de la conica mediante
un giro de los ejes coordenados. La ecuacion se transforma en:

Tenemos que la matriz A, = es simétrica y por tanto podra diagonalizarse

My + Aoyt 4 by + by +b =0 (8.1)
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8.7.1. Casos que pueden presentarse

A C)2

C/2 B ‘:AM?‘

Consideramos |A,| = ‘

L |Ap| = )\1)\2 >0

En este caso los autovalores tienen el mismo signo y siempre podremos tomarlos positivos,
y tomar A; < Ay, en este caso completando cuadrados la ecuacion (8.1) puede escribirse de la

forma: ) ) , ,
A BN RN 2 ) o Ry
! (xl - 2)\1) T (yl i zAz) Dy, Y

realizando la translacion:

L
Ty = X1+ —
2 1o
Y2 Y1 My
se transforma en la conica:
2 2
) X Y2 _ .
/A 1/
iy . b b3 :
que es la ecuacion de una elipse donde ¢ = o + o b. Como siempre podemos tomar
1 2

0 < A1 < \g entonces la ecuacion anterior es una elipse con los focos en el eje Oxq si ¢ > 0.
Si ¢ = 0 se obtiene un punto y si ¢ < 0 no se obtiene nada puesto que la igualdad anterior
es imposible. En este caso la conica es de tipo eliptico.

A, = AAs <0

En este caso los autovalores A\; y Ao tienen distinto signo y por tanto siempre podemos
tomar A; > 0 y Ay < 0. Al igual que en el caso anterior podemos obtener mediante un cambio
de ejes coordenados y una traslacién una expresion de la forma:

2 2

) Ya
YRR
Si ¢ # 0 se tiene una hipérbola, si ¢ = 0 se tiene:
A
Yo = £y ) — a3
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[ A
que representa un par de rectas de pendiente 4 —A—l. En este caso la conica es de tipo hiper-

. 2
bolico.

w A =M =0

En este caso uno de los autovalores es cero (importante, los dos autovalores no pueden ser
nulos a la vez, ya que en ese caso A, seria la matriz nula), podemos tomar A\; = 0y Ay # 0.

Mediante un giro de ejes coordenados obtenemos:

)\gy% + bllL'l + b2y1 + b=20

b
) =0

Si by # 0 entonces podemos poner:

b\’ b2
A — b —
2 <yl + 2)\2> + 01 <$1 W

y realizando la translacion:

To —

tenemos:

(8.2)

que representa una parabola con el foco en la direccion de x5.

Si by = 0 tenemos entonces que (8.2) adopta la forma:

Aayi + bayr + b

by \? b
Ao <y1+2—)\2) +b——=

y realizando la translacion:
Ty = I
Y2 =

se transforma en:
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b2
donde ¢ = b — —2. Si - > () entonces yo = + - representa dos rectas paralelas, si - 0
4)\2 )\2 )\2 )\2

. . c . . . L. .

se obtiene un punto y si W < 0 se obtiene el conjunto vacio. En este caso la conica se dice
2

de tipo parabolico.

8.8. Invariantes de una conica

Una ecuaciéon de segundo grado en las variables x e y se puede escribir de la forma:

@11 Q12 ai x
an@? + 2a100y + agy? + 2017 +2a0y +a=(x y 1) | ap axn ap Yy
a, as a 1

Cuando igualamos esta expresion a cero obtenemos la ecuacion de una curva de segundo grado,
o conica.

Definicion 42 Denominaremos invariantes de una conica a cualquier expresion formada por
los coeficientes de su ecuacion que no varia al cambiar de sistema de coordenadas a otro me-
diante un giro o una translacion.

Los invariantes de una curva de segundo grado son los siguientes:

11 Q12 a1
Is=| a12 az as
aq a9 a

@11 A12

I = ay; + ag, I, =
Q12 A22

Cuando I3 # 0 diremos que tenemos una conica no degenerada, es decir, una elipse, una
parabola o una hipérbola.
Si I > 0 tenemos una elipse, si Iy < 0 una hipérbola y si I = 0 una parabola.

8.9. C(lasificacién y ecuacién reducida de las conicas

Sea una conica de ecuacion:

anz? + 2a191y + a22y2 + 2012 4+ 2a0y +a =10

y sean \; y Ay los autovalores de la matriz de la parte principal A, = ( ZH le ) Conside-
12 (22

remos también el valor de

an ap

ay a

a22 Ag
a9 a

7= +
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Con esta informaciéon podemos clasificar la conica mediante el siguiente esquema:

TiPO DE CURVA CONICA Ec. REDUCIDA
(I3 # 0 = no degenerada, I3 = 0 = degenerada)

I, - I3 < 0 = Elipse real 9 s I3
L>0 Is70= { I, - I3 > 0 = Elipse imaginaria M+ Aoy = I
Conica con centro - 2 2 _
de tipo Eliptico I3 = 0= Un punto Mzt 4+ Xy” =0
I
I, <0 I3 # 0 = Hipérbola Mz? + \oy? = _73
2

Conica sin centro

de tipo Hiperblico I; = 0 = Dos rectas que se cortan en un punto | Az* + Aoy? =0

Ve
L=0 I; # 0 = Parabola Ly® + 2\/—1—3:5 =0

1

v < 0 = Dos rectas paralelas
I3 =0= ¢ 7 =0= Dos rectas coincidentes Ly + ]l =0
~v >0 = Dos rectas imaginarias !

Conica sin centro
de tipo Parabdlico

8.10. Deteminacién de los ejes y el centro de una cénica

Supongamos que
f(z,y) = ana® + 2a102y + agey® + 2012 + 2a0y +a = 0

representa una conica no degenerada y que tiene centro. A continuaciéon expondremos un método
para calcular los ejes y el centro de una conica.
Para calcular un vector director de los ejes solo tendremos que calcular cualquier autovector

de la matriz
air Qi
A, =
aiz Q22
Para calcular el centro de la conica tendremos que resolver el siguiente sistema:

0
—f = 2&111’ + 2a12y + 2&1 =0

Ox
0
—f = 2&121’ + 2@22y + 2&2 =0
dy

En el caso de una conica de tipo paraboélico nos interesara calcular el vértice y el eje principal
de la parabola.
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Por el teorema de la funcion implicita tenemos que

dy 0f/ox
dr — Of /0y
dy : e
donde tendremos que —— es la pendiente de la recta tangente en el vértice V(z,,y,).

x
(1'07yo)
Sea ¥ = (a,b) un autovector asociado al eje de la pardbola que esta asociado al autovalor

A1 = 0, de manera que la pendiente de este vector es k = —. Si tomamos ¢, = (—b, a) tendremos
a
. 1 a . .
un vector normal, cuya pendiente es =37 coincide con la pendiente de la recta tangente
al vértice.
Tenemos entonces que la pendiente de la recta tangente al vértice es
dy _ 0f/ox 1
d.f(: (%0,Yo) af/ay (%0,Yo) k

Como el vértice pertenece a la parabola tenemos entonces que f(z,,y,) = 0. De manera que
ahora ya tenemos dos ecuaciones con dos incognitas con las cuales podemos sacar el vértice de

la pardbola:

f($07 yO) =0
of [0 1
8f/8y (1'07yo) k

Una vez calculado el vértice de la parabola (z,,y,), junto con ), = (a,b) vector director del
eje de la parabola, podremos calcular la ecuacion del eje principal de la pardbola.
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EJERCICIOS

1. Los puntos A(0,3) y B(4,0) son diagonalmente opuestos en una circunferencia. Halla la
ecuacion de ésta.

2. Escribe la ecuacion de la elipse de focos (—=2,1) y (2,1), y € = 0.8.

3. Completando cuadrados, determina los elementos y escribe la forma canénica de las co-
nicas dadas por
a) 222 +3y* —8x + 30y +71=0
b) 4a? —y* — 4z —3 =0
¢) 922 + 9y? — 36z + 6y + 34 =0

4. Escribe la ecuacion de la hipérbola que tienen su centro en el origen, un vértice en el
punto V(1,0) y un foco en F(2,0).

5. Halla el eje, el vértice y la ecuacion de la parabola cuya directriz es la recta y = —3 y que
tiene por foco F(1,1).

6. Halla la posicion relativa del punto P(2,2) y la elipse

(r +2)? N (y +1)? B
25 6

1

7. Escribir la ecuacion de la elipse con vértices (—1,2) y (=7,2), y el eje menor b = 1.
8. Escribir la ecuacion de la hipérbola con asintotas y = £2x — 1 y un foco en (3, —1).

9. Escribir la ecuacion de las parabolas de foco (2, —1), que pasan por (2,2) y tienen el eje
en la direccion del eje OX.

10. Clasificar la conica y expresarla en su forma canoénica:

a) 22 +y? + 20y —Tx —5y+7=0
b) =222 +y? + 4wy + 20 —1=0

¢) B +y?+4x +4y —2xy =5

d) 222 +y*> + 22y +2x+1=0

e) 8x2 4+ 17y* + 12zy — 8x — 16y = 8
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f) 2? +4y* +4ay — 62— 12y +9 =0
g) 2 —y*+ 22 +6y =13
h) % —2y* —zy+20+5y—3=0

11. Clasificar, para distintos valores de los pardmetros «, § € R, las conicas que admiten por
ecuaciones:

ar? +ay? + 2Bzy + (a+B)(x+y)+1=0
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Capitulo 9

Minimos Cuadrados

9.1. Introducciéon

A la hora de estudiar cierto problema es frecuente obtener una serie de datos (puntos) reco-
gidos de la realizacion de cierto experimento y tratar de explicar estos resultados mediante una
serie de variables. En muchos casos el problema se reduce a encontrar una gréafica que pase por
esos puntos. Dependiendo del tipo de problema determinaremos el tipo de funcién. Por ejemplo,
si un automovil se mueve con velocidad constante y medimos la distancia s(t) recorrida cada
minuto, esperamos que la grafica de la distancia recorrida sea una recta. Un polinomio de grado
superior o una funcién exponencial o logaritmica no serian adecuadas.

Supongamos que sugerimos en nuestro modelo una recta de la forma s = at + b y sabemos
que el automovil pasa por los puntos (1,2),(2,4), (3, 3). Con estos datos nos gustaria determinar
cual es la pendiente u ordenada en el origen de la recta s = at + b

141
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41 +
31 +
s(t)
2 +
1,
0 i : 3 2 5 :

t
Como la recta debe pasar por los tres puntos tenemos entonces que

11 9
12 (b):4
1 3 “ 3

Pero tenemos el siguiente problema, el sistema es incompatible debido a que el rango de la
matriz del sistema es menor que el de la matriz ampliada. De manera que nuestro problema no
se puede resolver con exactitud. En todo caso, lo mejor que podemos hacer es encontrar la recta
que mejor se ajuste a los datos. Pero, jqué entendemos por mejor ajuste? El mejor ajuste es
algo que puede tener distintos significados, dependiendo de cuales de los aspectos de la solucion
se necesiten resaltar. En este caso, supongamos que lo deseable es que la mejor recta sea tal
que los errores en la direcciéon del eje Y sean lo menor posibles.

e1=2—(b+a-1), eg=4—(b+a-2), e3=3—(b+a-3)
entonces el niimero
el +e3+ &5

es minimo. Una solucién para a y b que minimice esta suma de los cuadrados de los errores se
llama solucién de minimos cuadrados.
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9.1.1. Ajuste de minimos cuadrados

Nos podemos plantear también el siguiente problema més general que el anterior. Dada un
subespacio vectorial V' de un espacio vectorial euclideo E, y un vector i que no pertenece a V/,
definimos la distancia del vector ¥ al subespacio V' como

d(g,V) = min{[ly —dl ,a € V'}

SiV es de dimension finita, dim(V') = n, podemos considerar la base ortonormal {dy, ds, ..., @, }
de V. Puesto que cualquier vector de V' se puede expresar como una combinaciéon de los vectores
de esta base, la busqueda del infimo se reduce a encontrar n numeros reales (x1, zs, ..., T, ) tales

que
n n
CL:E Tit; |y y—E i@
i1 i=1
n
sea minimo. Dado que 7+ = 7 — (7,d;) - d@; € V* tenemos

i=1

n 2
Y- E Lily
i=1

n 2

g+ Z (¥,d;) - a@; — Z%ﬁi
i=1

1=1

2
= 71" +

n 2

g+ Z (9, @) — i) - @
i=1

n

> () — ) - d

=1

Como tenemos una suma de cuadrados en la cual el primer sumando es independiente de
las variables {z;},_,, el minimo lo alcanzaremos cuando las variables {z;};_,anulen el segundo
sumando y eso sucedera cuando tengamos x; = (¥, d@;). Por lo tanto, el infimo buscado se alcanza

n

cuando el vector @ es de la forma a = g (Y, d;) - d;, que es justamente el vector de proyeccion
i=1
ortogonal de ¢ sobre el subespacio V.
Si A es la matriz cuyas columnas son las coordenadas de los vectores {d, s, ..., d,}, el

problema anterior es equivalente a encontrar el vector ¥ que minimice

n
Y= E Tia;
i=1

y hemos probado que justamente el infimo se alcanza cuando AZ es el proyectado de ¥ sobre
v,

2
|7 — AZ|? =

AF = A (A'A) 7t Aty
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multiplicando por A’ tendremos

APAT = ATA (A'A) ™ Aly = Aly
de manera que
7= (AA)" Ay
Si elegimos {dy, ds, ..., d,} de modo que sea una base ortonormal, la matriz A esta formada
por vectores unitarios ortogonales entre si y por lo tanto A'A = I, y que tendremos la expresion

anterior quedara todavia mas simplificada, obteniéndose que ¥ = A’y
Volviendo al ejemplo inicial, en el que teniamos

11 9
19 (b): A
1 3 “ 3

9

11 )
A—|1 2 ,f:( ),g: A
1 3 “ 3

pero las columnas de A no estan formadas por vectores ortogonales, por lo tanto
(e (1) (-G (1)-G i)
1 2 3 1 3 a 1 2 3 3 6 14 a
b\ (3 6\ '[9 (b)Y _ (2
a) \ 6 14 19 a) \ 3

Por lo tanto la recta que mejor se ajusta a los datos del ejemplo sera

en este caso

I
I~
s ©
~__
X8

1
= —t+2
S 2—1—

Ejemplo:

Como profesora de la asignatura me gustaria realizar unas estadisticas del porcentaje de
aprobados obtenidos a lo largo del curso en los distintos parciales realizados en clase. Vamos a
tener en cuenta dos tipos de datos, el porcentaje de aprobados sobre el total de matriculados y
el porcentaje de aprobados sobre el total de alumnos presentados al examen.
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Parcial 1 2 3
Porcentaje de aprobados 51.51 20.58 23.52
Porcentaje de aprobados sobre los presentados 54.83 23.33 38.09

Me gustaria trazar una recta que se acerque a los puntos de la tabla. Veamos cual es la
ecuacion de la recta que mejor se ajusta a los datos cuando tenemos en cuenta el porcentaje de

aprobados sobre el total de matriculados en la asignatura.

11 51.51
A=|1 2|, 7= 2058
13 23.52

De manera que

11
Lo (111 (36
#a=(1as)(12)=(5 5

o (LI [ (s
Yy=11 2 3 2309 |\ 16323

Buscamos una recta de la forma y = max + n que mejor se ajuste a los datos y, por tanto,
los parametros m y n tienen que satisfacer que

3 6 n\_ (961N (n)_(3 6 L9561 [ 59.86
6 14 )\ m )~ \ 163.23 m )=\ 6 14 163.23 ) — \ —13.995
luego
y = 59.86 — 13.995x

De manera que en el proximo parcial deberia esperar un porcentaje de aprobados del

y =59.86 — 13.995 -4 = 3.88 %

Realizando el mismo estudio pero cuando tenemos en cuenta el porcentaje de aprobados
sobre el total de alumnos presentados obtenemos

111 11 n 111 04.83
1 2 3 1 2 m )=\ 123 2333 | =
13 38.09
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3 6 n\ _ (11625  (n\_ (3 6 ~ [ 116.25 N
6 14 )\ m )~ \ 21576 m )=\ 6 14 215.76
n 55.49
( m ) = ( 837 ) =y = 55.49 — 8.37x

por tanto, en el proximo parcial se espera un porcentaje de aprobados del 22 % sobre el total
de los presentados al examen: y = 55.49 — 8.37-4 = 22.01 %

9.2. Aplicaciones

9.2.1. Regresion Lineal

Hemos visto que la relacion entre dos variables x e y es la ecuacion lineal y = ax + b. Ya
hemos comentado anteriormente que datos experimentales dan lugar a un conjunto de puntos
{(z;,v:)};—, v nos planteamos la busqueda de una recta lo més proxima posible al conjunto de
puntos anterior. Hemos visto que la recta de minimos cuadrados es aquella recta para la que se
minimiza la suma de los errores cuadraticos. Los coeficientes (a, b) de dicha recta se denominan
coeficientes de regresion lineal que se obtienen al tratar de minimizar

n

Z (yi —a— bl“i)z

n=1

9.2.2. Regresiéon Multiple

Supongamos que un experimento implica dos variables independientes = e y, asi como una
variable dependiente z.

Una modelizacion sencilla para ajustar los datos experimentales {(z;, y;, z;) };—, consiste en
utilizar un modelo lineal z = a + bx + ¢y, de manera que se minimice

n

Z (z; —a —bx; — cyi)2, donde a,b,c € R

1=1

Esto nos lleva a buscar la solucién de minimos cuadrados del sistema

I x oy Z1
Iz o ch 2

1z, yn Zn,
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9.2.3. Minimos cuadrados con factorizacion QR

e Introduccion:

Supongamos que hemos recogido los siguientes datos

1 1 1 2 3 4

1 1 1.0005 2.0001 2.99999 3.899999
1 1.0003 1.35 2.004 3.0001  3.9888
1 1.003 2.3 2.002  3.001 4

-+ N <8

y queremos encontrar el hiperplano que mejor se ajuste a los datos, donde ¢ sera la
variable a explicar y x,y y z las variables explicativas. En este caso tenemos que estimar
la ecuacion del hiperplano t = a+ bx + cy + dz que mejor se ajuste a los datos. Formamos
entonces la matriz A

11 1 1
11 1 1.0003
A 1 1 1.0005 1.35
a 1 2 20001 2.004
1 3 299999 3.0001
1 4 3.899999 3.9888
de manera que
11 1 1 1
11 1 1.0003 a 1.003
1 1 1.0005 1.35 b | 2.3
1 2 2.0001 2.004 c | | 2002
1 3 299999 3.0001 d 3.001
1 4 3.899999 3.9888 4
en este caso tendremos que
1
a 1.003
b . t -1 ¢ 2.3
c | (A A) A 2.002
d 3.001
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Para calcular la matriz A*A obtenemos

11 1 1
1 1 1 1 1 1 11 1 1.0003
1 1 1 2 3 4 1 1 1.0005 1.35 B
1 1 1.0005 2.0001 2.99999 3.899999 1 2 20001 2.004 n
1 1.0003 1.35 2.004 3.0001  3.9888 13 299999 3.0001
1 4 3.899999 3.9888
6 12 11.901 12.343

12 32 31.601 32.314
11.901 31.601 31.211 31.916
12.343 32.314 31.916 32.75

cuyo determinante es casi nulo

6 12 11.901 12.343
12 32 31.601 32.314
11.901 31.601 31.211 31.916
12.343 32.314 31.916 32.75

|ATA| = =9.1147x 107"

Nos encontramos ante el caso de una matriz A’A mal condicionada. Por lo general esto
significa que un error numérico pequeno en una operacion en los calculos de cada renglon
causa un error muy grande en la solucién, cuando tratamos de calcular la inversa. Como
respuesta a este problema puede usarse la factorizacion QR de A.

e Factorizacion QR:

La factorizacion QR se basa en que cualquier matriz A € M, «,, con m columnas li-
nealmente independientes, y por lo tanto n > m, puede escribirse como producto de dos
matrices, una ortonormal @) € M,,,, (con columnas ortonormales) y otra triangular su-
perior R € M,,,«,, invertible. Este procedimiento es muy ttil en los calculos numéricos,
en especial para aproximar los autovalores y autovectores.

Es facil, pero no necesario, llegar a férmulas para ) y R con base en las ecuaciones del
proceso Gram-Schmidt. Lo que se hace en la practica es ortonormalizar las columnas de
A para obtener () y a continuacion se determina R con

R=Q'A

va que Q'A = Q'QR = IR = R dado que al ser ) ortonomal tendremos que Q! = Q*
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Ejemplo:

Determinar la factorizacion QR de

—_ = =
—_
— = O O

Sea u; = (1,1,1,1),uy = (1,-1,1,1) , 45 = (0,0, 1,1).
Aplicando el proceso Gram-Schmidt tomamos

v =1 = (1,1,1,1) = ||th]| = V4 =2
T A 1 311 .
iy 2 jm:(— )=>||Uz||=\/§

V1 - U1 2’_5’5’5
5 us - v us - vy 2 11 R 2
= iy — - = 0,2,= | = ]l =4/

y formamos la matriz ) poniendo como columnas los vectores Til , 112 , 113 =
ol (2] 175]]

N = N~ N = N

como R = (QQ'A entonces

S
Wl Do —
ol ol%
D Wl N =
e e
|
— =
— = O O
|
[}
P

(e}
ol% ol
D Wl N =

“|% ol
D Wl DN =
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e Aplicaciéon de la factorizacion QR en el cilculo de minimos cuadrados:

La idea fundamental para utilizar la factorizacion Q)R en el célculo de regresiones se debe
a que las matrices ortogonales preservan las longitudes, por tanto también lo hardn con
la longitud del error cuadratico.

Volviendo al ejemplo de la introducciéon de esta seccion tenemos que

11 1 1 1
11 1 1.0003 a 1.003
AF — T 1 1 1.0005 1.35 b | 2.3
o 1 2 2.0001 2.004 c | | 2.002
1 3 299999 3.0001 d 3.001
1 4 3.899999 3.9888 4
Dado que A tiene columnas linealmente independientes podemos escribir A = QR. Si ¥ =
1
a 1.003
b ., L. L - - 2.3
. es una solucién por minimos cuadrados de AZ =t con t = 9 002 tendremos
d 3.001
4

que A'A7 = A't = (QR)' QRZ = (QR)'t = R'Q'QR% = R'Q't = R'RT = R'Q't =

= R7 = Q'

Observar que RZ = Q'f equivale a 7 = R~ 'Q', ya que R es invertible. Sin embargo, en
lugar de invertir R es mas facil usar la sustitucion para el sistema RZ = Q't teniendo en
cuenta que R es una matriz triangular superior.

En nuestro ejemplo tenemos

1 1 1

1 1 1.0003
1 1.0005 1.35

2 2.0001  2.004
3 2.99999 3.0001
4 3.899999 3.9888

— = = = =

Ortonormalizando las columnas utilizando el método de Gram-Schmidt obtenemos
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—0.14727 —0.14727 —0.1386 0.28895 0.72153 —0.57734
—0.37885 —0.37781 0.83008 —0.14283 0.065414 0.004001

2.99999 3.0001
3.899999 3.9888

g —g —0.14727 —0.37885
? —? —0.14727 —0.37781
? —g —0.1386  0.83008
= v
o 0 0.28895 —0.14283
g g 0.72153  0.065414
@ @ —0.57734 0.004001
6 4
y por lo tanto
R=QA=
V6 V6 V6 V6 V6 V6
vo Vo Vo 2 Yo A 11 1 1
6 6 6 6 6 6 11 1 1.0003
ovr vz V2 0 V2 V2 i1 1 10005 1.35
4 4 4 4 2 1 2 20001 2.004
1 3
1 4

V6 26 1.9834v6 2.0572v6
0 2v2 1.9499v2 1.9069v/2
0 0 0057677 —0.04087
0 0 0 0.28981

V6 2v/6 1.9834v6 2.05721/6
0 2v2 1.9499v2 1.9069v/2
0 0 0.057677 —0.04087
0 0 0 0.28981

R = Q' =

QO o
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(

\

V6 v6 o V6 Ve V6 V6 .
6 6 6 6 6 6 1003
V2 V2 V2 0 V2 V2 2.3
4 4 4 4 2 2.002
—0.14727 —0.14727 —0.1386 0.28895  0.72153 —0.57734 3.001
—0.37885 —0.37781 0.83008 —0.14283 0.065414 0.004001 4
V6 26 1.9834v6 2.0572v/6 a 2.2177\/6
0 2v2 1.9499v/2 1.9069v/2 b 1.6745+/2
0 0 0.057677 —0.04087 c —0.17933
0 0 0 0.28981 d 1.0778
2.2177v/6 — 2.0572v/6 - 3.7190 + 1.9834+/6 - 0.47392 + 2/6 - 2.2466 »
a= = 1.4613 x 10

V6

~1.6745v/2 — 1.9069v/2 - 3.7190 + 1.9499v/2 - 0.47392

= —2.2466

b
2v/2
~—0.17933 + 0.04087 - 3.7190
= 5.7677 x 102
1.0778
_ _3.71
028081 o710

= —0.47392

Si no hubieramos utilizado el método anterior de factorizacion QR tendriamos

QO >

6 12
12 32
11.901 31.601
12.343 32.314

= (At4)" A

1
1.003
2.3
2.002
3.001
4

11.901 12.343\
31.601 32.314
31.211 31.916
31.916  32.75

— = =

Q o Qe

1

1

1
1.0003

1
1

1 1 1
2 3 4

1.0005 2.0001 3.0000 3.9000

1.35

2.004 3.0001 3.9888

1
1.003
2.3
2.002
3.001
4

=
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a —8.4056 x 1073
b | —2.4192

c |- —0.32326

d 3.7457

Podemos ver que este ultimo método presenta variaciones importantes con respecto al
anterior y es debido a los errores de redondeo cometidos en el calculo de la inversa de A*A

9.2.4. Regresion parabdlica

Si los datos experimentales se agrupan en torno a una parabola, la curva de ajuste sera de
la forma y = a + bz + cz?. Esto significa que tenemos que determinar tres parametros a,b y c,
de manera que se minimice

Z (y, —a— bx; —ca:?)z con a,b,c € R
i=1

Esto implica la biisqueda de la solucién de minimos cuadrados del sistema

2
1 2z 27 U1

2
1 zo x5 Yo

Yn
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EJERCICIOS

1. Halla la solucién aproximada por el método de los minimos cuadrados del sistema sobre-

determinado
1 1
12 (9“" ) —| o
11 y 0

2. Ajustar los datos (0,1),(1,3),(2,4),(3,4) vy (4,5) mediante una funcion lineal f(x) =
a + bz utilizando el método de minimos cuadrados.

—_

3. La ley de Hooke establece que la longitud y que se estira un resorte es proporcional a la
fuerza = aplicada, y = a + bx, donde a es la longitud del resorte y b es la constante del
resorte.

Se colocan cuatro pesos direferentes de 2, 4, 6 y 8 kilogramos en el extremo de un resorte,
siendo las longitudes del resorte estirado 3, 6, 8 y 9 centimetros. Calcular la constante del
resorte.

4. En un parque natural, se estimé durante cuatro anos consecutivos el nimero de ciervos
con que contaba su poblaciéon obteniéndose los siguientes datos

H T; —ano H y; =n° de ciervos H

1 2
2 5
3 8
4 12

Teniendo en cuenta que el crecimiento de la poblacién es exponencial en condiciones
ideales, ajustar estos datos por una funciéon exponencial y = ae®, utilizando el método
de minimos cuadrados. Estimar el nimero de ciervos el ano 5.

5. Los directores de una gran empresa se retinen para analizar la situacion financiera de la
misma. Al estudiar los datos de la tabla que reflejan los beneficios obtenidos durante los
cinco anos que lleva en funcionamiento la empresa, preven que la curva que mejor puede
representar los beneficios durante los proximos anos puede ser una funciéon polinémica
de segundo grado y = a + bz + cz?. Calcular los beneficios que esperan obtener el afio
siguiente
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| ano || beneficio (millones) |

1 1
2 4
3 8
4 15
5 25

6. Se consideran los siguientes puntos (1,1),(2,4),(3,7), (4,9). Estudiar qué funcion es la
que mejor se ajusta a los datos, la lineal y = a + bx, parabélica y = a + bz + cx? o cibica
y=a-+br+ cx® + da?.
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A. Soluciones Tema 1: Matrices y Determinantes

EJERCICIOS

1. Hallar z,y,z y w si

N 3r 3y \ r+4 r+y+6
3z 3w )] \w+z—-2 4w+3

la solucion es: [:17 =2, y=4,z= —%,w = —3]

2. Sean

n 4 T+y
z+w—1 2w+3

3r=x+4

y=x+y+6
z=w+z—-2 [’

3w=4w+3

1 3 2 0 —4
A‘<2—1)YB_<3—2 6)

calcular AB y BA.

1 3 2 0 —4 11
AB_(2—1)(3—2 6)_(1

BA no se puede calcular

-6 14
2 —14

3. Probar que las matrices AA' y A'A estan definidas para cualquier matriz A €

My (R)

Solucion:

A € M,y (R) entonces A® € M, (R)
AAY € Mysm (R) X Myysen (R) = My (R)
A'A € Mpysn (R) X My (R) = Myysm (R)

1
=
1 2 0\/1 2 0
t
AA_(3—14)(3 —14)

4. Encontrar AA' y A'A donde

Il
VRS

2 0
-1 4
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t 1 3
1 2 0 1 2 0 1 2

t _ — _

AA_<3 1 4) (3 -1 4)‘ 2 -l (3 1 4
0 4

) calcular A% y A3. Hallar f (A) donde f (z) = 223 — 42 + 51.
30
—67
52
—117

) encontrar un vector u = ( z ) no nulo tal que

AZ:(zIL —23) :<—98 I?);A?’:(zll —23)3:<g07
F(4) = (i _23)3—4(31 _23)+5<(1) ?)Z(I&f

6. Dada la matriz A = ( le _33
Au = 3u.
1 3 TN _a( %) x+ 3y | 3 N
4 -3 y ) y dr—3y )\ 3y
3
cion del sistema es [:c = %y}, por tanto « = Zyy cony e R

7. Encontrar todas las matrices M = ( :ZC ?i ) q
_ z Yy 1y (11 Ty
r=x+z
(x x+y):<x+z t+y>:> rry=t+y
z t+z z t o
t+z=

La solucioén es [x:t,y:y,zzo’t:t]:M:<t y)

8. Calcular los siguientes determinantes de orden 2:
2 1 31
1 2 0 4

-

cosf —sinf

’ sin 0 cos 0

Y Y

1
b

a
a

_— N
N =

Apéndices
10 -1 12
) =1 -1 5 —4
12 —4 16

xr+ 3y =3x }’ la soli

4xr — 3y = 3y

ue conmutan con A = ( L1 ) .

01

cos sin 6
sinff —cosf
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3 1
04‘—12

a 1

u b‘—ab—a

C(.)SG —sin = cos?f +sin’f =1
sin 0 cosf

cos sin 6
sinff —cosf

':—cosze—sin29:—1

9. Hallar la inversa de las matrices anteriores, en el caso de que exista.
2 1\ 2 1
(1) ()
12 -3 3
31\
0 4 N
-1 b
a 1 — —a-+ab _—a}i-ab — 1 b —1
a b —% %1 alb—1) \ —a a
cosf —sinf \ " B cosf sind
sinfl  cosf ~ \ —sinf cosf
cos 0 sinf \ ' [ cos® sin 6
sinf) —cos@ ~\ sinf —cosf

10. Calcular los siguientes determinantes:

1 4 3 3 2 —1 1 1 1 1 a b
210, (70 74, |z v =z |, |01 ¢
0 3 1 1 4 -7 2 y? 22 0 0 1

1 4 3

21 0|=11

0 3 1

3 2 —1

70 7 1=0

1 4 -7

1 1 1

r oy 2z |=xp-ry—a+ra+ylt—vz=w—-2)(z—12)(2—y)

[\
)
[\

8
<
N
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1 b
0 cl=1
0 1

S =

11. Demostrar que si a y b son nimeros reales, las raices de la ecuaciéon

a—x b

b c—x =0

son reales.
a—x b

12 2 _1 EAY 3
b e g | TOc—ar—cx b+ =0=u 2[(a+c)j: (a—c) +4b}

12. Calcular los siguientes determinantes mediante su desarrollo por la primera

columna:
3 21 3 01 (1)(1)3;
76 5|, |4 3 2|,
1 2 3 1 21 2 11
03 21
3 2 1
76 5|=0
1 2 3
3 01
4 3 2| =2
1 2 1
1 0 0 7
01 2 3
9011 1|
0 3 2 1

13. Calcular los siguientes determinantes reduciéndolos a una matriz triangular
superior mediante operaciones elementales:

0 4 9 1035
2 1 27

35 2 |,

) s 2 2 0 4
32 1 2
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2 4 =2 2 4 =2 2 4 =2

35 2 |=/0 -1 5 |=]0 -1 5 |=-16

2 5 1 0o 1 3 0 0 8

1 0 35 10 3 ) 10 3 5 10 3 5
2127 _ |01 -4 =3 _ |01 -4 =3 _ (01 -4 =3 | 14
2 20 4 02 -6 -6 00 2 O 00 2 O

3 2 1 2 0 2 -8 —13 00 -2 -7 00 0 -7

14. Calcular los siguientes determinantes usando sus propiedades y efectuando un
nimero reducido de computaciones

w o O W
w o wo
S W oo
O W W W
S O O =
O O =N
NN DD
— = =
S O N =
s
_—e O O
— = =

w

|

—_
O O = N Ot

=-162=-2-3"

w oo w
O O =N w o w o
N NN oS w o o
S W W W

OO O =
— = = =

=zy—y—z+l=(-1)(F-1)

S O N =
e s
—_—e O O
— = =

=120=12%-3-5

N IS )
[
=W N D
|
—

O D = N Ot

15. Hallar las inversas de las siguientes matrices, calculando primero la matriz de
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cofactores:
1 0 3 2 0 1 13 03
21 -1 1
21 =1, (1 3 2],
31 4 1 -3 3 01 40
00 1 0
-1 5 3 3
;(1]31 _ 511 55_75
IR
31 4 ~3 T3 3
-1 5 11
) (L F
L
1 =33 —1 1 1
1
1 3 0 3 —%%O%
21 -1 1 1 0 0 1 -4
01 4 0 1 0 0 0 1
2 1 19
00 1 0 : - -1 7

16. Calcular las inversas de las anteriores matrices a través de transformaciones
elementales.

17. Hallar la inversa de las siguientes matrices de orden n :

12 22 ... 2n7! 1+z 1 ro 1
01 2 ... 2n2 1 142 1 - 1
00 1 ... 2773 ’ 1 1 1+2 --- 1
00 0 1 1 1 1 1+z
102 22 ... i\
01 2 ... 2n2
00 1 273 =(utilizando el método de Gauss y restandole a la fila 1 el
o0 0 --- 1

doble de la fila 2, a la fila 2 el doble de la fila 3, etc, obtenemos a la izquierda la matriz
unidad, por lo tanto a la derecha habremos obtenido la siguiente matriz que corresponde
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1 -2 0 0
0 1 =2 0
alainversa) = [ 0 0 1 - 0
0 0 ©0 1
1+ 1 1 1\

1 1+2 1 1

1 I A =(utilizando el método de Gauss: restamos a las

1 1 1 1+

filas desde la 1 hasta la n — 1 la fila n; dividimos a las filas de la 1 a la n — 1 por z; le
restamos a la fila n todas las demas filas; dividimos las fila n por x 4+ n y le sumamos a

todas las filas de la 1 a la n — 1 la fila n, asf obtenemos a la izquierda la matriz identidad
z4+n—1 —1 —1 . —1

T e T e
y a la derecha la siguiente matriz inversa)= 2(@tn)  w@tn) a@+n) | z(atn) =
4 1 1 agne
z(z+n) z(xz+n) x(x+n) z(z+mn)
r+n—1 -1 -1 e -1
-1 r+n-—1 -1 -1
! —1 1 z4n-1 -1
z(z +n) : : : . :
-1 1 1 e z4n-—1

18. Encontrar los valores de para que las matrices siguientes sean inversibles:

a+1 1 1 2 0 0
1 a-1 1 |, [0a+1 -1
0 1 a+2 0 1 a-3
a+1 1 1 - 1 ad+a—-3 —(a+1) —a+2
(1) a;l 12 :(a+1)(a2+a—4) —(a1—|—2) (a+(2)(a$1) 2—a2
a—+ —(a+ a® —
, es invertible si a # —1
2 0 0 \' . @+2a-2 0 0
0 a+1 -1 = 0 2(a —3) 2 , es in-
2 _9q —
0 1 a-3 2(a* — 20 = 2) 0 2 2at1)
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vertible para cualquier valor de a

19.
de 9:
2 6 7
A= 5 12 4
3 18 9
20.
dermonde:
1 1
a b
a? b2
a® b
1 1 1 1
a b ¢ d
a2 v o 2|
at b 3 &P
(b—a)(c—a)(d—a)

(b—a)(c—a)(d—a)

(b—a)(c—a)(d—a)(c—"0b)(d—0)

(b—a)(c—a)(d—a)(c—b)(d—Db)

= [A] =

@~ 2,8 2 ~ 8,80 ~ R0~

SRS
w oW

6
1
1

wW ot N

2
8

1
d
d2
d3
0 0
b—a
b —a®> 2 —a?
b3 3 .3
0
1
b+ a
ab+a* +b?
0
1
b+a
ab + a® + b?
1
a
a2
o3
1
a
a2
o3

© =

6

—_

2
=39
1 6

c+a
ac + a® + ¢

b+a
ab + a® + b?

(b—a)(c—a)(d—a)(c—"0b)(d—0b)(d—c)

2

Comprobar, sin desarrollar, que el determinante de la matriz A es maultiplo

W B =

2
=9/ 5
1

[NORTEN V)
W B =

Demostrar el siguiente determinante conocido como determinantes de Van-

0
1 J—
d+a a
ad + a* + d?
0
0
d—0b
v’ a(d—0b)+ d* - b?
0 0
0 0 B
1 1 o
at+c+b at+d+b
0 0
0 0 B
1 0

a+c+b d—c
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21. Calcular el rango de las siguientes matrices

12 3 6
2 41 1 -2 1 =2 2 3 5 10
@[ 120 [ -2 1 1 1 (c)] 3 5 8 16
35 3 11 -2 4 4 2 6 12
5 6 12 23
2 4 1 2 41
@rg|l 1 2 0 )=3yaque|l 2 0|=-1
35 3 35 3
1 -2 1 =2 -2 1 =2
b)yrgl -2 1 1 1 =3, yvaque| 1 1 1 |=-9
1 1 -2 4 1 -2 4
12 3 6
2 3 5 10
(c)rg| 3 5 8 16 | = 3, ya que la cuarta columna es la suma de las otras tres y
4 2 6 12
5 6 12 23
1 2 3
23 5 |=-1
5 6 12

22. Consideremos que nos encontramos en una empresa de electrodomésticos que
posee tres tiendas cada una de las cuales tiene las siguientes existencias:

Tienda 1: 10 TV, 15 DVD, 9 cadenas musicales (CM) y 8 conjuntos compactos
de TV, DVD y CM

Tienda 2: 20 TV, 14 DVD, 8 CM y 5 conjuntos compactos de TV, DVD y
CM

Tienda 3: 30 TV, 13 DVD, 7 CM y 2 conjuntos compactos de TV, DVD y
CM

Si la tienda abastece a sus tiendas con los siguientes articulos:

Tienda 1: 1 TV, 3 DVD, 5 CM y 0 conjuntos compactos de TV, DVD y CM
Tienda 2: 4 TV, 9 DVD, 6 CM y 2 conjuntos compactos de TV, DVD y CM
Tienda 3: 7 TV, 15 DVD, 7 CM y 4 conjuntos compactos de TV, DVD y CM
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a) Construye las matrices de existencias y abastecimiento. ;Cual es el nuevo
nivel de existencias?

10 20 30 14 7 10 20 30
15 14 13 39 15 15 14 13

=19 g 7| 4=|56 7 |TEB=btd=] ¢ ¢ 7
8 5 2 02 4 8 5 2

14 7 11 24 37

3915 | | 18 23 28

56 7 | | 14 14 14

02 4 S 7 6

b) Se tiene un informe sobre las ventas en notaciéon matricial:

9 6 3

12 9 6

V= 8 6 4

4 3 2

{Cudl es el nuevo nivel de existencias?

11 24 37 9 6 3 2 18 34
18 23 28 12 9 6 6 14 22
Er=Er=V=1 1y 14 14|~ 8 6 4| |6 8 10
8 7 6 4 3 2 4 4 4

c) Si la empresa quiere aumentar un 50 % su inventario porque existen ex-
pectativas de aumentar las ventas. ;Cuil deberia ser el nuevo nivel de
inventario en cada tienda?

2 18 34 3 27 51
6 14 22 9 21 33
By =15E = 1.5 6 8 10 | | 9 12 15
4 4 4 6 6 6

d) Si el precio de venta de un televisor es de 500 Euros, un DVD es de 300
Euros, el de la cadena musical es de 250 Euros y el del equipo compacto
es de 700 Euros. ;Cudl es el valor de las existencias en cada tienda?
Antes de aumentar el inventario el valor de las existencias es:

18 34

14 22

8 10

4 4

Cy = (500 300 250 700 )E,= (500 300 250 700 )

= O O N

= ( 7100 18000 28900 )
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Después de aumentar el inventario el valor de las existencias es:

3 27 51
9 21 33
9 12 15
6 6 6

Cs = ( 500 300 250 700 )E3 = ( 500 300 250 700 )

= (10650 27000 43350 )

Si queremos sacar un total de P, Euros en la Tienda 1, P, Euros en la
Tienda 2 y P; Euros en la Tienda 3. ;Se podria saber qué precios se
deberian fijar en cada articulo?

No habria una solucién tnica dado que la matriz de existencias no tiene inversa y
por lo tanto el sistema matricial C' = P - E no tiene una solucién tnica y tenemos
tres ecuaciones linealmente independientes (rg(E) = 3) y cuatro incognitas.

Supongamos que en lugar de 4 articulos en esta empresa s6lo hubiese
tres, TV, DVD y CM, y que el nivel de existencias de la empresa en el
momento actual viene dado por la matriz

Tl T2 T3
TV 10 20 16
DV D 15 14 8
CcM 9 8 15

Calcular los precios que debemos poner a cada articulo para obtener 2.000
Euros en la tienda 1, 3.000 Euros en la tienda 2 y 2.500 Euros en la tienda
3.

10 20 16
(12000 3000 2500 )= (z y z)| 15 14 8 | =
9 8 15
10 20 16\ "
(z y =z)=(2000 3000 2500 ) 15 14 8 =
9 8 15
_T 43 2
(12000 3000 2500 ) %8 _422% —52’% = (335 2B L) =
848 424 53

= (107.31 44.811 28.302 )

El precio de los televisores debe ser 107.31 euros, el de los DVD 44.811 y el de las
CM 28.302

Aplicaciones a la Criptografia:
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El mundo de las telecomunicaciones y las nuevas tecnologias de la informacién
se interesa cada vez mas por la transmisiéon de mensajes encriptados que sean
dificiles de desencriptar por otros, en caso de ser interceptados, pero que
se decodifiquen con facilidad por quienes los reciben. Hay muchas formas
interesantes de cifrar o encriptar mensajes, y en su mayor parte usan la teoria
de nimeros o el algebra lineal. Describiremos aqui un método que es eficaz, en
especial cuando se usa una matriz de gran tamano. En los ejercicios trabajemos
con matrices pequenas para evitar grandes calculos manuales.

Comenzaremos con una matriz M invertible, que s6lo la conocen quienes la
trasmiten y quienes la reciben. Por ejemplo,

v=(33)

supongamos que se desea encriptar el mensaje:
ATTACK NOW

Reemplazamos cada letra por el nimero que le corresponde a su posicién en
el alfabeto ( ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXY?Z)y
representamos un espacio por 0.

El mensaje anterior se ha convertido en la sucesién de ntimeros 1, 20, 20,1, 3,
11, 0, 14, 15, 23, que agrupamos en una sucesiéon de vectores columna

1 20 3 0 15
20 )7\ 1 )7\ 11 )\ 14 )7\ 23
y multiplicamos por M por la izquierda:
-3 4\ (1 203 0 15\ _ (77 =56 35 56 47
-1 2 20 1 11 14 23 ) \ 39 —18 19 28 31
Con lo que el mensaje cifrado que se enviara es 77, 39, -56, -18, 35, 19, 56, 28,
47, 31.

Para desencriptar el mensaje quien lo recibe debe calcular M !,

M= < —_1}2 332 )

y multiplicar por los niimeros recibidos agrupados en una sucesion de vectores
columna igual que antes, obtenemos el mensaje original.

-1 2 7T =56 35 56 47\ (1 20 3 0 15
-1/2 3/2 39 —18 19 28 31 ) \ 20 1 11 14 23
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23. Para aquellos alumnos que estén cursando la asignatura de Algebra, os voy a
dar un breve pero importante consejo para poder aprobar la asignatura:

1,9,10,22,24,43,16, 37,53, 24, 36, 56, 16, 28,44, 37,17, 34, 21, 18, 20, 25, 18, 31, 1, 20, 20
Para que este mensaje sea accesible a todos, solamente comentar que el men-

saje ha sido encriptado basandose en el método anterior mediante la matriz

M =

)

o O =

01
11
1 2

pero utilizando el alfabeto espanol (la misma asignaciéon anterior, pero inclu-
yendo nuestra querida N). Ayuda a tus companeros y desencriptar el mensaje.

A|B|C|D|E|F|C|H|I|J |K|L |M|N|N|O|P |Q|R|S|T|U|V|W|X|Y |Z

1 01 1 1 -1
M7t=1011 =10 2 -1
01 2 0 -1 1
1 1 -1 1 22 16 24 16 37 21 25 1
0 2 -1 9 24 37 36 28 17 18 18 20 | =
0 -1 1 10 43 53 56 44 34 20 31 20

0 3 0 4 0 20 19 12 1
=18 5 21 16 12 0 16 5 20 | =
119 16 20 16 17 2 13 0

HACER TODOS LOS PROBLEMAS
24. Un alumno de la Universidad Europea de Madrid, que cursa la asignatura

de Algebra, ha conseguido interceptar un mensaje entre las profesoras de la
asignatura sobre el examen parcial. E1 mensaje es

9,7,32,28,21,19, 38, 38, 86, 58, 32, 32, 82, 50, 38, 38, 56, 24, 40, 40, 95, 57,79, 53

Sabe que el mensaje ha sido encriptado con una matriz cuadrada 2 x 2, y
sospecha que al final del mensaje aparece la firma de una de las profesoras:
RRSM. Ayuda a tus companeros y desencripta el mensaje.
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. . 9 32 21 38 8 32 82 38 56 40 95 79
La matriz del mensaje es la ma-

7 28 19 38 58 32 50 38 24 40 57 53
19 20
19 13

a b\ (9 79 19 20 a (19 20\ /95 79\
¢ d )\ 57 53 19 13 ¢ “\19 13 )\ 57 53)

19 20 2 - a _( -
19 13 = c B

Por lo tanto,

-1 Z)( 32 21 38 86 32 82 38 56 40 95 79)_
4 =
T2
39

triz desencriptada de la firma es ( ) por tanto tendremos que

N = | =

DO | = | Qo

28 19 38 58 32 50 38 24 40 57 53

B 22 16 17 19 4 20 19 20
1 2 01401601601913

Asi que el mensaje sera CAMBIAR UNO POR DOS RRSM

N
o Nl
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B.

Soluciones Tema 2: Sistemas de Ecuaciones Lineales

EJERCICIOS

1.

Resolver los sistemas de ecuaciones lineales mediante el método de eliminaciéon
de Gauss

r+y+z2=0
(a) 2c—y+z=1 3, lasoluciones [z =1,y=—1 2=—2]
THy—2z=2
rT—2y+z=6

(b) 2x+4+y—32z=-3 }, lasolucion es [z =10,y =7,z = 10]
r—3y+3y =10

3r4+y—2z4+2t—-7=0

(c) 20 —2y+52—Tt—1=0 p lasoluciones [z =3t — 2+ L y =10, B¢ 4 U]
—dr -4y +T72z—-11t+13 =0
r+y+z=3
2r —y+32=4 . _ _ _

(d) Sty — =3 , lasolucion es [x =1,y =1,z = 1]

20 — 22 =0

Resolver los siguientes sistemas, siempre que sea posible, por inversién de la
matriz del sistema y por la regla de Cramer:

r+y=3
(a) 20 +y =4

20+ 3y + 2 =35
(b) z+2y+5z=45 ;, lasolucion es [:c:%,yZ%’ZI%]
3r+2y+2z=140

}, la solucion es [z =1,y = 2]

T+2y+2=4
(c) z+3y+2=5 ,,lasolucibnes [z =1,y=1,z=1]
2t +y+z=4

Estudiar la compatibilidad de los sistemas siguientes que a continuaciéon se
describen en funcién de los valores que pueden tomar los parametros que en
ellos aparecen. Resolver aquéllos que sean compatibles.

r+2y—32=0
(a) 2z +5y—62z=1 5, lasolucion es [x =3z — 2,y = 1]

r—1—-32=-3
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acr+y+z=3
(b) z+d*y+z=4—a },lasolucion sia# +1 es
T+y+atz =2+ d?

r+y+z=3
[xzwﬁ%%ﬁy:wﬁﬁ%%? :%ﬁﬁﬁgySia:—memm% TH+Yy+z2=275
rT+y+z=3
r+y+z=3
y el sistema es incompatible. Y si a = 1 entonces z+4+y+2=3 y la soluciéon es
r+y+z=3
r=3—y—=z

r+yt+z+t=1
rH+ay+z+t=1
r+y+taiz+t=1
r+y+z+at=1

, la solucion es [t =0,z =1,y =0,z = 0] si a # £1 ya que

(c)

—_ = =

—a+d®—d' —dP+ad—1=(*+a+1)(a+1)(a—1)°

1 1
1 a
1 1
1 1 3

H@wH}—‘

S]

Si a = 1 entonces el sistema es indeterminado con solucion x =1 —y — 2z — ¢

r+y+z+t=1
r—y+z+t=1
r+y+z+t=1
r+y+z—1t=1

Si a = —1 entonces el sistema es indeterminado , la solucion es

[t =1—2y=0,t=0]

r+by+az=1

(d) ar+by+z=1 ,, la soluciéon es |z =
r+aby+z=>

b#0,a#1ya+# —2

— o =

a—b b+ab—2 a—b :
@r2)(a—1) Y = War2)(@a-1)° “(a+2xa_n] S1

r+az=1 1 a1
Sib=0= ar+z=1 jpcomo|a 1 1|=2(a—1), el sistema no tiene solucion si
r+2=0 1 10
a # 1, ya que el rango de la matriz de coeficientes es dos y el de la ampliada seria tres.
r+z=1
Sia=1yb=0elsistema serfa x+2z=1 » y por lo tanto tampoco tendria solucién
r4+2=0

porque el rango de la matriz de coeficientes seria 1 y la de la matriz ampliada seria dos.
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r+by+z=1

Sib# 0ya =1 el sistema serfa z+0by+2z=1 5, por lo tanto el sistema sera in-
r+by+2=0>

compatible si b # 1 y compatible indeterminado si b = 1, en este caso la solucion sera
z=1—-2z—-by,y=1y,z="72|

r+by—2z=1
Sib#0ya= —2el sistema seria —2x +by+2 =1 3, y no tiene soluciéon si b # —2

r—2by+z2=0>
1 b -2
ya que | =2 b 1 | = 0 y por lo tanto el rango de la matriz de coeficientes es
1 —=2v 1
1 9 b -2 1 1 =21
dos, ya que 9 ':—B%O,y b 1 1] =300b+2),] -2 1 1] =
—2b 1 b 11 b
1 b 1
—3(b+2),| -2 b 1| =3bb+2)y por lo tanto el rango de la matriz ampliada
1 =20 b
r—2y—2z=1
serd tres. Mientras que si b = -2y a = -2 = —2r—2y+2z=1 5, la soluciéon es
r+4y+z= -2
o= 2= 34

Demostrar que si el sistema

—x+by+cz+dt =0
ar —y+cz+dt =0
ar+by —z+dt =0
ar+by+cz—t=0

con a,b,c,d todos distintos de —1, tiene solucién distinta de la trivial, entonces
se verifica la relacion:

a+b+c+d_1
l4a 14b 14c¢ 1+d

1 b ¢ d —1—a 0 0 d+1
a -1 ¢ d| | 0 —1—-b 0 d+1|
a b -1 d | | 0 0 —l—c d+1]|"

a b c -1 a b c —1
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-1 0 0 1
0 -1 0 1
=(1+a)(14+d)(1+c)(1+4d) 0 0 -1 1 |~
a b c —
Tfa 1+b 1I+c Fld
-1 0 0 0
0 -1 0 0
=(1+a)(14+0)(1+c)(1+4d) 0 0 -1 0 =
a b c — a b c
e 5 T mdtTetimtie
-1 a b c
= —(1 1+0)(1 1+d
(L+a)(1+0)1 +e)(1+ ){1+d+1+a 1+b+1+c]

Este determinante sera cero en el caso de que haya soluciéon distinta de la trivial, por lo

— a b c
tanto —(1 14+b)(1 1+d =0=
anto —(1+a)(1+b)(1+c)(1 + ){1+d+1+a+1+b+1+c}
-1 . a . b . c 0 a . b c d _1
14d 14a 14b 14c¢ 14a 14b 14c¢ 14+d
. Obtener una factorizacion LU de la matriz:
4 1 1 2 4 1 1
4 1 1 2 1
—-12 -1 —4 —4 —-12 -1 —4
(a) 0 4 5 o (b) 12 -1 -4 —4 -1 (c) 0 4 5
20 3 6 7 =33 0 20 3 6
4 1 1 2 1 0 00 4 1 1 2
(a) -12 -1 -4 -4 | -3 1 00 02 -1 2
0 —4 5 =2 | 0 -2 10 00 3 2
20 3 6 7 5 —-1 0 1 00 0 -1
4 1 1 2 1 1 0 0 41 1 2 1
(b) 12 -1 -4 —4 -1 = -3 1 0 02 -1 2 2
4 -3 3 0 —4 1 -2 1 00 0 2 -1
4 1 1 1 0 0O 4 1 1
(©) -12 -1 —4 | -3 1 00 0 2 -1
0 —4 5 | 0 -2 10 00 3
20 3 6 5 —-1 0 1 00 0

6. Resolver el sistema A7 = b empleando una factorizacion A = LU

(a) A=

3
0
—6

-3
-1
—1

%
= Ar= b =
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U1 2 —5 1 T 0 % 1 h 2

v | =10 2 —4 zy | tendremos | 0 1 0 Y2 | = =

U 0 0 3 3 1 0 0/ \ s 8

n -8 2 =5 1 T 1

yp | = 4 =10 2 —4 T =T=| 2

" 0 0 0 3 z3 0
PROBLEMAS

= Sobre fibricas de ordenadores y cambios de moneda extranjera

1. Una empresa fabrica tres tipos de ordenadores: JP1, JP2 y JP3. Para armar

un JP2 se necesitan 10 horas, otras 2 para probar sus componentes y 2 horas
mas para instalar el software. El tiempo requerido por el JP3 es de 12 horas
para su ensamblado, 2’5 horas para probarlo y 2 horas para instalar software.
El JP1, el mas sencillo de la linea, necesita 6 horas de ensamblado, 1’5 horas
de prueba y 1’5 horas de instalacion de software. Si la fabrica de esta empresa
dispone de 1560 horas de trabajo por mes para armar, 340 horas para probar
y 320 horas para instalar. ;Cuantos ordenadores de cada tipo puede producir
en un mes?

6 10 12 NJP1 1560
1.5 2 25 NJP2 | = 340 =
1.5 2 2 NJP3 320
NJP1 —0.66667 2.6667 0.66667 1560 80
= | NJP2 | = 0.5 —4.0 2.0 340 = | 60
NJP3 0.0 2.0 -2.0 320 40

Se producirédn 80 ordenadores JP1, 60 ordenadores JP2 y 40 ordenadores JP3

. Un empresario estadounidense necesita, en promedio, cantidades fijas de yenes
japoneses, libras inglesas y marcos alemanes durante cada viaje de negocios.
Este ano viajo 3 veces. La primera vez cambio un total de $2.550 con las
siguientes tasas: 100 yenes por ddélar, 0’6 libras por délar y 1’6 marcos por
doélar. La segunda vez cambio $2.840 en total con tasas de 125 yenes, 0’5 libras
y 1’2 marcos por dolar. La tercera vez cambidé un total de $2.800 a 100 yenes,
0’6 libras y 1’2 marcos por délar. ;Cudl es la cantidad fija de yenes, marcos y
libras que cambia en los viajes?
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?10 % 1—16 Y 2550 Y 200.0 —250.0 100.0 2550
55 0%5 % L =1 2840 | = L = 1.2 1.6 =24 2840
Wlo ﬁ % M 2800 M —4.8 0 4.8 2800
80000
600
1200

Necesitara 80000 yenes, 600 libras y 1200 marcos alemanes.

= Sobre experimentos

En un laboratorio se realizan tres experimentos, en cada uno de los cuales se
utilizan tres sustancias quimicas: A, B y C. En el primer experimento se debe
utilizar de la sustancia B el doble que de la sustancia A, y de la sustancia
C el triple que de la A. En el segundo experimento se utilizan las mismas
cantidades de sustancia B que de C, pero de sustancia A se utiliza el doble
que de las anteriores. En el tercer experimento se utiliza la misma cantidad
de todas las sustancias. Si se dispone de 8 gramos de sustancia A, de 7 gramos
de sustancia B y de 8 gramos de sustancia C, jctanto se debe utilizar de cada
sustancia en cada experimento para que al final no sobre ni falte de ninguna
de ellas?

121 x 8 x 0 -1 1 8 1
2 1 1 yl=(7]=|y]=] 1 -2 1 7 =12
311 z 8 2 -1 5 -3 8 3

Por lo tanto la cantidad de sustancia A en el primer experimento es 1 gr, la cantidad de
sustancia A en el segundo experimento es 4 gr y en el tercero es 3 gr.

Tres alimentos I, II y III contienen las cantidades de vitaminas A, By C (en
mg por Kg de alimento) recogidas en la siguiente tabla:

|1 I II

Al5 10 7
B|12 5 4
C| 8 6 15

Supongamos que una persona necesita un aporte diario de vitaminas A, B y
C de 14 mg, 17 mg y 20 mg, respectivamente. Plantear y resolver el sistema
de ecuaciones lineales que necesitamos para determinar las cantidades diarias
minimas de alimentos I, Il y III que debe ingerir una persona.
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51 108 5
146
B
I
143
Hara falta ingerir % kg de alimento I, % kg de alimento IT y % kg de alimento III

= Sobre nimeros y edades

5. Calcula las edades actuales de una madre y sus dos hijos sabiendo que hace
14 anos la edad de la madre era 5 veces la suma de las edades de los hijos en
aquel momento, que dentro de 10 anos la edad de la madre sera la suma de
las edades que los hijos tendran entonces, y que cuando el hijo mayor tenga
la edad actual de la madre, el hijo menor tendra 42 anos.

Slx—14+y—14)=2— 14 55 —1

0 x 126 x
r+104+y+10= 2+ 10 11 -1 0 Y —10 Y
= = =
r+d==z 10 -1 1 z 0 z
y+d=42 01 0 1 d 42 d
1 3 1 1
(1] %5 _% % —10 = 16 = la edad de los hijos es 18 y 16 anos, y la
7 -3 0 0 0 44
0 -3 35 3 42 26

de la madre es 44 anos.

6. Sean z, y, z tres nimeros enteros tales que v +y+ 2z , v +y+ 2z , 3v + 4y — 2z
son multiplos de 5. Demuestra que x, y, z son miiltiplos de 5.

T+y+z=0n 11 1 x n
r+y+2z2=5m =11 2 y | =5 m | =
3z + 4y — 2z =5p 3 4 =2 z D
x 10 -6 -1 n
y | =5 -8 5 1 m
z -1 1 0 P

7. Un nimero N de tres digitos es igual a 28 veces la suma de sus digitos. Si
restamos este niimero al niimero obtenido escribiendo los digitos en orden
inverso obtenemos 198. Ademas sabemos que el digito de las unidades es igual
a la suma de los otros dos. ;Qué nimero es N7
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28(u+d+ ¢) = 100c + 10d + u
100u + 10d + ¢ — (100¢ 4 10d + u) = 198 » =

d+c=u
11 2
=1 -9 0 99 d =198 |=[d]|=]0 5 1 198 | =
I | u 0 u = & 3 0
2
2 |. Por lo tanto el nimero es 224
4

= Un poco de historia

8. En el tratado de matematica mas importante de China, el que ejercié mayor
influencia, titulado “Los Nueve Capitulos”, o “El arte matematico en nueve
secciones” (Zhui Zhang Suan Shu, s. III a.C.), en su secciéon octava (Faang-
Chéng, que significa ecuacion) se relacionan ecuaciones lineales simultaneas a
partir del siguiente problema:

Hay tres tipos de cereal, de los cuales tres fardos del primero, dos del segundo,
y uno del tercero hacen 39 medidas. Dos del primero, tres del segundo y uno
del tercero hacen 34 medidas. Y uno del primero, dos del segundo y tres del
tercero hacen 26 medidas. ;Cuantas medidas de cereal son contenidas en un
fardo de cada tipo?

La estrategia de resolucion que propone el autor es la siguiente:

1° Se crea la tabla siguiente:

; ?) g x4+ 2y+2=39

2 1 En nuestra notacion: 20+ 3y + 2 =34

2% 34 39 T+ 2y + 3z = 26

2° A continuacién da instrucciones para reducir la tabla a esta forma:
8 g g 362 =99
En nuestra notacion: oy +z2=24
5611 3r+2y+2z=239
99 24 39 rreTE=

Y de ahi obtienen los valores para z, y, z. ;Te suena de algo este método?

s Sobre circuitos eléctricos



B Soluciones Tema 2: Sistemas de Ecuaciones Lineales 183

La intensidad de las corrientes y las caidas de voltaje en un circuito eléctrico
se rigen por las Leyes de Kirchhoff.

LEY DE KIRCHHOFF DE LA CORRIENTE: La suma algebraica de todas
las corrientes en cualquier nodo es cero.

LEY DE KIRCHHOFF DEL VOLTAJE: La suma algebraica de todos los
cambios de potencial en cualquier bucle es cero.

Una aplicaciéon frecuente de estas leyes es cuando se conoce el voltaje de
la fuerza electromotriz £ (que por lo general es una bateria o generador) y
los ohmios R, de las resistencias, y se pide calcular la intensidad i; de las
corrientes, que circulan por cada segmento del circuito.

Obsérvese que para cada elemento en el circuito hay que elegir una direccién
positiva para medir la corriente que pasari a través de dicho elemento. Las
elecciones se indican con flechas. Para la fuente de voltaje ' se toma como
positivo el sentido del polo negativo al positivo. Dicha eleccién condicionara
también el signo de los cambios de potencial en las resistencias. El cambio
de potencial a través de las resistencias sera negativo cuando dicho cambio se
mida en el mismo sentido que la corriente, y positivo en el caso contrario.

ST
ia
e
L
+
E - > R, L2 Ry
B

Ejemplo:
En los nodos A y B tenemos:
il - ’ig - ’ig - 0
En el bucle L, tenemos:
E - Rlil - Rgig = 0

En el bucle Ls:
Rgig — Rgig =0
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9. Calcular las corrientes iy,i5,i3 en el circuito eléctrico de la figura de abajo si
el voltaje de la bateria es £ = 6 V' y las resistencias son R, = 2(), Ry = 3(), Ry =
40, R, = 2.

el

I} }+
L
NN\

=

[\)

S

=
W

VA
B
Ry
il—ig—igzo il—ig—igzo
E — Ryi; — Rotp =0 6 —21; —315=0 =
Roto — R3ig — Ryi3 =10 3ig — 413 — 213 =0
1 -1 -1 i 0 i : % -+ 0
= 2 3 0 19 = 6 = 19 = _% 5 1_18 6 —
0 3 —6 i3 0 i3 —5 5 = 0
3
2
1 ,porlotantoil:%A,igzlAyi;;:%A
1
2
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C. Soluciones Tema 3: Espacios Vectoriales

EJERCICIOS
= Espacios vectoriales
1. Dados los vectores a = (1,1),b=(2,1) y ¢ = (1,2) de R?

a) Comprobar que forman un sistema de generadores.

r=a+20+~ 21|z
=al, 1 2,1 1,2
1 21 . . . ., .
rg 11 9 = 2 = el sistema siempre tiene soluciéon, por lo tanto es sistema
generador.

b) Comprobar que son linealmente dependientes.

Como el rango es 2, quiere decir que s6lo hay dos vectores linealmente independientes.

2. En el espacio vectorial My,3(R) sobre R se consideran las matrices:

0 1 —2 11 =2
A‘<11 1 )yB_<01 1)

Prueba que son linealmente independientes.

0 1 =2 1 1 =2 0 0 0 . .
a(l 11 )—l—ﬁ 01 1 )— 00 0 ):>lasolu010ndeest681stema

esa =0y =0, por lo tanto son linealmente independientes.

3. Probar que el conjunto B = {(2,3),(0,2)} es una base del espacio vectorial R?
y hallar las coordenadas del vector (5, —1) respecto de la base B.

rg < 0 = 2, por lo tanto son linealmente independientes, asi que cualquier sistema

3 2
de la forma «(2,3) + 3(0,2) = (z,y) tendra solucion tnica, asi que forman base de R?.

: B 20 |5 10 g 10 2
Sl(x,y)—(5,—1):>(32)_1):>(02 _1?7):>(01 i =

_ (5 _17
Cs[(5,-1)] = (3. —%)
4. Sabiendo que los vectores u, v, y w son linealmente independientes, probar
que los vectores u,u + U, U + v + w también lo son.
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a U+ B(u+0)+y(u+v+w) = \vec{0} = (a+S+7)u+(B+)v+yw = \vec{0} = como los

a+B+v=0
tres vectores, , Uy w, son linealmente independientes, eso implica que B+~v=0
v=0
a=0
B =0 p,porlo tanto u,u + vy 4 + ¥ + W son linealmente independientes.
v=0
5. Demostrar que el conjunto de polinomios B = {1,z,2? 23} es una base de

Ps[z], conjunto de polinomios de grado menor o igual a 3. Probar que B’ =
{1,z —1,(z - 1), (z — 1)3} también es una base de Ps[z].

El sistema o + Bz + ya? + 02 = ag + ayx + ax? + azx® siempre tiene solucién tnica, por
lo tanto el conjunto B es una base de Ps|x].

El sistema o + B(x — 1) + y(x — 1)2 + §(z — 1)3 = ag + a17 + a92? + azx® da lugar al
sistema de ecuaciones

a—pFB+v—0=aqap 1 -1 1 -1
B—2v+30=a . . 0o 1 -2 3
35 —ay [ que es compatible determinado, ya que rg 00 1 -3

0 =as 0O 0 0 1

4, por lo tanto el sistema tendré siempre solucion tnica y B’ serd una base de Ps[z]

6. Expresar el polinomio 2% — 32% + 5z — 6 € P[x] como combinacion lineal de los
elementos de la base de P3[z] dada por {1,1 —z,z 4 z* 2* + 23} .

a+f=-6

2 2, .3Y — 9,3 2 —B+y=5
a+B(l—z)+vy(x+2*)+0(2®+2°) =22° — 32+ 52 — 6 = v td = —3 = la

0=2

solucion es [ =4, 3 = —10,v = —5,8 = 2], por lo tanto, 2z° —32?+5x—6=4-1—10-
(1—2)=5-(z+2%)+2- (22 +2%)

s Cambios de base

7. Demostrar que los siguientes conjuntos son base de R*:

Bl = {171 = (171a070)7172 - (Oa 170a0)7ﬁ3 - (070717 ]-) a174 = (070717 1)}
B, = {@=(1,2,0,0),d = (0,1,2,—1), @ = (1,~1,—1, 1), @ = (0,1,1,0)}

Encontrar las componentes del vector v = 3v;, — U3 + 205 respecto a la base B, y
respecto de la base canodnica.
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U= 30) — U5+ 20, = 3(1,1,0,0) — (0,0,1,1) +2(0,1,0,0) = (3,5, —1,—1) = Cg,[v] =
(3,5,—1,-1)

1 0 1 0 10 1 0\ " -1 1 -1 -1
2 1 —-11 2 1 —-11 -2 1 -1 =2
B2 Be __ _
Mee=10 2 11 |7Ma=|0 2 11| T2 -1 1 1
0 -1 -1 0 0 -1 -1 0 6 -3 4 5
-1 1 -1 -1 3 4
B -2 1 -1 =2 5 2
= CB2[/I_]1 = MBQCCBC[ﬂ = 2 -1 1 1 -1 = -1 = CBQ[U] =
6 -3 4 5 -1 —6
(47 27 _]-7 _6)

8. Demuestra que el conjuntos de polinomios B = {1,z,2% 2%} es una base de
Ps[z], conjunto de polinomios de grado menor o igual que 3. Prueba que B’ =
{1, —1,(x — 1)?,(x — 1)*} también es una base de P;[r|, y halla la matriz de
cambio de base de B a B'. Expresa 2z® — 322 + 5z — 6 respecto de las bases By
B
Cualquier polinomio de la forma a + bz + cx? 4+ dz® se puede escribir como combinacion
lineal de los elementos de B y la solucion es tnica.
atbr+cr’+d*=a+Bx—1)+yx—-12+6z—-13=a—-B+v—0+ fr—2yr+
30z + yr? — 3022 + 62 =

a—B+y—0=a 1 -1 1 -1 |a
B—=2y+30=0b 0o 1 -2 3 b . .
S 00 1 -3 Este sistema es compatible deter-
0=d 0o 0 0 1 d
minado, asi que los elementos de B’ forman una base.
9. Para cada uno de los siguientes pares de bases de R?, calcula la matriz del

cambio de base de B a B’:

a) B=1{(1,1,0),(-1,1,1),(0,1,2)}, B ={(2,1,1),(0,0,1), (—1,1,1)}
1 -1 0
ME =11 11
0 1 2
20 —1 20 -1\ " 1 10
ME =10 1]=>M={10 1| =1 0 -33
11 1 11 1 1 20
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1 10 1 =10 2 0 1
= ME =MgM§ =3 0 -3 3 1 11 |=>M=%(-303
-1 20 0 1 2 132
b) B=1{(3,2,1),(0,-2,5),(1,1,2)}, B = {(1,1,0),(—1,2,4),(2,—1,1)}
30
ME =12 -2 1
1 52
1 -1 2 1 -1 2\ "' 6 9 -3
ME =1 2 -1 |=M=[1 2 - =+ -1 1 3
0 4 1 0 4 1 4 -4 3
6 9 -3 301 33 —33 9
= ME=MgM§ =L+ | -1 1 3 2 21 |=Mj=2L|2 13 6
4 —4 3 1 5 2 723 6

10. Sea BC = {61,62,..
U1—62—61, UQ—63—62,..

é,} la base candnica de R" y consideremos los vectores
un 1= en en 1aun - _6n~

a) Demostrar que B = {uy, iy, ...,U,} es una base de R".

-1 0 0 0 O

1 -1 0 0 0

0 1 -1 0 0

Mgc - : : : : :
0 0 O -1 0

0 0 O 1 -1

Como rg(Mgc) = n quiere decir que los n vectores de B son linealmente indepen-

dientes y por tanto también base.

b) Expresar el vector & = é; + €, + ... + €, como combinacién lineal de los

vectores 1, Us, ..., Up.
-1 0 0
1 -1 0

Mgc _ 0 1 -1
0O 0 O
0O 0 O

0 -1 0
0 -1 -1
0 -1 -1
0 -1 -1
-1 -1 -1
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-1 0 0 0 0 1 -1
-1 -1 0 0 0 1 -2
-1 -1 -1 0 O 1 -3
-1 -1 -1 -1 0 1 —(n—1)
-1 -1 -1 -1 -1 1 —n
niy,
11. Calcular las coordenadas del vector p(r) = —1 + 62 — 822 respecto de la base
B={1+2x+22% 2z —2? —1 — 2z}
1 0 -1 1o -1\ 21 2
ME =12 2 =2 |=MF=|2 2 -2 =1l -4 20
2 -1 0 2 -1 0 -6 1 2
-2 1 2 -1 -2
Calp(z)] =11 -4 2 0 6 | = 4 | = plx) = =2(1+ 2z + 22%) + 4(2x —

-6 1 2 —8 —1
2?) —1(=1 - 2z)

12. Calcular la matriz del cambio de base M que pasa de la base canénica de R? a
la base B que surge de girar 90° alrededor del eje z y en sentido contrario a las
agujas del reloj los vectores de la base candénica. Determinar las coordenadas
del vector v = (1,1, 1) respecto de la nueva base.

010
Mge=| -1 00

001

010 1 1
Colt]= =1 0 0 1 l=1 -1

001 1

13. Considérense las siguientes bases de R?:
B, = {ﬁl - (17 _2)7ﬁ2 = (37 _4)}
82 = Ul = (17 3)7172 = (378)}

a) Encontrar las coordenadas de un vector arbitrario v = (a,b) relativas a la
base B;.

~1
13 13 2

B1 __ Be _ _
MBC_<—2 —4)$M61_<—2 —4) _< 1

wl»—‘w!w
N—
\
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~ -2 -3 a —2a — 2b
cein=( 77 1) (3)=("h)
b) Encontrar las coordenadas de un vector arbitrario v = (a,b) relativas a la

~1
1 3 1 3 -8 3
By __ Be _
MBC_<3 8):>MB2_<3 8) _< 3—1):’
. (=8 3 a\ ([ —8a+3b
C&[UP( 3—1)<b)_< 3a—b)
c) Determinar la matriz de cambio de base Mg; desde B, a B,
By Be 1 /B -8 3 1 3 B —14 -36
MB2:M85M352< 3—1)(— );‘M832< 5 13
d) Determinar la matriz de cambio de base Mgf desde B, a B;

-1

—14 —36 Rt

B2 __ By __
wi-(5w) =m-(F )

14. Supéngase que los ejes z e y en el plano R? se giran 45° en el sentido contrario
de las agujas del reloj, de forma que el nuevo eje 2’ esté a lo largo de la recta

base B,.

2 -4

x =1y y el nuevo eje y' a lo largo de la recta © = —y. Encontrar:

a) La matriz de cambio de base.
MBc — ( g ? >
BT\ 2 2
2 2
b) Las nuevas coordenadas del punto A(5,6) bajo la rotacién dada.
(5 3)(0)-(1%)
2

T2 2

2

S

CslA] = Mg° C,[4]

15. Considérense las siguientes bases de R?:
{ﬁl - (17 _27 0) 62 = (37 _47 0)7ﬁ3 = (07 07 1)}
(0,1,1)}

B,
By = {01 =(1,3,0),1h = (3,8,0),03 =
By = {w; =(1,0,0),ws = (1,1,0),w3 = (1,1,1)}
a) Determinar la matriz de cambio de base de 5; a B,.
1 30
-2 =4 0

Mg =
0 01
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1 30 1 30\ 3 -3
Mgg=|381|=MgF=|3381 3 -1 1
0 01 00 1 o 0 1
-8 3 =3 1 30 -14 =36 -3
Mgt =MgeMg = 3 -1 1 -2 -4 0 | = 5 13 1
0o 0 1 0 01 0 0 1
b) Determinar la matriz de cambio de base de B; a B;s.
111 111\ " 1 -1 0
Mgg=1011|=MgF=|011 =0 1 -1
0 01 001 o 0 1
1 1 3 7 0
Mg+ = Mge Mg! = 0 2 —4 0 =| -2 -4 -1
o 0 1
¢) Determinar la matriz de cambio de base de 82 a Bs.
1 -1 0 1 30 -2 =5 -1
Mg =MgMg> =0 1 -1 381 |= 3 8 0
0 0 1 001 0 0 1
d) Calcular las coordenadas de vector ¥ = ¢ + U5 + U3 en la base B; y en la
base Bs.
1 ~14 -36 -3\ /1 B4y 2
Cpld] = Mg | 1] = 5 13 1 1] = s 7 1
1 0 0 1 1 0 0 1
1 —26
1] = 10
1 1
1 -2 =5 -1 1 -8
Cold]=Mg | 1] = 3 8 0 1 ]= 1
1 0 0 1 1 1
e) Calcular las coordenadas del vector y = 2@, — w3 en la base B; y en la base
Bs.
2 3.7 0\ '/ 2
Colfl=Mg*| 0 | = -2 -4 -1 0 | =
-1 0o 0 1 -1
2 -p -E\( 2) (-
SRR
0 0 1 -1 -1
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16.

17.

18.

1

2 -2 =5 -1\ [ 2
Cplfl =Mg | 0 | = 3 8 0 0 | =
—1 0 0 1 ~1
-8 -5 -8 2 -8
= 3 2 3 0| = 3
0 0 1 —1 ~1

El vector 7, = (1,3,0) tiene coordenadas Cj[t;] = (1,0,0) en la base B, el vector
Uy = (3,8,0) tiene coordenadas Cj[ts] = (0,2,0) y 95 = (0,1, 1) tiene coordenadas
Cplvs] = (0,0,1). Hallar los tres vectores que forman la base B.

B = {2717 %1727273} = {(17 3, 0)7 (%74a 0)7 (Oa L, 1)}
= Subespacios vectoriales

Comprueba que el conjunto de pares de nimeros reales (a,b) cuyas compo-
nentes suman cero, es un subespacio vectorial de R?. Y el conjunto de pares
de niimeros reales cuyas componentes suman 5, jes también un subespacio
vectorial de R??

Sia+b=0=b=—a=V = {(a,—a) € R? tal que a € R}. Tomamos ¥, = (a, —a), Ty =
(b, —b) € V = at) + Pt = (va + pb, a(—a) + B(—=b)) = (aa + pb, —(cva + pb)) € V =
avy 4 Py € V, asi que V' es un subespacio vectorial.

Sia+b=5=0b=5—-a= A= {(a,5—a) € R? tal que a € R}.Tomamos 7, =
(a,5 —a),vhy = (b,5 —b) € A = auv) + Uy = (aa + pb,a(5 —a) + B(5 — b)) = (va +
Bb,5(ac + B) — (aa + b)) ¢ A, asi que A no es un subespacio vectorial.

Comprobar si los siguientes conjuntos de R? son subespacios vectoriales:

a) A={(x,2z,2) tal que z,z € R} (Ecuaciones paramétricas)
U1 = (21,211, 21), Uy = (29, 229, 23) € A = a1+ Uy = (w1 +Pra, 2021 +2[x, 021 +
fz2) € A, asi que A es un subespacio vectorial.

b) B={(z,y,x+y) tal que z,y € R} (Ecuaciones paramétricas)
U1 = (71,y1,21 + Y1), 02 = (22,Y2, 72 + y2) € B = av + Bty = (ax; + Bag, ayr +
Bya, a(xy + y1) + B(xe + y2)) € B, asi que B es un subespacio vectorial.

c) C={(z,y,2) tal que x = z + 1} (Ecuaciones cartesianas)

Ui = (21 + 1L y1,21), Vo = (22+ 1,49, 22) € C = ath + B = (az1 +a+ Bz + B, ayr +
Bya, azy + B2o) ¢ C, asi que C no es un subespacio vectorial.
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19. Estudiese si los siguientes subconjuntos constituyen un subespacio vectorial
con las operaciones inducidas.

a) A

= {(z,y) e R* tal que z —y = 0} = A = {(z,y) € R? tal que x = y}. Tomamos
U1 = (x1,21), U5 = (9, 29) € A = oty + Py = (awy + Prg, axy + frg) € A, asi que
A es un subespacio vectorial.

A= {(r,y) € RP*talquex —y = 1} = A = {(z,y) € R*talque z = y + 1}.
Tomamos 171 = ([L’l, 1+ 1’1),’172 = ([L’g, 1+ {L’g) €cA= Oé171 + 5172 = (Oél’l + ﬁl’g,a +
axy + [+ Bxy) ¢ A, asi que A no es un subespacio vectorial.

A = {(z,y) € R* tal que v = 2?}. Tomamos v = (11,23), 0, = (29,23) € A =
aty + By = (axy + Bug, ax? + Brd) ¢ A, asi que A no es un subespacio vectorial.
A = {(z,y) € R?tal que zy = 0}. Tomamos 0, = (z1,v1),02 = (22,2) € A,
por lo tanto z1y; = 0,29y2 = 0 = at) + vy = (o + P, ay; + Bys), como

(axy + faz)(ay + By2) = Px1y1 + af(x1yz + 22y1) + BPays = af(x1ys + 22y1) #
0 = av; + ptih ¢ A, asi que A no es un subespacio vectorial.

A = {(z,y,0) € R tal que x,y € R}. Tomamos 0, = (x1,%1,0), 0 = (z2,¥2,0) €
A = at + Bty = (ax+ Bra, ayr + By, 0) € A, asi que A es un subespacio vectorial.
A={(x,y,2) eR¥tal que z+y+2=0} = A= {(z,y,—r—y) € R tal que z,y €
R} Tomamos ’(71 = (l’l,yl, -1 — yl),’(_fg = (IQ,yQ, —Ty — yg) € A= 04’171 + BUQ =
(awy + Brg, ayy + PBy2, —a(x1 + 1) — B(xe + 1)) € A, asi que A es un subespacio
vectorial.

A= {(xaya _yax) S R* tal que T,y € R} Tomamos 271 = (zlay1> _ylazl)a62 =
(T2, Y2, —Y2, T2) € A = i) + By = (ax1 + B, ayr + By, —ays — By, 11+ 72) € A,
asi que A es un subespacio vectorial.

= {M € My, tal que tr(M) = 0}, donde tr(M) indica la suma de los
elementos de la diagonal principal de M.

Tomamos My = (a;;), My = (by;) € Myyn = tr(M;) = tr(M;) =0 =

Zaii = Zb” =0= OéMl + /BMQ = (aaij + 5b2]) =
= =1
tr(aM; + BM,) = Z(aa“ + Bby;) = az a;; + ﬁz bi; =0, por lo tanto aM; +

=1
BMy € A, asi que A es un subespacio Vectorlal

20. Sea el sistema S = {u,0} con u = (2,1,3), ¥ = (—2,1,4) obtener las ecuaciones
paramétricas y cartesianas del subespacio engendrado por S.
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Vs = {(2a — 2b,a + b, 3a + 4b) € R? tal que a,b € R}, son las ecuaciones paramétricas.

2 -2z
1 1 y|=0=a2—-14dy+42=0=Vs={(z,y,2) € R? tal que x — 14y + 42 = 0},
3 4 =z

son las ecuaciones cartesianas.

21. En el espacio vectorial de R*, determinar cuéles de los siguientes subconjuntos
son subespacios vectoriales:

a) A={(x1, 29, 13,24) tal que z3-x4 = 0} No es subespacio vectorial porque la condi-
cion no es lineal en las coordenadas

b) B ={(x1, 29, x3,24) tal que x5+ x4 = 0} Es subespacio vectorial ya que si tomamos
Ui = (1,29, 3, —73), U2 = (Y1,Y2, Y3, —Y3) € B = ath + Bty = (a1 + By, axs +
By, axs + Bys, —awz — Pys) € B

c) C = {(x1,m9,x3,24) tal que x3 + 4 = 1} No es subespacio vectorial ya que el
elemento (0,0,0,0) ¢ C

22. Demostrar que los siguientes conjuntos son subespacios vectoriales de R* :

a) A={(x,y,z —x) tal que z,y,z € R}
Tomamos 0 = (21, y1, 21, —1), Vo = (T2, Y2, 22, —T2) € A = at) + fih = (ax; +
By, ayy + Bys, azy + Pza, —ax — fxe) € A, por lo tanto es un subespacio vectorial.
b) B={3y,y,x+y,x) tal que =,y € R}
Tomamos 1 = (3y1,y1, 21 + Y1, 21), V2 = (3ya, Y2, T2 + Y2, 72) € B = av + B, =
(Bayy + 38ys, ayr + By, a(xy +y1) + B(xa + y2), axy + Bro) € B, por lo tanto es un
subespacio vectorial.
c) C={(x,2z,3x,4z) tal que x € R}
Tomamos v, = (ZL’l, 221, 321, 41’1), Uy = (1’2, 219, 329, 41’2) eC = Oé171 —l—ﬁ'l_fg = (Oé!li'l +
By, 20wy + 2Px9, 3oy + 3[xe, daxy + 45xs) € C, por lo tanto es un subespacio
vectorial.

23. Demostrar que el conjunto de matrices de la forma:

<a—36 4b

—4b a+3b)’ abeR

es un subespacio vectorial de M,,,. Hallar una base de este subespacio y su
dimension.
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Sea V' el subespacio formado por las matrices de la forma
a—3b 4b
{( 1 a+36) talquea,beR} =V.
a—3b 4b c—3d 4d
Tomamos A = < 4 a+3b)’B = ( ad c+3d) eV = aA+ B =
aa + pe—3(ab+ pd) 4(ab + fd) :
( —4(ab + 8d) aa + Be + 3(ab + Bd) € V, por lo tanto V' es subespacio
vectorial.
a—3b 4b 10 -3 4 10 -3 4
Com°< —4b a+36)_a(0 1)*6(—4 3):’&_{(0 1)’(—4 3)}
Por lo tanto dim(V') = 2
24. Sea el subespacio vectorial de R*, V = {(x,y, 2,t) tal que x+y—2t = 0,2—y—2z = 0}
calcular la dimensién, una base y las ecuaciones paramétricas.
r=a+f
r+y—2t=0 r+y—2t=0 r4+y—2t=0)| z—32z2-t=0) y=p0—«
r—y—z2=0 —2y—2+2t=0 y+%z—t:0 y+%z—t:0 z=2x
t=p
Por lo tanto las ecuaciones paramétricas son V' = {(a + 3, f — a, 2a, §) tal que «a, € R}
Una base sera By = {(1,—1,2,0),(1,1,0,1)}, por lo tanto dim(V') = 2
25. Sea el subespacio vectorial V = {(0,a,b,a + 2b) tal que a,b € R}. Determinar la

dimensién, una base y las ecuaciones cartesianas del subespacio vectorial.

Una base sera By = {(0,1,0,1),(0,0,1,2)}, por lo tanto dim(V') = 2

O==x
Para obtener las ecuaciones paramétricas necesitamos que el sistema cg i Z tenga
a+2b=t
0 0 =z
. . . ) . . 1 0 vy .
infinitas soluciones con dos paramétros libres, por lo tanto la matriz 01 - tiene
1 2t

que tener rango 2, por lo tanto

o~ O

0 =« 1
0 y|=0,]0
1 =z 1

por lo tanto V' = {(z,v, z,t) € R* tal que x = 0,¢ —
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26. Determinar la dimensién, una base y las ecuaciones paramétricas y cartesia-

27.

nas del subespacio vectorial engendrado por los vectores a = (1,2,0,3),b =
(37 ]-7 _]-7 _1) €= (_17 37 1a 7) y d= (4a 37 _]-7 2)

1 3 -1 4 1 3 -1 4
2 1 3 3 2 1 3 3
"9l g 1 1 -1 |TEyaaue g g |0y
3 -1 7 2 3 -1 7 2
1 3 -1 4 1 3 —1 4 1 3 -1 4
2 1 3 3| FK-3F |0 -5 5 =5 g 2 1 3 3|_
0 -1 1 -1 | FmB-2Fr |0 -1 1 -1 0 -1 1 -1
3 -1 7 2) 7\ 0 —-10 10 —10 3 -1 7 2

1 3 —1 4
rg 0 -5 5 =5
o -1 1 -1
0 —-10 10 -10

Como a y b son linealmente independientes, los podemos tomar como base del subespacio
vectorial By = {(1,2,0,3),(3,1,—1,—-1)}
Las ecuaciones paramétricas son V = {(a + 3b,2a + b, —b,3a — b) € R* tal que a,b € R}
a+3b=ux
2a+b=y
—b==z
3a—b=t
1 3

= 2, por lo tanto dim(V') = 2

Las ecuaciones cartesianas las podemos obtener sabiendo que el sistema de-

be ser compatible determinado con dos pardmetros libres, por lo tanto rg 0 —1 -

3 —1 ¢

1 T
3=12 Yy | =y—2x—5z=0,] 2
0 -1 =z 3 —
cartesianas son V = {(z,y,2,t) e R* tal que y — 20 — 52 =0, -z + 2y —t = 0}

1
= —x+2y—t = 0, asi que las ecuaciones

—_ = o
— = W
~+~ O <

Determinar a y b para que el vector (1,0,a,b) pertenezca al subespacio engen-
drado por (1,4,-5,2) y (1,2,3,-1).

a+p=1 a—2a=1
B do+28=0 200 = —f
o(1,4,-5,2)+6(1,2,3,~1) = (1,0,a,0) = o 750”0 o T

20— (3 =0b 20— (=0
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a=—1 a=-—1

£ =2 b =2
—ba+30=a a=11
20— (=0 b=—4

= (1,0,a,b) = (1,0,11, —4)

28. Dados los subespacios vectoriales F, engendrado por los vectores {(1,0,2),(2,0,4)}
y G determinado por las ecuaciones 2z+y+2z = 0, z—y+2z = 0. Hallar la dimen-
sién, una base y las ecuaciones paramétricas y cartesianas de los subespacios
FGFNGy F+(G.
1 2
rgl 0 0 | =1=dim(F)=1= Br ={(1,0,2)} = F = {(a,0,2a) € R? tal que a € R} =
2 4
{(z,y,2) € R® tal que y = 0,2 = 2z}

2x+y+z:0} 2x+y—|—z=0} 2x+y—x:0} r=—y

r—y+2z=0 3r+32=0 T =—z r=—z
dim(G) =1=
G = {(a,—a,—a) € R? tal que a € R} = {(z,y,2) € R* tal que z + y = 0,z + 2z = 0}
1 1
rgl 0 =1 | =2=dim(F+G)=2= F+G = {(a+b,—b,2a —b) € R? tal que a,b € R} =
2 -1
BF+G = {(1707 2)7 (17 —1, _1)}
1 1 z
Como F' + G tiene que ser de rango 2, tendremos que | 0 —1 y |=2z+3y—2=0=
2 -1 =z

F+G={(z,y,2) € R? tal que 2z + 3y — 2 =0}
Como dim(F) +dim(G) = dim(F + G) + dim(F NG) y tenemos que dim(F) = dim(G) =
Ldim(F+G)=2=dm(FNG)=0=FNG=1{(0,0,0)}

29. Consideremos los siguientes subespacios de R? :

F = {(z,y,2) € R® tal que z =0}
F = {(z,y,2) eR’tal que v =y = 0}
Fy; = {(z,y,2) e R’ tal que v = 0,y = z}

a) Probar que R?® = Fy + F;, + Fj.
Las bases de los subespacios son Br, = {(1,0,0),(0,1,0)},Br, = {(0,0,1)},Bg, =
{(0,1,1)}
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1 000

Comorg| 01 0 1 |=3=dm(l+Fh+F)=3=F+h+F=R3
0011

Probar que F; N F, N Fy = {0} y también que F; N F, = {0}, ;N F;={0} y

FyN Fy = {0}.

FFNFBNFy={(z,y,z) eR3talque z =0,z =y =0, =0,y = 2} =

= {(z,y,2) €R? tal que ,z =y = 2z = 0} = {0}

FiNFEy,={(z,y,2) €R¥tal que 2 = 0,2 =y = 0} = {0}

FINFy={(z,y,2) e R¥tal que z=0,2 =0,y = 2z} = {0}

BNFy={(z,y,2) eR¥talquex =y =0,z =0,y =z} = {0}

Buscar dos descomposiciones diferentes para 0 de la forma 0 = ¥ + 0, + ¥

con 0y € Iy, th € Fy, U3 € F3 (con lo que se demostrara que R?® no es suma
directa de Fi, Fy y F3.

Por ejemplo, 0 = (0,1,0) 4+ (0,0,1) + (0,—1,—1), con (0,1,0) € Fy,(0,0,1) €
Fy,(0,—1,—1) € Fj3. Por otro lado, también podemos escribir 0 = (0,—1,0) +
(0,0,—1)+(0,1,1), con (0,—1,0) € Fy,(0,0,—1) € F5,(0,1,1) € F3

Comprobar (con la misma finalidad) que (F; + Fy) N Fy # {0}.
1 00

Br.r, = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} yaquerg [ 0 1 0 | =3, por lo tanto F; +
0 01

F=R= (F+ ) NF=R*NF;=F; #{0}

30. En R* se consideran los subespacios W; y W, engendrados, respectivamente,
por los sistemas de vectores:

Sto= {(1,0,1,0},(0,1,0,1),(1,1,1,1)}
S» = {(1,0,0,0),(2,1,0,1),(5,1,0,1)}

Hallar:

)

Bases y dimension de W, y Ws.

1 01
| 1o 1| =22 B = (001,000,000} = dim(Wy) = 2 = W, =
011

S

{(z,y,2,t) eR* tal que v — 2 = 0,y —t = 0}
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OO =
O N
O = Ot

rg =2 = By, = {(1,0,0,0},(2,1,0,1)} = dim(Ws,) = 2 = W, =

011
{(x,y,2,t) € R* tal que 2 = 0,y — t = 0}

b) Ecuaciones y base de W;+W,.
1 0 1

O = N

rg :3:>dim(W1+W2):3:>

S = O

1
0
1

o O O

e N

= Buw,ow, = {(1,0,1,0}, (0,1,0,1), (1,0,0,0)} =
= W, + Wy ={(a+cb,a,b) € R tal que a,b,c € R} =
= {(z,y,2,t) € R* tal que y — t = 0}
c) Ecuaciones y base de W; N W,.
WinW, ={(z,y,2,t) e R talque v — 2 =0,y =t =0,2 =0} =
={(z,y,2,t) e R talque y —t = 0,2 = 2 = 0} = {(0,a,0,a) € R* tal que a € R} =
BWlﬂW2 = {(0717071)}

31. Dados los subespacios vectoriales de R?

W, = {(z,y,2) € R® tal que v +y = 0}
Wy = {(z,y,2) € R®tal que y — z = 0}

a) Calcular Wy N Wy y Wi+Ws.
WiNWy={(z,y,2) eR¥talque z +y =0,y — 2 =0} =
= {(a, —a,—a) € R? tal que a € R}
Wi = {(a,—a,b) € R? tal que a,b € R}, W5 = {(a,b,b) € R? tal que a,b € R}
1 010
rgl —1 0 0 1
0 1 0 1
b) Comprobar si se verifica W; @ W,=R>.
Se cumple que W + W, = R3, pero Wy NWs, # {0} por lo tanto no son suma directa.

:3:>dim(W1+W2):3:>W1+W2:R3
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D. Soluciones Tema 4: Aplicaciones Lineales

EJERCICIOS
= Aplicaciones Lineales

1. Determina cuales de las siguientes aplicaciones f : R?® — R3 son transformacio-
nes lineales:

(a) f(z1, 22, 23) = (w2, 71, T3); (b) f(z1,72,23) = (z1 + 1,22 + 2,0);

(c) fz1,29,23) = (0,21 + 22,0); (d) f(x1, 22, 73) = (T122, T3, 71).
(a) af(z1, 22, 23) +0f (Y1, Y2, y3) = a(z2, 21, 23) +0(y2, y1,y3) = (ax2+bys, ax1 + by, axs+
bys) = f(axy + by, axe + bys, axs + bys) = es aplicacion lineal

(b) f(w1, 22, 23) + f(y1, 92, y3) = (1 + 1,22 +2,0) + (11 + 1,2 +2,0) = (w1 +y1 + 2,22+
Yo +4,0) # f(x1+y1, T2 + Yo, 3 +y3) = (v1 +y1 + 1,22 + y2 +2,0) = no es aplicacion
lineal

(c) af(z1, w2, 23) +0f(y1,y2,y3) = a(0, 21 4+ 2,0) + b(0, y1 + 12,0) = (0, axy + bys + axy +
by2,0) = f(axy + by, axy + bys, axs + bys) = es aplicacion lineal

(d) f(z1, 22, 23) + f(y1,y2,y3) = (122, 23, 1) + (V1Y2, Y3, Y1) = (@122 + Y1Y2, T3 + Y3, 1 +
y1) # f(x1+y1, 0+ Yo, 3+ y3) = (1 +v1) (w2 +y2), 3+ y3, 1 + y1) = no es aplicacion
lineal

2. Sea la aplicacion lineal f:R? — R? tal que f(1,2) = (2,3) y f(0,1) = (1,4). Halla
f(z,y).

(e0)(2)=(3)= i)
(ea)(V)=(3)=atif=isi} o

La matriz de la aplicaciéon es A = < _05 le ) = C[f(z,y)] =

(5)-(5 ) () () -t

3. Estudiar cuiles de las siguientes aplicaciones son lineales entre los espacios
vectoriales dados:

a) f(z,y,2) = (x+y,2) Si, ya que af(x1,y1,21) + bf (22,42, 22) = alw1 + y1,21) +
b(zy + Y2, 22) = (axy + bra + ays + bya, azy + bze) = f(axy + bxa, ayy + byz, azy + bzy)
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b) f(z,y) = (x+y,0) Si, ya que af(xy,y1) +b0f(v2,y2) = a(x1 +y1,0) +b(z2 +y2,0) =
(azxy + bxy + ayy + by, 0) = f(axy + bxs, ayy + bys)

¢) f(z,y) = (z,y +2) No, ya que f(z1,41) + f(z2,y2) = (1,41 + 2) + (22,92 + 2) =
(v1 + 22,1 + 2 +4) # f(o1 + 22,01 +12) = (21 + 22,51 + Y2 +2)

d) [: Mays(R) = Moy (R)  f(A) = AB donde B = ( _11 ) Si, ya que af(A) +
bf(A') = aAB + bA'B = (aA + bA)B = f(aA + bA')

e) f: Maoxa(R) = Myys(R), f(A) = A+ B donde B € Msy, es fija. No, ya que
fLA)+ f(A)=A+B+A+B=A+A+2B# f(A+A)=A+A+DB

f) f: Moxa(R) = Maoys(R), f(A) = AB — BA donde B € Moy, es fija. Si., ya
que af(A)+bf(A) = aAB —aBA+bA'B —bBA" = (aA+bA")B — B(aA+bA') =
FlaA +bA)

9) [ Pafa] = Pufz],  f(p(x)) = p(z +1). Si, ya que af (p(z)) + bf(q(z)) = ap(z +
1) +bg(z + 1) = f(ap(z) + bg(x))

h) [ Palz] = Pla],  f(p(z)) = p(z) + 1. No, ya que f(p(z)) + f(q(z)) = p(z) +1+

q(z) +1=p(x) +q(x) +2 # f(p(z) + q(z))) = p(z) + q(z) + 1

4. f:R? — R3 es lineal, y se tiene que f(1,2) =(—1,0,2) y f(2,1) = (0,2, —1). Halla
Como (3,3) = (1,2) + (2,1) = f(3,3) = f(1,2) + f(2,1) = (-1,0,2) + (0,2,—-1) =
f(3,3)=(-1,2,1)

Como (0,—1) = a(1,2) +0(2,1) = a+2b:O}:>a:_

win

2a+b= 1 b=35= 021 =
af(1,2) +b(2,1) = —=2(-1,0,2) + 3(0,2,-1) = f(0,-1)= (2 2 —2)
5. Dadas f:R? — R?, f(a,b) = (a,a+b,b), y g:R>— R? g(a,b,c) =
fogygof
(fog)(a,b,c)= f(g9(a,b,c)) = fla+b,c)=(a+ba+b+cc)
(go f)(a,b) = g(f(a,b)) =g(a,a+bb) = (2a+b,b)

6. Sea f : V — W una aplicacion lineal entre dos espacios vectoriales V' y W.
Demostrar las siguientes proposiciones:

(a+ b, c), calcular

a) La imagen del elemento neutro de VV mediante [ es el elemento neutro de
W, es decir, f(0y) = Ow.

fOy) = f(Z+ (=2)) = f() + f(=7) = [(T) - (&) = Ow
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b)

c)

La imagen mediante F' del opuesto de un elemento v € V' es el opuesto de
£(7), es decir, f(—7) = — (7).

f(=0) = f(=1)0) = (=1) f(?) = = f(0)

La imagen mediante f de cualquier subespacio de VV es un subespacio
vectorial de W.

. Sk .
Suponiendo que {u;},_, es una base de V, entonces cualquier vector de este subes-
k

k k
pacio se escribe como ¥ = > a;i; = f(Z) = f <Z aiﬁi) = > a;f(u;), como
i=1 i=1 i=1

L\ k : ) : :
{f(@;)},_; es un subconjunto de vectores de W, generaran un subespacio vectorial

de W.

La imagen mediante una aplicacién lineal de un subespacio vectorial de
dimensiéon k es un subespacio vectorial de dimensién no superior a k.

Por lo dicho anteriormente, el subespacio generado en W tendra como méaximo k
vectores linealmente independientes ({ f(u;)},_,), asi que como méaximo el subespacio
generado tendra dimension k.

Sea B = €1, ¢€,,...,6, una base del espacio vectorial V' y sean w), wy,...,w,, n
vectores cualesquiera del espacio vectorial IV. En estas condiciones, existe
una unica aplicacion lineal f de V a W tal que:

Supongamos que hay dos aplicaciones distintas f y g, tales que f(€;) = w; y g(€;) =
w; entonces tendremos que, por el hecho de ser aplicaciones lineales, restandoles a
una la otra: f(e;) — g(€j) = w; —w; = 0 = (f — g)(¢;) = 0. Por lo tanto, para

n
cualquier vector Z de V', que podremos escribir como Z = > a;€;, tendremos que
i=1

n
(f —9)(@) = > ai(f —g)(é) = 0. Por lo tanto la imagen de cualquier vector de V/
i=1
mediante la aplicacion f — g es el vector nulo, y la tnica aplicacién que hace que la
imagen de cualquier vector sea 0 es la aplicaciéon nula, por lo tanto f =g

Matriz de una aplicaciéon lineal
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7. Sea f: R® — R?® dada por f(z,y,2) = (v + v, 2,2 + 2). Encontrar la matriz de f
con respecto a la base canénica. Hallar la imagen mediante f de los siguientes
subespacios vectoriales de R?.

110
A=1010
1 01
a) Vi ={(z,y,2) € R® tal que x +y + z = 0}}

Vi = {(17 _170)7 (1707 _1)} = ng(vl) = {f(17 _170) ( >} {< ) (1 0, 0)}

0 1

Comorg| —1 0 | =2= By, =1{(0,-1,1),(1,0,0)}
10
(f

dim(V}) = 2, dim(f
b) ={

(1)) =2
,0) tal que z,y € R}
0),(0,1,0)} = 8G sy = {f(1,0,0), f(0,1,0)} = {(1,0,1),(1,1,0)} =

(z,
{(

O = =3

1
comorg | O
1

dim(V3) = 2, dim(f(V2)) = 2
c) Vs ={(z,y,2) =t(1,—1,1) tal que t € R}

BVS = {(17 -1, 1)} = ng(VS) = {f(17 -1, 1)} = {(07 -1, 2>} = Ccomo rg -1

1= Bf(V3) = {(07 _172)}
dim(V3) = 1,dim(f(V3)) =1

En cada caso indicar la dimensiéon del subespacio y la dimensién de su imagen
mediante f.

8. Hallar las matrices de las siguientes aplicaciones lineales de R? en R? respecto
de la base canoénica:

a) Giro de a grados con respecto al eje z.
f(1,0,0) = (cosa, sin, 0), f(0,1,0) = (—sina, cosa, 0), £(0,0,1) = (0,0, 1)
cosae —sina 0

A= sin o cosae 0
0 01
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b) Simetria con respecto a la recta z =0, y = 0.
f(]'7070) = (_170?0)7 f(()? 1?0) = (07 _1?0)7 f(()? 0? ]') = (07 0? ]‘)

-1 00
A= 0 -1 0
0 01

c) Simetria con respecto a la recta z =y, z = 0.
f(]‘7070) = (07 ]‘70)7 f(07 ]‘70) = (17070)7 f(()? 07 ]') = (0707 _1)

01 0
A=1 10 0
00 —1

d) Proyeccion sobre el plano © —y + z = 0.

La proyeccion sobre el plano 7 de un vector ¢ se expresa como v, = U — T HQﬁ donde

7 es un vector normal al plano m

En este caso 7 = (1,—1,1) = ||i|* = (\/12 —|—12) = 3 = tomando
U= (2,y,2) = U = (z,y,2) — =¥=(1,-1,1)

Asi, f(1,0,0) = (1,0,0)— (3, —3,3) = (3,5, 5),(0,1,0) = (0,1,0)— (=3, 3, —3) =
(3.2.0).£0.0.1) = (0.0.1) — (545 = (.1.2)

2 1 —1
A=z 12 1

-1 1 2

e) Proyeccion respecto a la recta (z,y,z) =t(1,1,1).

La proyeccién respecto a una recta r se expresa como v, = 2d donde d es un

]

vector director de la recta r

En este caso d = (1,1,1) H ‘H =12 +1?2+ 1% = 3 = tomando v = (z,y,2) =
7, = S]]
Asi, f(1,0,0) = 3(1,1,1), f(0,1,0) = 5(1,1,1), f(0,0,1) = 5(1,1, 1)
1 11
A=1l111
1 11

= Nicleo e imagen de una aplicacion

9. Sea la aplicacion f: M,.,(R) = R con f(A) = traza(A).
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a) Prueba que f es una aplicacién lineal.
af(A)+0f(B) =a-traza(A)+b-traza(B) = traza(aA) 4+ traza(bB) = traza(aA+
bB) = f(aA + bB), por tanto es aplicacion lineal

b) Calcula el nucleo de f y da una base del mismo.
ker(f) = {A € Myxn(R) tal que traza(A) =0} =

= {A = (aij) € Mpuxn(R) tal que Zn: i = O} =
i=1

n—1)

A

= B(ker(f)) = { (1,0,0,...,0,—1),(0,1,0,...,0,—1), ..., (0,0,0, ...1, 1)

10. Sea la aplicacién lineal f:R3* — R? definida como f(z,y,2) = (v —y,x + 2).

a) Probar que f es una aplicacién lineal.
af(wi,y1, 21)+bf (22, Y2, 22) = a(x1—y1, 11+21) +0(22—Y2, Ta+22) = (ax1—ay:, avi+
CLZl) + (bl’g - byg,bl’g + ng) = (axl + bl’g — (ay1 + byg),axl + bJJQ + az; + ng) =
fla(zy,y1, 21) + b(x2, Yo, 22))

b) Determinar las ecuaciones paramétricas y cartesianas del niicleo y de la

imagen.

ker(f) = {(z,y,2) e R¥tal que v —y = 0,2+ 2 = 0} = {(a,a, —a) € R3 tal que a € R}
SGimt) = {(1,1),(=1,0), (0,1)}, como rg( Loy ) = 2 = dim(R?) = img(f) =
R2

c) Encontrar una base del niicleo y otra de la imagen.
Bker(f) = {(17 17 _1>} ) Bimg(f) = {(17 O>7 (07 1>}

d) Comprobar que se verifica el teorema niicleo-imagen (Teorema 1).
dim(ker(f)) + dim(img(f)) = dim(R3) = 1+2 =3

e) Clasificar f.
Como dim(img(f)) = dim(R?) la aplicacion es suprayectiva, y como dim(ker(f)) # 0
la aplicacion no es inyectiva.

11. Sea f:R?® — R? la aplicacion lineal definida por:
fler) = 3e1 —2ex+e3, fle2) =e1+ea, f(ez) =2e1 —3ex+e3

Calcular:
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a) Matriz de la aplicacion lineal.

31 2
A=| -2 1 -3
10 1

b) Ecuaciones de f.
flz,y,2) =B +y+2z,—2x+y—3z,x+ 2)

c) Ecuaciones paramétricas y cartesianas del niicleo y de la imagen.
ker(f) = {(x,y,2) € R tal que 3z +y +22: =0, -2z +y — 3z =02+ 2 =0} =

3c+y+22=0 31 2 L0 1\ oo

“2rfy-3z=0 o= | 21 3 |R=R| -2 1 -3 2 !
r+z=0 10 1 31 2 M

10 1 10 1

01 -1 )/B-FK|01-1|=

01 —1 00 0

ker(f) = {(z,y, 2) € R? tal quer+z=0,y—z=0}=
= {(a, —a, —a) € R? tal que a € R}

31 2 31 2 31 2
Comorg| -2 1 -3 | <3yaque| -2 1 -3 |=0,rg| -2 1 =3 | =2
10 1 10 1 10 1
31
yaque | o ' =5 = Bimgip) = {(3,-2,1),(1,1,0)} =
img(f) = {(3a+b,—2a + b,a) € R? tal que a,b € R}
31 x
Como| -2 1 y|l=y—ax+52=0=
1 0 =z

= img(f) = {(z,y, 2) € R? tal que y — x + 52 = 0}

12. Dadas las aplicaciones f : R? - R?*y g : R> — R?, definidas por f(z,y) = (z+vy, )
y g(x,y) = (2z,3x —y), calcular las expresiones algebraicas y matriciales de go f,
fogy f+y.

(gof)zy) =
(fo
(

Y

9(f(z,y)) =g(x+y,z) = 2(x+y),3(x+y) —z) = (2z + 2y, 27 + 3y)
9)(z,y) = flg(x,y)) = f(22,3x —y) = 2z + 3z — y, 27) = (5w — y, 2x)
fra)(z,y)= flo,y) +9(x,y) = (x+y,2) + (22,37 —y) = Bz +y, 40 — y)

También se podria calcular sabiendo que Ay = ( } é ) Ay = ( g _(1) )
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\)

Agof=<§ _(1))“ é)z(i )
w-(10) (5 1)-(3 7))
o= (16) (5 0= (0 1)

1 0 -1
2 -3 -1

w

13. Sea ( ) la matriz de una aplicacion lineal de R? en R%. Calcular:
a) Expresion algebraica de f.

f(xvyuz) = ($—Z,2$—3y—2)

F(=1,2,3) = (—1-3,2- (1) = 3-2—3) = (—4, —11)

c) Estudiar si existe algun vector (z,y,z) cuya imagen sea el vector (1,—1).
r—z=1 1 0 -1 1 1 0 -1 1
2x—3y—z:—1}:><2 -3 —1’—1)%(0—3 1 —3):’

r=1+=2
{y=1+§
Por lo tanto, todos los vectores de la forma (1 + 2,14 %, 2) tendran como imagen el
(17 _1)
d) Ecuaciones paramétricas y cartesianas del nicleo y de la imagen
ker(f) = {(z,y,2) e R® tal que v — 2 = 0,20 — 3y — 2 = 0} =
={(z,y,2) e R¥tal que v — 2 = 0,3y — 2 = 0} = {(a, %, a) € R® tal que a € R}

)30
Como rg(% _03 :} ) =2 = img(f) = R?

e) Comprobar que se verifica el teorema ntcleo-imagen.
dim(ker(f)) + dim(img(f)) = dim(R3) = 1+2 =3
f) Clasificar f.
Como img(f) = R* = f es suprayectiva. Como dim(ker(f)) = 1 = f no es inyectiva

g) Calcular la matriz de f respecto de las bases:

B = {(1,0,1),(0,0,—1),(2,1,1)} de R?
B = {(1,0),(1,1)} de R?
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0 2 11 1 11\
!/ B !\ —
o)1) -0 = (01) -

1 0 2
1 -1 1 0 -1 -1 01
B _ aqBc pBcasB _

14. Dada la aplicacién lineal f : R? — R? cuya matriz respecto de la base canénica

2 11
deR3>es [ @ 2 2 |. Calsificar f segtn los distintos valores de a y f.
6 3 p
2 11
a 2 2 |=3a+4f—-af—12=—(a—4) (5 —3)
6 3 0
2 11
Sia#£d4y#£3=rg| a 2 2 | =3, porlo tanto la aplicaciéon f sera biyectiva
6 3 p
2 11
Sia=46=3=rg| a 2 2 | <3, porlo tanto la aplicacién f no sera ni inyectiva
6 3 0

(va que dim(ker(f)) > 0), ni suprayectiva (ya que dim(img(f)) < 3).

15. Demostrar que si S = {71, 75, ..., 7,,} son linealmente independientes, entonces,
{f(21), f(z3), ..., f(2)} son linealmente independientes siy sdlo si f es inyectiva.

Supongamos que a1 f(z27) + as f(73) + ... + an f(2;,) = 0= flayzy + asxy + ... + ap@y,) = 0,
como f es inyectiva, entonces a,2] + asTo+ ... + a, T, = 0. Como {a1, 7%, ..., 2, } son lineal-
mente independientes, entonces a; = ay = ... = a,, = 0, entonces {f(27), f(23), ..., f(23,)}
son linealmente independientes.

16. Describir el niicleo y la imagen de las siguientes aplicaciones lineales, indicando
si son inyectivas, sobreyectivas o biyectivas:

a) Mg : Mayys — Masy; donde Mp(A) = AB con B = ( _} )
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e =as= (1 0) () =(0)= (0) = (5) = 1220 =

ker(Mp) = {( Cé ) € Mayo tal que a, c € R}

0 01 0 01 -1
2 = dim(img(Mp)) =2 = img(Mp) = Moy,
También se podia haber averiguado sabiendo que dim(ker(Mp)) = 2, dim(Mays) =
4 = dim(img(Mp)) =4 —2 =2 = img(Mp) = Max1
Como dim(ker(Mp)) = 2, entonces la aplicacion no es inyectiva. Como img(Mp) =
M1 la aplicacion es sobreyectiva.

Como la matriz de la aplicacion es ( L =10 _(1) ),como rg( =10 0 ) =

b) La aplicacién derivacion de P,[z| en P,_[x].
flanx™ + ap12" P+ ...+ arw + ag) = na,x" 4+ (n— Da,_ 122 + ... +ay
ker(f) = {p(x) = ap € P,[z] tal que ap € R} = dim(ker(f)) =1
Como dim(P,[z]) = n = dim(img(f)) =n — 1 = img(f) = P,—1[7]
Como dim(ker(f)) = 1, entonces la aplicacion no es inyectiva. Como img(f) =
P,_4[z] la aplicacién es sobreyectiva.

17. Clasifica el endomorfismo f(z,y,z) = (2z,4x — y,2x + 3y — z). Encuentra las
ecuaciones algebraicas de f~!, f? en los casos en que sea posible.

2 0 0
La matriz de la aplicacion fesA=| 4 —1 0
2 3 -1
2 0 0\ Lo oo
La matriz de la aplicacion f~' es A=t = [ 4 —1 0 =12 -1 0 =
2 3 —1 7T -3 -1
fHa,y,2) = (5,20 —y,To — 3y — 2)
2 0 0\~ 4 0 0
La matriz de la aplicacién f2esA2=| 4 -1 0 =1 4 1 0 |=fv,y,2)=
2 3 -1 14 —6 1

(4x, 4z + y, 142 — 6y + 2)

= Cambios de base para aplicaciones lineales
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18. Sea f : R?® — R? la aplicacién lineal definida por
fur,ug, uz) = (ug — ug + 2us, ug + 3usg)

y las bases B; = {(1,0,—1),(2,1,0),(0,1,1)} y By = {(—2,1),(1,—-1)} de R?® y R?
respectivamente. Calcular:

a) Matriz asociada a f respecto de las bases canénicas de R? y R2.
1 -1 2
Be _
Age = < 1 30 )

b) Matriz asociada a f respecto de la base B; de R? y la canénica de R.

1 2 0
Mgt=1 011
-1 0 1
1 2 0
5 i Bes [ 1 —1 2 (-1 11
ag == (0 0 o) =(5 5 )

¢) Matriz asociada a f respecto de la base canénica de R® y la base B, de R?.

-1
B -2 1 B By 1 -2 1 -1 -1
Mise = ( 1oy ) M=) = ) =1
-1 -1 1 -1 2 -2 =2 =2
Bo _ nsBe 4Bo _
AB2_MB2ABC_<—1 —2)(1 30)_<—3 -5 —2)
d) Matriz asociada a f respecto de la base B; de R? y la base B, de R>.

120
A@;:MggAggMg;:(_l ‘1)(1 s 2) 011 |=

-1 =2 J\1 30 Lo
(0 —6 —4
S S

19. Sea f:R?® — R? la aplicacién lineal definida por
f(ul, U9, Ug) = (Ul — U9 + Us, 4UQ — Uz, Uy + U9 -+ 5U3)

B = {(1,2,1),(3,1,0),(=1,3,1)} base de R*® y el vector v € R® de coordenadas
(-1,1,1) en la base B. Calcular:
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a) Las coordenadas del vector f(v) en la base canédnica.

1 -1 1
La matriz de la aplicacion respecto de la base canodnica es Agg =10 4 -1
1 1 5
1 3 -1
Las matrices de cambio de base son MEC: 21 3 :>Mgc = (Mgc)_lz
1 0 1
-1
1 3 -1 % —2% 2
1 0 1 - & -1
1 -1 1 1 3 -1 0 2 -3
Porlo tanto A§ = AF°ME =( 0 4 -1 21 3 |=(74 1 |=
1 1 5 1 0 1 8 4 7
0 2 -3 —1 -1
Cgc[f(ﬁ)]:AgCCB[U]: 7T 4 11 1 = 8
8 4 7 1 3

b) Las coordenadas de f(7) respecto de la base B5.
Las coordenadas de f(#) respecto de la base B serd Cylf(7)] = MgCCp.[f(7)] =

L -2 2 ~1 1
P 8 | =10
13 B

-1 2 -1 3 2

20. Sea f: R? — R* la aplicacién lineal tal que
f(3,=-5)=(,1,1,1), f(-1,2)=(2,1,0,-2)
Calcular:

a) Hallar la expresiéon de la aplicacién f, es decir, dado un vector 7 € R?

determinar f(?)
Considerando como base B = {(3, —5), (—1,2)}, la matriz de la aplicacion en la base
B inicial y en la base canoénica final sera

2

1

0
—2

B _
AR, =

— = = =
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Las matrices de cambio de base seran Mg = ( _g _; ) = Mg¢ = (Mgc)_l =
3 -1\ (21
(5 72) -(33)
1 2 12 7
Por lo tanto, Agg = AECMSC = 1 (1) < g :1)) ) = ; le
1 =2 -8 —5
12 7
. . - — B — 7 4 €T
Asi que, si tomamos 7 = (z,y) = Cp.[f(V)] = ARl Cp.[V] = 5 1 ( ) ) =
-8 —5
122 + Ty
Tr + 4y
20 +vy
—8x — by

= f(V) = (122 + Ty, Tz + 4y, 2x + y, —8x — by)

b) Hallar la matriz asociada a f respecto de las bases canonicas de R? y R*.

12 7
5 7 4
A =1 9 1

8 -5

c) Determinar el subespacio imagen de la aplicacion lineal f y su dimension.
Como f(1,0) =(12,7,2,-8), f(0,1) = (7,4,1,-5) =
= SGimg(r) = 1(12,7,2,-8),(7,4,1,=5)}, como son dos vectores linealmente inde-
pendientes, seran una base del subespacio imagen. Por lo tanto dim(img(f)) = 2
img(f) = {(12a + 7b, 7a + 4b, 2a + b, —8a — 5b) € R* tal que a,b € R}

21. Sea la aplicaciéon f definida por:

f(ui) = f(1,0,0) = (1,2)
f(uz) = f(1,1,0) = (1,1)
f(u_é) = f(17 L, 1) = (07 2)

donde se considera la siguiente base de R®, Bgs = {u, us, u3}. Halla:

a) Matriz asociada a f respecto de las bases Bgs y la canénica de R>.

Bes 1 10
A3§:(2 1 2)
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b) Matriz asociada a f respecto de las bases canénicas de R3 y R2.

111 » 1 L
Como Mgz = | 0 1 1 | = M, = (M) = 0 -1 | =
0 01 0
1 -1 0
B Bgs 2 7B 1 10 -1
ﬁABg:ABHéMBD;:(z 1 2) 8 (1) _11 :< 1

22. Se define una aplicacion f por:

f(e_i) - f(LO) = (1727 0, _1)
f(ez) = f(0,1) =(0,1,-1,0)

Sabiendo que las coordenadas de f(¢1) y f(é3) estan referidas a la base Br: =
{v1 =(1,0,0,0),v3 = (1,1,0,0),03 = (1,1,1,0),v3 = (1,1,1,1)}. Calcula:

a) Matriz asociada a f referida a la base canénica de R? y Bga.

1 0
2 1
Be _
ABR4 N 0 —1
-1 0
b) Matriz asociada a f referida a las bases canénicas de R? y R*.
1111
4 0111
La matriz de cambiode base es M| et _ 001 1 |Por lo tanto:
00 01
1111 1 0
Be Bpa 1Bo 01 11 2 1
Age = Mg ABR4_ 00 11 0 —1
00 01 -1 0
¢) f(1,-2) en las canoénicas de R? y R*.
2 0 2
celra-= | L () - } FL-2) = (2,1.1,-1)
-1 0
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E. Soluciones Tema 5: Diagonalizaciéon de Endomorfismos. Forma,
candonica de Jordan

EJERCICIOS

= Diagonalizacién de endomorfismos

2 4

1. Se considera la matriz A = 3 13 ) Hallar los valores propios y vectores
propios. Razonar si es diagonalizable y obtener la matriz de paso que permite
diagonalizarla.

1 2=A 41 |, B B A =1
|A— | = 3 13— '—)\ —15)\—|—14—()\—1)()\—14)—0:>{ Ny = 14 SO0
los autovalores de la matriz, como hemos obtenido dos diferentes y la matriz es 2 x 2 sera
diagonalizable.

Vamos a calcular los autovectores:

. L= 1 4 z\ (0 B S
81A1—1:>(A—I)01—O:><3 12)<y)—<0):>m+4y—02>1)1—(4, a

: L = —12 4 z\ [0 o
S1>\2_13:>(A—14I)v1—0:>( 5 _1)(y)—<0):>3:): y=0=

L .~ (10 . B 4 1
La matriz diagonal sera D = < 0 14 ) y la matriz de paso P = < 1 3 )
115 9
. . . 216 8
2. Hallar los valores propios y vectores propios de la matriz A = 000 3
001 -2
1—A 1 5 9
|A— \| = 0 0 —\ 3 =4\ =8N+ N\ +3=
0 0 1 —2—-2A\
A =1
Ao = —3

A+3) -1 -2-1)=0=1 |

M=1-2

L1+ NG son los autovalores.

Los autovectores seran:



Apéndices

218

Fy +6F3
Fy + 5F3

9
8
3
3

)
6
-1
1

-1

00

3 4
-7 =7

2
-7

(=1,0,—1, Do

—

= U2
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0 0 5vV2+6 9v2+8 |0 P oF
1 < 2
2 V2 6 1Y B-GvateR
0 0 1 110 P
0 0 1 -3—v2 |0 108 N
2 =2 6 8 |0 2 —v/2 6 8
= F
0 00 4242 |0 P 0 01 1
0 01 1|0 e lo 0ot
0 00 —4—+2 (0] =a=v2 "3 \ 0 000
2 —vV/2 0 0|0
0 0100
0 00110
0 00010
= 73 = (1,v/2,0,0)c
Sidi=1-v2=(A-(1-V2))t,=0=
V2 o1 5 9 T 0
2 V2 6 8 vi_[0]L
0 0 —1++v2 3 2 R 0
0 0 1 —3++2 t 0
V2 o1 5 910 0 0
2 V2 6 8 |0 FﬁF} 2 V2
1 — L2
0 0 —1++2 310 Lmtr) |00
0 0 1 3+v2]0) 27" "7, \0 0
F1<—F2 2 \/§ 0 8 0 F2<:>F3
0 00 4/2—-210 Py
Fy, — (52— 6)Fy 22
Py 0 01 110 277
1 N0 00 —44v2|0) anve TR
2 v2 0010
Fy — Fy 0 01 010
Fi—6F—8F;, | 0 00110
0 00010
= 7= (1,—-v2,0,0)a
3. Sea A = —7 6

12 10
n-ésima de la matriz A.

0
0 Fy— Iy
0 | F,—6F, —8F;
0
5v2—-6 9v2-8 |0
6 810
1 110
1 —34+v2 |0
2 V2 6 810
0 01110
0 00110
0 00010

. Encontrar una férmula de recurrencia que dé la potencia
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_ —7=A =61 _ o _ _ A=1
A= X|=0= 12 10_)\‘—)\—3)\+2—()\—1)()\—2)—0:>{)\2:2

L~ (-8 6\[(z\ [0 B
Para)\l—1:>(A—I)vl—O:><12 9)<y)—<0):>4x+3y—0:>
U = (3,—4)

= (=9 6\[/z\ [0 B
Para)\g—2:>(A—21)v2—0:><12 8)<y)—(0):>3m+2y—0:>
’(72:(2,—3)

La matriz diagonal asociada es D = ( (1) (2) ), la matriz de paso es P = ( _2 _g ) y

—1
3 2 3 2
: 1 _ _
su inversa es P —(_4 _3) —(_4 _3)

Por lo tanto, podemos escribir A = PDP~! == A" = PD"P~! =

3 2 Lo/ 3 2\ [ 3 2 1 0 32
—4 =3 0 2 -4 -3 ) \ -4 -3 0o 27 —4 -3
An — —23 49 3.7 46
S\ 3272 12 9.2" -8
Una matriz A es idempotente si A = A%. Probar que si A es idepontente sus
Gnicos valores propios son 0,1.

Si A\ es un autovalor de A tendremos que AT = A7 = A%0 = NAT = AT = NAT = M\ =

A=0
27 _\2
MU= A=\ :>{ Vo

. Encontrar un cambio de base que diagonalice si es posible las siguientes ma-
trices:
-1 2 =2 21 0
A= 2 -1 2 B=|01 -1
2 -2 3 02 4
-1 2 =2 -1 —1
= 2 —1 2 |, autovectores: U7 = 1 de A\ = —1,0; = 0 , U3 =
2 -2 3 1 1

de)\2:1

/\ :b
O~ =
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21 0 1 —1

B=1 0 1 —1 |, autovectores: v1 = | 0 | de A\ = 2,05 = —g de Ay = 3, por
02 4 0 1

lo tanto no se puede diagonalizar

6. Calcular f(A) = A*+ A? + A siendo A = ( ; _; )

, los autovalores son A\; = 2 y Ay = —3 con los autovectores v; =

2
0 —

w O

)

_1
y Uy = ( 2 ), respectivamente. Por lo tanto, A = PDP~! con D = (

P

1
-1 9
a_ (2 =3 _( 3
=P _<1 1) T2

Por lo tanto, f(A) = A*+A*+A = PD*P '+ PD*P~'+PDP~!' = P(D*+D*+D)P~! =

() (o) (0 ) (5 1) - (5% 70

7. Sea la aplicaciéon definida por:
flr,y,2) = (Te — 2y + z,—2x + 10y — 2z, — 2y + 7z)

GUbo =

(SN T

Diagonalizar si es posible por un cambio de base ortogonal su matriz asociada
A. Indicar la nueva base de R? a la que esta referida la matriz diagonal.

7T =2 1
A= —2 10 =2 |, los autovalores son A\ = 6 y Ay = 12 con los autovectores
1 -2 7
-1 2 1
U] = % (1] y Uy = % (1] del primer autovalor y v5 = % —2 | del segundo.
5 0 3
8. Dada la matriz A= | 0 —1 0 |. Estudiar para que valores reales de o y (8
0 o p
puede diagonalizarse.
5 0 3 5-—A 0 3
A=10 -1 0 | =A== 0 —1-—2AX 0| =5\—58—4B\+4)\ —
0 a p 0 a [f—A

NN =—-A+1)(A=5)(A=-0)=0
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Los autovalores de Ason A= -1, A=5y A= (.
Por lo tanto, si § # —1 y § # 5 habra tres autovalores distintos y por tanto sera
diagonalizable independientemente de «
Si f = —1 este autovalor serd doble. Vamos a ver sus autovectores:
5 0 3 x 0
(A+Do=0=[0 0 0 y =10 593;3_250}
0 a 0 2 0 V=
3p
Si 8= —1ya#0,entonces los autovectores asociados seran de la forma v = 0 |,
—5p
asi que la matriz no sera diagonalizable ya que el subespacio generado es de dimension 1
y el autovalor es doble.
3
Si 8= —1ya=0,entonces los autovectores asociados seran de la forma v = n |,
—5p
asi que la matriz serd diagonalizable ya que el subespacio generado es de dimensiéon 2 y
el autovalor es doble.
Si = 5 este autovalor sera doble. Vamos a ver sus autovectores:
0 03 x 0 3z=0
(A=5)v=0= 1|0 —6 0 y |=(0]= —6y=0
0 a O z 0 ay =0
1
Independientemente del valor de « los autovectores seran de la forma v = 0 |, asi
0
que la matriz no seré diagonalizable ya que el subespacio generado es de dimension 1 y
el autovalor es doble.
9. Demostrar que toda matriz estocastica A = (a;5), ¢ = 1,...,n, j = 1,..,n con

n

Zakj =1,Vj y a;; > 0 tiene el autovalor 1.

k=1
ann aiz - Aip
G21 Q22 -+ dg2p - .
Sea A = ) L ) con Zakj = 1,Vjy, calculamos los autovalores de A
: S : £
Ap1 Ap2 **° Qpp

haciendo |A — A\| =0 =
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app — A Q1 - Qin
(91 Qo — A - -~ Q2n, ,
) = 0 =(sumando a la fila n todas las demas filas)
an1 Ap2 -+ Qpp — )\
ap; — A Q12 - Q1n app — A Q12 -+ Qin
a9 Q99 — A - Qo Q91 Q2 — A+ Qap
= 21. “ .o 2. = (1= 21, . o 2. = 0. Por lo
1—-X 1—-X -+ 1-—2X 1 1 .- 1

tanto A = 1 serd un autovalor.

10. Se considera la matriz

1 -4 -1 -4

2 0 5 —4

A= -1 1 -2 3
-1 4 -1 6

Sabiendo que 2 es un autovalor de A, hallar todos los autovalores de A sin nece-
sidad de calcular el polinomio caracteristico. Sugerencia: utilizar el resultado
del ejercicio anterior.

1—)\ —4 1 —4 11—\ -4 —1 —4
2 —\ 5  —4 2 =)\ 5  —4
A — ATl = -1 1 —=2—=) 31 —1 1 —2—2)\ 3|
-1 4 —~1 6—\ I—X 1—=X 1—=X 1=\
1— )\ —4 —1 —4 5—\ 0 3 —4
2 —\ 5 —4 6 4—\ 9 —4
=(1-2 -1 1 -2—X 3 =(1-2 —4 —2 —5—-)\ 3|
1 1 1 1 0 0 0 1
5—\ 0 3
=(1-)) 6 4—\ 9
—4 =2 —5—)

Por lo tanto A es una matriz estocastica, asi que tiene un autovalor que es 1. Esto quiere
decir que [A— M| = (1 =\)(2—=N(a—=X)(6—=\)

Por otro lado sabemos que traza(A) es una cantidad que se conserva, asi tendremos que
traza(A) =traza(D) =5=14+2+a+f=>a+ =2
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1 -4 -1 -4
. 2 0 5 —4
De igual modo tenemos que |A| = |D| =1-2-a-0 = 2af = 1 1 —9 3|7
-1 4 -1 6
1 -4 -1 4 5 0 3 -4
205—4_649—4_223_
-1 1 -2 3|7 |4 -2 -5 37| | o |7
11 1 1 0o 0 0 1
5 0 3 5 0 3 5 0 -2 5 0 =2
= 2 2 4|=2 1 1 2|=2 1 1 0|=af= 1 1 0=
-4 -2 =5 —4 =2 =5 -4 -2 1 -4 -2 1
-3 -4 0
1 10 —'_:1)’ _11':1
-4 -2 1

a+f=2) a+i=2] &®-2a+1=0) a=1
Por lo tanto af =1 } ﬁzé } 5:é B—1
Asi que A = 1 es un autovalor triple y A = 2 es un autovalor simple.

11. Se considera la matriz

1 1 1 1
1 1 -1 -1
A=11 4 1 4
1 -1 -1 1

Se pide:

a) Probar que es diagonalizable y encontrar una matriz ortogonal P que
permita dicha diagonalizacién.

11—\ 1 1 1 2\ 2—\ 0 0
11—\ -1 -1 11—\ =1 -1
A= All = 1 -1 1=\ 11| 1 -1 1=\ 11
1 -1 1 1-2\ 1 -1 =1 1=
1 1 0 0 1 0 0 0
1 1—=X\ =1 1 1 =X -1 -1
=(2-2) 1 -1 1-=X —1 =(2-2) 1 -2 1—-X =11
1 -1 =1 1=\ 1 -2 -1 1-—2\
-2 -1 -1 -2 -1 0
—2=-N] -2 1-X —1[=@2=-)N)] -2 1-X =2+)|=
—2 -1 1=\ -2 -1 2=\
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A -1 0 A -1 0 o
= @=N? =2 1-X =1 ==X —4 =X 0| =(2-22 ] —A‘:
-2 -1 1 -2 -1 1
A —2)3(A+2)
—1 1 1 1 x 0
. o 1 -1 -1 -1 y 0
SiA=2=(A-2)i=0= 1 -1 -1 —1 N e P B
1 -1 -1 -1 t 0
a+ B+
z2—1t=0=>0= “
B B B
v

Podemos tomar tres autovectores linealmente independientes, por ejemplo: v} =
L(]w 1, 07 0)7 172 = L(]-a 0, ]-7 0)7 173 = L(la 07 0, ]-)

72 vz vz
3 01 1 1 z 0
. L 1 3 -1 —1 Y 0
Sid=-2=(A+2)i=0= 1 -1 3 -1 N Bl P e
1 -1 -1 3 t 0
3 1 1 1]0 1 3 —1 —1 |0
1 3 —1 —1 |0 0 -4 4 010
1 -1 3 =10 "o -4 0o 40|
1 -1 -1 3]0 0O 0 0 0]0
13 -1 -1 |0 130 210 100 110
o ojo _foro-tjof {010 -1]o]_
00 1 —110 001 —110 001 —110
00 0 010 000 010 000 010
—Q
N [0
U:
(6%
(6%

Tomamos como autovector vy = %(1, -1,-1,-1)

La matriz que diagonaliza sera P = y la matriz diagonal

o <3§|H§|H
o§|H o§|“
Sl o <:§|H
oL lLol
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200 0
020 O
b= 002 O
00 0 =2

b) Diagonalizar A% y A~'.

La matriz diagonal de A% sera D? =

La matriz diagonal de A~! sera D~ =

S O O =

S O oONE oo w o
O ONIEF O O Bk OO
oONIFO O O OO

'°|»Looo

12. Calcular aplicando el teorema de Cayley-Hamilton la inversa de la matriz:

13.

1 20
A=| -1 3 1
011

1-A 2 0

A—N|=| -1 3-2x
0 11—\
Por lo tanto 5A2—8A—A*4+4=0=5A—8—A24+4A 1 =0 = A!
12 0\° 1 20
=131 ) =5 131 ]+8
01 1 01 1
~1 8 2 120 100
—11| —4 84 |-5-131]+8[010
1 4 2 01 1 00 1

100
010
001

L= —8A=X44=—\-1)(A—2)

L(A2—5A481) =

—1

Considerando la base canénica de R? y A la matriz asociada a un endomorfismo

referida a dicha base, se sabe que los subespacios

Vi={(z,y,2) € R® tal que a+y+2z =0}y Vo = {(2,9,2) € R® tal que z—y =0, 2—y = 0}

estan asociados respectivamente a los autovalores A\ =1y \ = % Calcular:
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a) La matriz diagonal asociada al endomorfismo.

100
D=|010
00 1
1 11 111\
La matriz de pasosera P = | —1 0 1 | ysuinversa P~' = | —1 01 =
0 .—11 0 .—11
1 -2 1
11 -2
11 1
b) Calcular la matriz M = 2A* — TA> + 9A? —5A+ 1
M = P(2D* = TD3+9D* — 5D + )P~ =
2 0 0 70 0 9 0 0 50 0 10 0
—pPl{fo2o0|-{o70]+[0o90])-[0o50]+010]||P'=
00 3 00 % 00 9 00 3 00 1
000
000
000

De otra forma podemos hacer M = 2A* — TA3 + 9A2 — 5A + I, por el teorema de
Cayley-Hamilton tendremos que (A—I)*(A—11) =0= A3 - 24242411 =0 =
2A3-5A24+4A—1 = 0. Por lo tanto M = A(24%—5A2+4A—1)—2A34+5A% —4A+] =
A-0-0=0

c¢) Calcular la matriz N = A™% —4A72 + 5471 + 4]
N=P(D~ 35— 4AD2 45Dt +4NP =

100 4 0 0 5 0 0 4 0 0
=P 1 -{104 O0J+{05 O0]+10460 Pl =
0 0 0 16 0 0 10 00 4
600
=P| 06 0 |P'=6PIP'=6I
0 0 6

Otra forma de calcular N = A™3 — 4472 + 5A~" + 4] es haciendo N = A™3(] —4A +
5A? +4A4%) = A3(0+ 6A43%) =61

14. Describir razonadamente las dindmicas fundamentales del movimiento de un
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movil de ecuaciones: .
Ty = 5T+ 3y

Ytr1 = —%xt — 2y

2i41 = —b6xy — 6y — %Zt
donde {z;,y;, 2} representa las coordenadas de la posicion del movil en t-ésima
transicion.

Podemos describir la dindmica como un producto de matrices:

Tpp1 2 3 0 Ty
Yt+1 = —% —2 0 Yt
2t —6 —6 —% 2t

a) Si el movil inicialmente se encuentra en el punto (1,0, 1) donde se encuen-
tra en la vigésima transicion.

g 3 0 20 1
Si definimos A = —% -2 0 |=|y0 | =A% 0
—6 —6 —% 290 1
Como A = pp*p—1
2 3 0
Diagonalizamos la matriz A = |A — | =0 = -3 —2-2) 0|=3X-
—6 —6 —%—)\
3,1 1 2 A=1
M+i=(HA=-1)@x+1) :0:»{ Vo1
2
Calculamos los autovectores:
% 3 0 V1 0
Paral=1= (A-D)i=0=| -3 -3 0 v, | =0 |=
-6 —6 -3 vs 0
120 vy 0 1 2 0 vy 0
11}1) wo);» 01 —3 v | =10 ]=
00 O U3 0 00 0 U3 0
1o 2 vy 0
01 —% v | = (O = U= (—2a,a,4a)
00 O U3 0
3 30 V1 0
Para)\:—%:>(z4+%[)17:6:> —% —% 0 v | =1 0 | =
-6 —6 0 U3 0
110 V1 0
0 00 v | =10 | =v=(a,—,p)
0 00 U3 0
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10 0 -2 10
La matriz diagonales D = | 0 —% 0 | ylamatriz de pasoes P = 1 -1 0 | =
0 0 —3 4 01
—2 10\ ~1 -1 0
pP~t= 1 -1 0 =| -1 -2 0
4 0 1 4 4 1
—2 10 1 0 o0\*/-1 -10
AP = 1 -10 0 —3 0 -1 =2 0 | =
4 01 0 0 —% 4 4 1
-2 10 1 0 0 -1 -1 0
= 1—10(02500(—1—20
4 0 1 0 0 m 4 4 1
-2 o) -1 - 0) 2—2% 2—55 O
= 1 —2% 0 -1 -2 0 | = 2%0 1 2%—1 0
4 0 2% 4 4 1 2% 4 2%—4 2%
T 1 2— 5 2—3%5 O 1
yoo | =A*[ 0 )= -1 5—1 0 0| =
220 1 ss—4 sm—4 5% 1
2211
T20 520
Y20 | = 1222020 ~ | -1
290 5;22022 —4
b) {Existen posiciones invariantes?
Las posiciones invariantes seran las que cumplan que AZ = &, como A = 1 es

un autovalor, todos los autovectores correspondientes serdn invariantes, esto es, los
vectores de la forma ¥ = (—2«, «a, 4a)

¢) ;Qué ocurre a largo plazo si la posicion inicial se encuentra en la recta
que pasa por el origen y tiene la direccion del vector (—1,1,0) o la del
vector (0,0,1)7

Tenemos que estudiar el limite en el co de A” = lim,, o, A" = P (lim,,__,,, D") P! =
—2 1 0 1 00 -1 -1 0 2 2 0
1 -1 0 000 -1 -2 0 |= -1 -1 0
4 0 1 000 4 4 1 —4 —4 0
2 2 0 —a
Siinicialmente se encuentraen ¥ = (—a, ,0) = oo = [ =1 —1 0 a =

-4 -4 0 0
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0
0 |, o sea que al final el mévil acaba en el origen
0

2 2 0 0
Si inicialmente se encuentra en ¥ = (0,0,a) = 7oo = | -1 —1 0 0] =
-4 -4 0 o}
0

0 |, osea que al final el mévil acaba en el origen

0

15. En Soria hay dos supermercados de alimentacién, Villar y Munoz. Se sabe que
el 70% de los que van a comprar al supermercado Villar vuelven a comprar
al ano siguiente, pasandose el 30% a la competencia. Analogamente, el 60 %
de los que compran un ano en el autoservicio Munoz vuelven a comprar en
dicho establecimiento al ano proximo, pasandose el 40% restante a comprar
al supermercado Villar.

En el ano 2001 entraron 1200 clientes en el supermercado Munoz. ;Cuantos
clientes entraron en el supermercado Villar en el ano 2001 si en el ano 2002
entraron el mismo nimero de clientes en ambos establecimientos?

. . . . 4
La matriz que describe comportamiento de los clientes es A = ( 0,70, ) = ( Vis ) =

0,3 0,6 My
Vi
)

‘/2002 — 0.7 04 ‘/2001 o 0.7‘/2001 + 480 -
( M2002 ) N ( 03 06 ) < 1200 ) o ( 0.3‘/2001 —+ 720 ) = 07‘/2001_'_480 - 0.3‘/20014—

0 = Vi001 = 600

16. Siendo z, e y, las poblaciones iniciales de conejos y zorros respectivamente, se
sabe que el nimero de conejos en cualquier mes es la mitad de la poblacién de
conejos del mes anterior y que el nimero de zorros en dicho mes es la suma
de la poblaciéon de zorros mas la mitad de la de conejos en el mes anterior.
Calcular las poblaciones de zorros y conejos a largo plazo. ;Se extinguira
alguna de las especies mencionadas? Razonar la respuesta.

La matriz que describe la evolucién de las poblaciones de conejos y zorros es A =

0.5 0 T Zo
= = A
(0-5 1) (yl) (yo)
05 0

05 1 ), los autovalores son 0.5 y 1, y los correspondientes

Diagonalizamos A = (
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— _]- —
autovectores son v = < 1 ) y Ug = ( ? ), por lo tanto,

SEHEHICHREDICHIED

‘ o (-10 ) 05 0\ /-1 0\ _
A largo plazo el comportamiento sera lim A" = ( {1 ) {hm ( 0 1 ) ] ( 1 1 ) N

n—oo n—oo
(-1 0 00 -1 0\ (00
B 1 1 01 1 1) 11
Porlotanm(%o):A‘X’(xo):(O 0)<x0):< 0 ),lapoblaei(’)nde
Yoo Yo 11 Yo Lo + Yo

conejos tendera a cero y la de zorros a la suma de las poblaciones iniciales de conejos y
zorros, esto quiere decir que los conejos se extinguiran.

17. Un estudio realizado sobre la comunidad de ingenieros superiores en telecomu-
nicaciones revela el hecho siguiente: el 90 % de los hijos de padres ingenieros
superiores en telecomunicaciones cursan estudios de ingenieria en telecomuni-
caciones y so6lo el 20 % de los que no lo hicieron consiguen que sus hijos cursen
dicha carrera. ;Cual sera el porcentaje de estudiantes que cursaran la carrera
de ingenieria superior en telecomunicaciones después de muchas generaciones
suponiendo un sélo hijo como descendencia en cada familia?

. . . (0.9 0.2 Tiv1 \ T;
La matriz que describe el comportamiento es A = ( 0.1 0.8 ) = ( Ny ) =A ( N, )

09—-AX 0.2
0.1 0.8—=2X

0.9 0.2
0.1 0.8

7>\+0.7:(/\—0.7)(>\—1):0:>{

Diagonalizamos la matriz A = < ) = |A—= )| = ‘ ‘ =\ -1

Para A\; = 1 el autovector es ¥ = (2,1) y para Ay = 0.7 el autovector es i, = (1, —1), por

-1
2 1\(1 o0\[(2 1
lotan’coA-(1 _1><00.7)<1 _1) =
(2 1N\ (1 o\[1 1
:'A_3<1 1)\ o007 )1 2

Para estudiar qué pasaré después de muchas generaciones tendremos que analizar el limite

oo 12 1 ) 1 o\ /1 1 _
deJEEf‘é(l&)bE&(o 0.7)](1—2)_
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18.

SE D0 L)

T 2 2 T, 2Ny + 2T, :
Por lo tanto * ) =1 0 ) = 3 07370 ),lue o el porcentaje de
(Noo) 3(11)(%) (%Nﬁ%To oer :

estudiantes que cursarén telecomunicaciones sera %NO + %TO, donde Ny y Tj es el nimero
de no ingenieros y ingenieros de teleco, respectivamente, en el momento inicial.

Una rana que se encuentra en el vértice de un cuadrado tiene probabilidad 1/2
de ir, de un salto, a cada vértice contiguo. Si inicialmente esta en el vértice A,
hallar la probabilidad de que se encuentre en cada uno de los vértices después
de n saltos.

A B
D C
0 05 0 05
. . . ) 05 0 05 O
La matriz que describe la probabilidad después de un salto es A = 0 05 0 05

05 0 05 0

Si diagonalizamos esta matriz obtenemos los autovalores

A1 = —1 con autovector ¥j = (—1,1,—1,1), Ay = 1 con autovector v = (1,1,1,1)
y A3 = 0 doble, con autovectores v3 = (1,0,—1,0) y v, = (0,1,0,—1), por lo tanto
-1 0 0 0 -1 1 1 0
D = 8 é 8 8 , con la matriz de paso P = _1 1 _(1) é = P! =
0 00O 1 1 0 —1
11 1 o\ 11 -1 1
11 0 1 1 1 1 1 1
-11 -1 0 T4l 2 0 -2 0
11 0 —1 0o 2 0 =2
Después de n saltos tendremos que
-1 1 1 0 (=)™ 0 0 0 -1 1 -1 1
i 110 0100 111 1|
41 -1 1 -1 0 0000 2 0 -2 0
11 0 —1 0 00O 0 2 0 -2
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19.

-D)"+1 —(-D)"+1 (=D)"+1 —(-1)"+1
=D+ (=Dt = (=D (D) 41

4 (-D)"+1 —(-D"+1 (-1)"+1 —(-1D)"+1
—(-D"+1 (-D)"+1 —=(-D"+1 (-DH)"+1

Si inicialmente estaba en el punto A, después de n saltos la probabilidad de que esté en
cada uno de los vértices sera la siguiente

PA (-)"+1 —(-D"+1 (-1)"+1 —(-1D)"+1 1
pe | 1| —C=D"+1 (=D"+1 —(=1D"+1 (=1)"+1 01
pe | 4 (-D)"+1 —(-D)"+1 (=D)"+1 —(-1)"+1 0 |
D —(=D"+1 (-D)"+1 —(-D"+1 (=1D)"+1 0
()" +1
| =D
4 (-1)"+1
—(-1D)"+1

Por lo tanto, si el nimero de saltos es impar la probabilidad serd (pa,ps,pc,pp) =
(0,0.5,0,0,5), mientras que si el namero de saltos es par (pa, pg, pc,pp) = (0.5,0,0.5,0)

Una agencia naviera tiene su flota distribuida entre los puertos de Barcelona,
Malaga y Mallorca. De los barcos que al comienzo de cada mes estan en
Barcelona, al final del mes s6lo vuelve la mitad, un 20% se va a Malaga y el
resto a Mallorca; de los que estan en Malaga, a fin de mes un 20% se va a
Barcelona, un 40 % a Mallorca y el resto vuelve a Malaga; y de los que estaban
a principio de mes en Mallorca, un 80 % regresa y el resto va a Barcelona.
Suponiendo que la flota es constante.

a) Plantear en forma matricial un modelo que represente la distribucién de

la flota.
0.5 0.2 0.2 By B,
A=1 02 04 0 | =| MGy, | =A| MG,
0.3 04 0.8 MA; MA,

b) Sabiendo que en el instante actual hay 350, 500 y 200 barcos en Barcelona,
Malaga y Mallorca, respectivamente, determinar el nimero de barco que
habra en cada puerto al cabo de k& meses.
0.5 0.2 0.2

Diagonalizamos A = | 0.2 0.4 0 | yencontramos los autovalores A\; = 0.3, Ay =
0.3 04 08

0.4 y A3 = 1, cuyos autovectores son v = (1,—2,1),7, = (0,—1,1) y v5 = (6,2, 13),
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03 0 0 1 0 6
respectivamente. Por lo tanto, D = 0 04 0 |yP= 2 -1 2 | =
0 01 1 1 13
1 0 6\ 15 —6 —6
pPt=1 -2 -1 2 = % —28 -7 14
1 1 13 1 1
Después de k meses
1 0 6 0.3% 00 15 -6 By,
Ak = % -2 -1 2 0 04 0 —28 —7 14 MGy | =
1 1 13 0 01 1 M Ay
1 0 6 0.3% 0 0 15 —6 —6 350
= 2—11 -2 -1 2 0 0.4% 0 —28 -7 14 500 | =
1 1 13 0 0 1 1 1 1 200
50 - 0.3 4 300
= | —100-0.3* + 500 - 0.4* + 100
50 - 0.3% — 500 - 0.4% + 650
c) {Cual sera la flota de barcos en cada puerto a largo plazo?.
By
A largo plazo tendremos que estudiar el limite cuando k tiendeaco = | MG, | =
MA

6 6 6 350 300
il 2 2 2 500 | = | 100
13 13 13 200 650

20. Una agencia de transportes tiene la flota de camiones distribuida entre Ma-
drid, Sevilla y Barcelona. De los camiones que hay al principio de cada mes
en Madrid, al final del mes vuelven la mitad, la cuarta parte va a Sevilla y el
resto a Barcelona; de los que estan en Sevilla, la tercera parte vuelve y el reto
va a Barcelona; y de los que estaban al principio en Barcelona, la mitad se va
a Madrid, la cuarta parte a Sevilla y el reto vuelve a Barcelona. Suponiendo
que el niimero de camiones de la flota permanece constante. Calcular el tanto
por ciento de camiones que hay en cada ciudad al cabo de k meses.

% 0 % M, M,
1 1 1

A: % g % = Sl :A S(]
i3 1 B, By
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L g 1
Diagonalizamos A = % % % , encontramos los autovalores Ay = 0, Ao = 1y A3 = %,
i3 1
4 3 1
cuyos autovectores son v = (—1,0,1),7, = (4,3,4) y 03 = (—6, 1, 5), respectivamente.
00 0 -1 4 -6 14 6\ "
Porlotanto, D= 0 1 0 |conP = 03 1 |=P'= 03 1 =
00 15 14 5 14 5
—44 22 )
1
11
Despues de k meses, tendremos que
-1 4 -6 00 0 11 —44 22
AF = PDFPT = 1L 03 1 01 0 1 1 1 =
1 4 5 00 o -3 8 -3
1 12k +4 12k +4 12k +4
:ﬁ 12k+3 k+3 12k+3
—%+4 12k+4 —%+4
M, ﬁ+4 —%+4 2= +4 M,
Por lo tanto [ Sy | =& 1k+3 1k+3 —2% +3 Sy | =
By, —x+4 k4 —ax+4 By
By +4)+M0( +4)+So( o +4)
=4 | Bo E o +3§ +MOE i +3; +SOE12k +3§
B(] 12k+4 +M(] 12k+4 _'_SO 12k+4
Mo 4(By + Mo + So)
A largo plazo (o sea, cuando k tiende a 0o) tendremos que | So | =35 | 3(Bo + Mo + Sp)
By 4(Boy + Mo + So)

4
iTl
fil (Bo + My + Sp)
1

s Matriz de Jordan

—_

21. Reducir la matriz A = ( _g Z ) a su forma de Jordan y dar la matriz de

paso.

(=21 2 1 0 3 (21N 5 (21 B
A‘(z 0)(0 2)(1 1);“7_(0 2)7P_<2 0)’yaque‘]_

PtAP
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22. Encontrar la forma de Jordan de A = ( 1
0

1 1
—5\/34-5

1 ~3vE+ 1 i V5 50
=\ —1v3 VB 55+ L L+l L5 ) \5 3
5 3 0 2 + P 10 2 5

23. Encontrar la forma canénica de Jordan y el cambio de base correspondiente
de las siguientes matrices:

3.2 -2 0 —1 —2 -2 0 -1
(a)A=1|0 4 -1 MB=|1 3 1 )C=| -1 -1 -1
01 2 1 0 3 1 0 0
300 1 0 2 123
(dD=|010 (e) E=| -1 -1 —1 fHF=|0 2 3
120 0 0 -1 00 3
0 -1 —1 -1 0 -3
gG=( -2 1 -1 | H=| 32 3
-1 2 2 -3 0 -1
32 —2 100 310 1 0 0
a) A= 04 -1 =311 030 0 2 -2
01 2 5 01 003 -1 0 1
0 —1 —2 1 0 0 210 1 0 0
b) B=| 1 Ll=(o0 1 2 021 -2 -1 -2
1 0 3 -1 -1 -1 00 2 111
-2 0 -1 1 0 0 -1 1 0 1 0 0
o)C=| -1 -1 -1 |=| 1 0 1 0 -1 0 -1 0 -1
1 0 0 -1 -1 0 0 0 -1 -1 1 0
300 003 000 -1 -2 1
d)D=1010]=1030 010 0 2 0
120 111 00 3 5 0 0
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1 0 2 0 0 0 0 0 —1
e) E=| -1 -1 -1 | = %1% 10 ;1.0
0 0 -1 -1 0 0 1 1 0 1
123 111 100 1 -2 3
fHF=(023|=(012 020 0 2 —6
00 3 0 0 % 00 3 0 0 %
0 -1 -1
g G=1 -2 1 -1 | =
—1 2 2
1 1 1 2 0 0
%5 1\/5 1 : X _%\/g+% 1 ! 1
3 2555 s (CTV5-15) 0 0 Vs+1
2 —2 0
20 V5 10 V5 10 V5
104/54+30 + 1610\f+30 10v/5430 210\/5+30 1of+3o + 610\f+30
_ 50 96 V5 50 4 99 V5 —6
104/54+30 10v/54+30 105430 10+/54+30 10\/ 5430 10\/ 5430
-1 0 -3 1 1 0 -4 0 0 50 1
h) H = 32 3 ]=(-1-11 0 20 5 0 —3
-3 0 -1 1 -1 0 0 0 2 1 1 O

24. Demostrar que la aplicaciéon lineal f:R?® — R3 dada por:
flx,y,z) = (xr+ 2,2y + 2,32 — )

no es diagonalizable.
1 01 010 210 -1 10
A= 0 21 )]=1110 0 21 1 00
-1 0 3 011 0 0 2 -1 0 1

25. Hallar segtin los valores de a y b la forma canénica de Jordan de la siguiente
matriz:

Tiene dos autovalores A = —1 doble y A = 2 simple. Vamos a obtener los autovectores
asociados.

Para A =2
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-3 a 0 x 0 1 —a/3 0 x
A2Dw=0=[ 0 36 ||y |=(0]=[0 1 —p3 y | =
0 00 z 0 0 0 0 z
0
0| =
0

S1(2) = ker(A — 2I) = {(aab/9,ab/3,a) € R? tal que a € R} = u} = (ab/9,b/3,1)
Para A = —1

- 0 a O x 0 ay =0
A+Dd=0=10 0 b y l=10]=<bz=0
00 3 z 0 3z2=0
Si a = 0 hay dos parémetros libres y por lo tanto podemos crear un subespacio S;(— ) =
ker(A+ 1) = {(, 3,0) € R? tal que a, 8 € R} de dimensiéon 2 para el autovalor A =
y por lo tanto es dlagonahzable
Los autovectores son uj = (1,0,0),us = (0, 1,0).
-1 0 0 1 0 0 1 0 0
Para este caso tendremos D = 0 -1 0 |,P=0103|,P'=|01 —%
0 0 2 00 1 00 1
-1 0 0 10 0 0 O 10
A= 0O -1 b |=101 b/3 -1 0 01 —3
0 0 2 00 1 0 2 00

Si a # 0 s6lo podemos encontrar un subespacio

Si(—1) = ker(A+I) = {(,0,0) € R? tal que o € R} de dimensién 1 para el autovalor

A = —1, por lo tanto tenemos que construir ker((A + I)?)
R 0a 0\ [a 0 00 ab\ [ = 0
(A+I?*U =0=1{0 0 b yl=(0o]=1(00 3 y l=(0]=
00 3 z 0 00 9 z 0
abz =0
J3bz=0 =
92 =10
Sy(—1) = ker((A+1)%) = {(a, 8,0) € R? tal que o, § € R} = tendremos uj = (0,1,0) =
0 a O 0 a
—A+Dub=| 0 0 b 1 l=(0|=u=(00
00 3 0 0



E Soluciones Tema 5: Diagonalizacion de Endomorfismos. Forma canénica de Jordan239

-1 1 0 a 0 ab/9 10 —%b
J = 0 -1 0]),P=(01 b3 |,P'=[01 —3b
0 0 2 00 1 00 1
-1 a 0 a 0 ab/9 -1 1 0 % 0 —éb
A= 0O -1 b |=101 b/3 0 -1 0 0 1 —3b
0 0 2 00 1 0 0 2 00 1
26. Calcular ¢*, donde
300
A=1|11 3 0
01 3
e 0 0
A= & & 0
%e?’ el 3
27. Calcular ¢? en los siguientes casos:
10 -1 4 13 4 2 =2
(a) A= 5 3—-1 71; (bA=[0 5 1
-9 -4 —12-1 0 -1 3
10 -1 4 13 11 0 -2 00 -4 -2 —6
a) A= 5 3—-1 7| = % 1 =3 0 01 5 2 6
-9 -4 —-12-1 -1 -1 1 0 00 1 0 1
9 4 13
5 2 7
-9 —4 -13
11 0 e 2 00 —4 -2 —6
e 1 =3 0 11 5 2 6 | =
-1 -1 1 0 01 1 0 1
—4e724+6 2242 —6e 247
=| —22+3 —e 242 —3e2+4
4e™2 -5 2e2—-2 6e2-6
4 2 =2 1 0 O 4 10 10 0
by A= 0 5 1 |={0 i % 0 41 0 2 -2
0 -1 3 0 —1 3 00 4 04 4
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1 0 0 et et %e‘l 1 0 0
=10 1 4 0 et o 02 -2 |=
0 —1 3 0 0 e 04 4
et det 0
= 0 2* ¢
0 —e* 0

28. Sea la matriz A € M55 donde |A — M| = (A= 3)°(A+2)*( A+ 1)3(A—1)3

rang(A —31) = 12; dim(S1(—=2)) =2; dim (S;(1)) =1
rang((A —3I)?) = 10; dim(Sy(—2)) =4; dim(Sy(1)) =2
rang(A+1) = 12;

construir la matriz de Jordan.

Para A =3

ng=15—-12=3

neg =15—-10=5

dy =5 — 3 =2, dos cajas de orden 2

dy =3,dy —dy=3—2=1, una caja de orden 1

Para A\ = -2
n1:2
n2:4

dy =4 — 2 =2, dos cajas de orden 2
dy =2,dy —dy =2 —2=0, cero cajas de orden 1

Para A = —1

ny = 15— 12 = 3, tres cajas de orden 1
Para A =1

ny =1

Ng = 2

Por lo tanto tendremos que para A = 1 = dim(S3(1)) =3 = n3 =3
ds =3 —2 =1, una caja de orden 3

dy=2—1=1,dy —d3=1—1=0, cero cajas de orden 2
di=1,dy —dy=1-—1=0, cero cajas de orden 1
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3 1
0 3

oS W
W =
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[ S —
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F. Soluciones Tema 6: Espacios Vectoriales Euclideos

EJERCICIOS
= Producto escalar

1. Si los vectores no nulos 71, 5, ..., Z,, son todos ortogonales entre si en un espacio
euclideo, demostrar que también son linealmente independientes.
a7 + aoTy + ... + @, @, = 0 =(multiplicando por Z;)= a1 Z; - 1 + @@ - o + ... + ;T -
T+ ...+ ap,T; - &, = & - 0 =(como son ortogonales entre si)= «o;7; - #; = 0 =(como

2. ;Cuales de las siguientes funciones (,) : R? x R?> — R? define un producto
escalar?

a) (Z,¥) = z1y1 + 2T2y2 + 2y172 — 32192
No es producto escalar ya que no es simétrico en = e
b) (Z,9) = x1y1 — Tayo
No es producto escalar ya que (¥, Z) = x1x1 — X229 podria dar un valor negativo y
en un producto escalar se debe cumplir que (7, Z) > 0
c) (Z,9) = x1y1 + 221y + Y129 + TToys
No es producto escalar ya que no es simétrico en = e

d) (Z,9) = z1y1 + 2w2ys + 31y + 3y122

No es un producto escalar ya que no cumple que (¥, ) = x121 + 229w + 3x129 +
37119 = 23 + 223 + 92129 > 0, por ejemplo, si 11 = —x9 < 0 = (Z,T) = 323 — 922 =
—622 < 0

e) (T,9) = 2z1y1 + 3x2y2 + 221y2 + 2y179
Si es un producto escalar, ya que:

es simétrica

cumple la propiedad distributiva

(AL, ) = A (T, 9)

(Z,%) > 0si ¥ #0yaque (T, T) = 20101 + 302T + 27170 + 22105 = 202 + 323 +
4x129 = (V221 + V229)% + 23

La matriz del producto escalar es ( ; § )
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Justificar la respuesta. Encontrar la matriz, en la base canénica, de aquellas
funciones que sean producto escalar.

3. Encontrar la expresiéon analitica del médulo de un vector y del coseno del
angulo de dos vectores en R? para aquellas de las funciones de ejercicio 2, que
sean producto escalar.

&y 221y1+322y2+221y2+2y122
71l \/2m%+3x§+4x1m2\/2y%+3y§+4y1y2

cos o =

4. Dada la siguiente matriz

37 10 —4
10 28 14
—4 14 25

a) Verificar que define un producto escalar en R® respecto de la base cané-
nica.

Es una matriz simétrica y los menores principales son positivos

37 10 37 10 —4
A1:37,A2:‘ 10 23 ’:936,A3: 10 28 14 | =14580
—4 14 25
b) Hallar el producto escalar de los vectores ¥ = (1,0,1), ¥ = (0,1,—-2).
37 10 —4 0
(Zh)=(10 1) 10 28 14 1| =-18
-4 14 25 —2
¢) Hallar un vector ortogonal al vector ¥ = (1,0,1).
37 10 —4 o}
(@Z)=(10 1) 10 28 14 B | =33a+248 + 21y = 3(11la + 88 +
4 14 25 ~
7y) =0

Tomamos por ejemplo 2= (0, —7,8) y en este caso tendremos que (Z,2) = 0 y por
lo tanto 2" es ortogonal a

5. Se considera el espacio vectorial de los polinomios de segundo grado, P[x] =
{ax®+br+c, con a,b, c € R}, y dados dos elementos de P»[z], se define la operacion

() - qa)) = / p(t) (1)) dt
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a) Demostrar que se ha definido asi un producto escalar en Ps[z].
Tomamos p(z) = a12* + b1x + ¢ y q(x) = aw? + by + ¢y, por lo tanto p (t) - ¢ (t) =
(a1t? + bit 4 ¢1) - (agt? + bot + ¢2) = ayast* + (a1by + agby )t* + (a1c2 + agcy + bybo)t* +
(b102 + bgcl)t + ci1Cc9 =
= (p(z) - q(2)) = [ (arast* + (a1by +azb) )t? + (arca + aser +byba)t + (byca +boct )t +
Clcg)dt = éalag + ialbg + ia2bl + %alcg + %agcl + %ble + %blcg + 56201 + c1Co

Por lo tanto la matriz del producto escalar es

1 i 1 (05}
P §f )@= (o ey p|
302 C2

Es una matriz simétrica y sus menores principales son todos positivos

11
. I i

1 — 1 | - 1 — 1 1] _ _1

A1_57A2_ i 1 _240=A3_ 32 — 2160
4 3 51

b) Calcular el producto escalar de p(z) =2y q(z) =1—=z.

e L i SRS Lt L Lo

S
(p(z) - q(x))=(0 1 0) %% _1 _1

6. En el espacio vectorial M3, 3 (R) de las matrices reales de orden 3, demostrar
que
(A, B) = traza (AB')

es un producto escalar.

ail a2 as bii b2 sy
<A, B) = traza (ABt) = traza 21 A929 23 b12 622 bgg = CL11b11+CL12b12+
azyp asz Aags big bag  bss

a13b13 + a21b91 + ag2b2a + ag3bas + azibsy 4 asebss + assbss

La matriz del producto escalar serd la matriz identidad de orden 9, Iy, por lo tanto es
simétrica y definida positiva y representara un producto escalar.

= Ortogonalizacion

7. Sean ¥ = (—2,—-2,1),% = (0,—1,0) y #35 = (1,—1,0) tres vectores linealmente
independientes de R3. Definimos un producto escalar en R? afirmando que
{71, 75,73} son una base ortonormal. Encontrar la expresion analitica de este
producto escalar en la base canénica de R3.
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a b c
La matriz del producto escalar sera P = | b d e | y ademés tendremos que
c e f
a b c 0
(@, 05y =0= (-2 =2 1) b d e —1 | =20+2d—e=0
e f 0
a b c 1
(Z1,T5) =0= (-2 =2 1 )| b d e ~1 | =—2a+c+2d—e=0
e f
a b c 1
(T, @3) =0=(0 =1 0) [ b d e -1 | ==b+d=0=0b=d
c e f 0
a b c —2
(Z,T)=1=(-2 =2 1 )| b d e -2 | =4da+8b—4dc+4d+ f—4de=1
c e f 1
a b c 0
(Zy,To)=1=(0 =1 0)| b d e -1 | =d=1
c e f 0
a b c 1
(T3, Z3) =1= (1 =1 0)| b d e -1 | =a—2b+d=1=a=2b
e f 0
Resolvemos el sistema de ecuaciones, obteniendo quea =2, b=d=1,e=4,¢ =6, f =21
2 1 6
Porlotanto P=| 1 1 4
6 4 21
8. Sean 7 = (1,2,0,0),7, = (1,0,0,2), y T3 = (1,—1,—1,2) tres vectores de R*. Sea

W = L (#,%,73) el subespacio engendrado por {7, 7, 73} .

a) Encontrar una base ortonormal {v),v,,73} de W usando el método de
Gram-Schmidt de ortonormalizacién.

?71 — fl - (172a070)
Yo = Ty + aty, ademas (71, 72) = 0= a = _g‘ig‘f; -
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9.

10.

Y3 = T3 + ayy + B, ademds (71, 93) = 0 = a = —gﬁfi =1, (b, ys) =0=> 3 =
B R H - B S - (L1 H12.00) - B -30.2) -
53 = (17 6 -1 __)

Ahora normalizamos

= = (f’ 20,0 O)

G B A5 V30 V30

U = i = avs(s 5 0:2) = (fv—wﬁ )

=~ s _@(l _1 9 _l)_ V42 V42 VA2 V42

UV3=q@ml — Vi 60 o T6) = o T 7 0 42

b) Extender la base encontrada en (a) a una base ortonormal de R*.

Tomamos un vector linealmente independiente a #;,%> e ¥3, por ejemplo, ¥, =
(0,0,1,0) y a partir de ahi construimos 7, ortogonal a los anteriores:

= T4+ ayi + B + VY3

—

4=
(G, 91) = 0= a = —{G55 = 0
(o ) = 0= B = (535 = 0
< i) = 0= = —F5 =3
S0010) 5 H( b SR (b
Ahora normalizamos para obtener U, = II:iH = i7 (2,-3,1,-3) = (2—\?, — T T NI

Sea (7,7) = z1y1 + (z1 + 22) (y1 +y2) + (21 + 22 + 3) (Y1 + 2 + y3) un producto es-
calar de R3. Encontrar una base ortogonal en M C R? si

M:{a?ERg talque:)s1—|—2x2—|—3x3:()}

Tomamos una base de M, por ejemplo B = {7 = (2,—1,0),7Z = (3,0, —1)}. A partir de
esta base definimos la base ortonormal B, = {1}, @y}, tomando

i =11 = (2,-1,0)

Uy = To + atiy con (U, uz) =0 = a = —ggiz:ji = —iii’ﬁ = -2 = i = (3,0,-1) -
Bo-1,0)= (3,2, )

Sean 7 = (1,2,3,4),%, = (0,3,-2,1),73 = (1,1,0,0) € R'. Encontrar todos los
vectores de la forma 73 + a7, + 573, con «, € R que sean ortogonales a 7, y 75
simultaneamente.

Tomemos § = &3 + aZy + fZ5 con (Y, 71) = 0, (¢, Z2) =0
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(Y, %1) = 0= (T3, 71) + (@1, T1) + B (T2, 71) =0
(J,Z2) = 0 = (T3, 0) + a(T1, 7o) + B (T2, 72) =0
Calculamos los productos escalares
(Z1,71)=1444+9+16 =30
(Zy, @) = (¥1,T5) =6—-6+4=4
(Ta, 7o) =94+4+1=14
(¥3,71) =142=3
<x37i‘»2> - 3
Por lo tanto
—1
(5)-(74) (3)-(2)
6] 4 14 -3 —505
T=A((1,1,0,0) — 5 (1,2,3,4) — 22 (0,3,-2,1)) = A (32, 2>, 22, —22)

11. Sean @ = (1,2,0, —1,0),5: (0,1,—-1,1,0),¢= (0,0,1,2,1) € R®. Descomponer ¢ en
dos vectores, uno de ellos combinacion lineal de @ y b y el otro ortogonal al
anterior.

Queremos ¢ = ad + ﬁg+ d con Jortogonal aay g, por lo tanto
(@@ :a<6,6>+6<5 a>
(25) =a(ab)y+5(5b)
<5,6>:a<5,6>+5< ,6> 6a+ 8= —2 } ( o ) B ( 6 1 )—1( —9 ) B ( L
(eby=a(aby+p(5p) [ at38=1 J\5 13 1 3
d=c—ad—pb=(0,0,1,2,1)+=% (1,2,0,-1,0)— % (0,1,~1,1,0) = d = (L, &, 2 19 1)
Por lo tanto ¢ = —£ (1,2,0,—1,0) + £ (0,1,—1,1,0) + (7,6, 25,19,17)
12. Sea E un espacio euclideo. Demostrar que « + v y @ — v son ortogonales si y

solo si ||u]| = [|V]| .

— —

— — = —\ — = — —(12 —12 — —
(0 + 0,1 — ) = (d,d) + (0, 1) — (4, 0) = (v,0) = [|a]]” = [|o]]" = 0 = [la]| = [[7]]



F Soluciones Tema 6: Espacios Vectoriales Euclideos 249

13. Dados dos vectores @ y b en un espacio euclideo, encontrar un tercer vector ¢
ortogonal a b y tal que @ se descomponga en la suma de ¢ con un vector de la
direccion de b.

—' —'

Tenemos qu66:5+a5y ademas <5,5> =0= <5,b> —a<g,b> = a = _{ab) = =

(i)
a + <Tg>b
14. Encontrar una base ortogonal en el espacio P[z| = {az? + bz + ¢, con a,b,c € R}

de los polinomios de grado menor o igual que 2 en el intervalo [—1, 1] donde se
ha definido el siguiente producto escalar para todo p(z),q(z) € Pa[z]:

() - q(x)) = / p(t)q (1) di

1

Sea p(2) = ma® + bz + 1 y ¢(x) = a2 + byx + ¢2 = (p(x) - q(2)) = [1 p(t) q(t)dt =

f_ll (a1t2 + blt + Cl) (a2t2 + bgt + 02) dt = %ala,g—l—%&102+§a201+§blb2+20102 = la matriz
g 2

del producto escalar es P = | 0 % 0
202
3

Partimos de la base canonica de Paz] = Be = {2? z,1} y construiremos una base

B = {pi(z),p2(x), p3(x)}

Tomamos como primer vector de la nueva base p;(z) = 22

, un vector ortogonal a este

502 €T
sera de la forma py(z) = = + az? con (pi(z) - pa(x)) =0 = a = —% = —2/15 =0=
po(z) = x
Un tercer vector ortogonal a los anteriores serd de la forma ps(x) = 1 + az + f2% =
—_x _ _0 _
= (z,x) —  2/3 0
_ = e s
b=t =25 =75

Por lo tanto ps(z) =1 — 222

15. Construir una base ortonormal para el espacio o subespacio vectorial dado

a) H = {7 € R® tal que 2y — 3wy + x3 + 424 — x5 = 0}
Una base de H estarda formada por u; = (1,0,0,0,2),4, = (0,1,0,0,—3),u3 =
(0,0,1,0,1), s = (0,0,0, 1, 4)
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A partir de aqui calculamos una base ortogonal

v =1, = (1,0,0,0,2)

’172 :272+a271 - o = —
6 3
(5.1,0,0,—3)

<ﬁ2’i}1> = g = Uy = (0,1,0,0,—3) + g(l,o>0a072) = Uy =

Il
|
PR
gL
SYHSESY S
N\
~—
o)
sy
I I
I
=lesie
H,_/

U3 = U3 + avy + Py =

= 73 =(0,0,1,0,1) — £(1,0,0,0,2) + & (£,1,0,0, —2) = ¥ = (-1, 3,1,0, ;)
a = — i) o= 8
U17111 — T F
Uy = Uy + oty + PUy + yU3 = 5:_%‘;:22 54%}#
Y="Gm ) B
= 8 6 (6 3 4 1 3 1 =
= Uy = (070707174) - 3(170707072)_'_ 7 (57170707_5) 15 (_77ﬁ71707ﬁ) = Uy =

(=155 —15: L 35)

Ahora normalizamos

’1171 = %(170707072)7&}2 - \/ 1_54 (27170707_%)7@63 = % (_%7%717071_14)71174 =

15 8 4 4 4
31( 157 57 15’1’ 15)

H es el espacio de soluciones de
r—3y+z2z=0

—2x4+2y—32=0
dr — 8y + 5z =0

1 =3 1 |0 1 -3 1 |0 1 =3 11]0
-2 2 30| —]0-4-1{0]—(0 1 3]0]—
4 -8 5 |0 0 4 1 |0 0 0 00
10210 r=To

—>01i0—> Y=«

00010 z = 4o

u; = (7,1,—4) genera el subespacio H, entonces tenemos que normalizar = w; =
(7,1

16. Demostrar que si dos matrices P y () son ortogonales, entonces P() también es

ortogonal.

Si Py Q son ortogonales quiere decir que P~' = P, Q7! = Q' = (PQ)_l =Qlpl=
Q'P! = (PQ)" = PQ es ortogonal
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= Proyecciéon Ortogonal

17. Probar que dado un subespacio vectorial W de un espacio euclideo F, y sea
reE.SiZ¥=y+ Zcon ye W, se tiene que

12} > [ P (2)

Calculamos (Z, Py (%)) sabiendo que Py 1 () es la proyeccion de Z sobre el subespacio
ortogonal a W = (¥, Py (2)) = (y + 2, P+ (Z)) = (¥, Py (Z)) + (2, P+ (¥)) =(como
y € W es ortogonal a Py (%)= (&, Py () = (2, Py (Z¥)) =-(definiendo cos@;
como el angulo que forma # con W)= ||Py . (Z)| ||Z]| cos8. = (Z, Py1 (Z)) =(como
| Pye (Z)|| = ||Z]| cos )= (Z, Pys (F)) = || Py (£)]* = (definiendo 6., como el dngulo
entre 2y Py ()= ||2]| | P (&) cos b1 = [Py (D)|* = [|2] cos b1 = [|Py- (D) =
121> [P (B)]

18. Encontrar el complemento ortogonal del subespacio W de E cuando:

a) E=TR3 W es el espacio generado por i = (1,0,1) y 7= (2,—1,1)

. r+2=0 1 0 1
(2,—1,1), ya que seré el que genere W, = 2x—y+z:0}<2 11

01110
b) E=R" W ={FeR'tal que z; + 10 + 23 + 14 = 0 y 211 — 25 = 0}
En este caso las ecuaciones paramétricas de W son

<1()1‘O)jw:a@L—U$WQ=K%%—®ER”MWEQEM

I =«
T+ 22+ a3+ 24 =0 } (1 1 11 ' 0 ) L) m=2a
2!13'1—!13'2:0 2 =1 0 0 0 l’gzﬁ
Ty = —3a— [
i = (1,2,0,—-3) y @y = (0,0,1,—1) generaran W, por lo tanto, para generar W
necesitaremos dos vectores 3 y 14 ortogonales a los anteriores, por lo tanto cumpliran
el siguiente sistema de ecuaciones

r1 = —2a+ 30
<120—3'0>$ Ty =« N
001 —1 10 T3 =0
Ty =0

tomamos i3 = (—2,1,0,0) y 4y = (3,0,1,1) =
W, ={(—2a+38,a,5,3) € R* tal que o, 8 € R} =
== {f€R4 tal que ZL’1—|—2£L'2—3ZL'4:0,£L'3—[L’4 :0}
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En ambos se considera el producto escalar usual.

19. En los siguientes apartados se dan un subespacio H y un vector v, en cada
caso encontrar Py (7), una base ortonormal para H=, y escribir 7 = @+ b donde

i€Hybe H'

H={(x,y) e R? tal que x +y = 0} ,0 = (—1,2)
By = {% (1, —1)} = para H' tendremos que z —y = 0 = By. = {% (1, 1)} =

2
smet e = {150,

H = {(x,y,2) € R? tal que 3z — 2y + 62 =0} ,0 = (—3,1,4)

—2r+2=0

_ L

Bu = {\/—( 2,0,1), \/—(0,3,1)} = para H— tendremos que S+ 2 =0 } =
By ={1(3,-2,6)} =

= T =a+beon (G,5) =0y b = a(3,-2,6) = a = HE220) _ g
gibzg(&—lﬁ)ic—i:ﬁ—b:( 3,1,4)—% 3,—2,6) =

o (_186 75 118
=d= (- 5 %)
H={(x,y,z,w) € R* tal que v = y,w = 3y} ,0=(-1,2,3,1)

(1 1 r+y+3w=0
BH—{ﬁ(l,l,O,?)),(O,O,l,O)}:>paraH tendremos que 0 (7

Bir = {5(3,0,0,-1), 5(0,3,0,-1) } =

= §=3d+bcon <* > - Oyb: a(3,0,0,—1) + 5(0,3,0, 1), multiplicamos @
por (3,0,0,—1) y por (0, —1), sabiendo que estos vectores son ortogonales a @y
obtendremos

Wa+pf=-4) _ (a)_ (10 1 M (e _ (-5
a+108=5 g )=\ 110 5 g )\ &
b=72(3,0,0,—1) + £(0,3,0,~1) =

= b= (-8 18 —ﬁ) :>6:77—5:(—1,2,3,1)—( L8y -L)=ad=
4 2

4 1
11’ﬁ’3 _)

ﬁ

711

20. Sea F = (1,1,1) el vector de la fuerza que mueve una masa puntual a lo largo
de la recta (z,y, z) = A\(0,1,2). Calcular la proyecciéon de F' sobre la recta.
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21.

22.

—

Un vector director unitario de la recta es v = % (0,1,2), por lo tanto la proyeccion de la

fuerza sobre la recta es F,. = <ﬁ, 71’> = %(1 +2) = F.= %

Hallar la matriz proyeccién para el subespacio de R* generado por los vecto-
res (1,1, 1, 1)y (0,1,2,—1). Hallar la proyeccién de los vectores v = (1,—-2,1,0),

v =(2,-1,-4,5) y @ = (1,0,1,0) sobre el subespacio anterior. Interpretar el
resultado.
La matriz de proyecciéon vendra dada por la expresion P = A (AtA " A" donde A =
1 0 1 0 1 0
1 1 o p_ 1 1 1 11 1 1 1 1 11 1y
1 2 I B 01 2 —1 1 2 012 —-1)
1 -1 1 - 1 -1
10 32 1 4
1 1 3 —1 1 11 1 2 3 4 1
_ 1 - L
R (—1 2)(012—1>;‘P 0|14 7 -2
1 -1 4 1 =2 7

= u es ortogonal al subespacio formado

I

NG QTS
|
N =
~— N N—
|
O = N =
;/ ;/
I

o O O O

3 2 1 4 2 2
2 3 4 1 —1 —1
= L _ — . . .
Py = i 14 7 9 4 4 = ¥ esta contenido en el subespacio
4 1 =2 7 5 5
formado por (1,1,1,1) y (0,1,2,—1)
3 2 1 4 1 2
2 3 4 1 0 3
Gl _1
Pi=gw| 14 7 9 1 51 4
4 1 =2 7 0 1

En R? se considera el producto escalar cuya matriz respecto a la base canénica
es

1 1
1 2
1 2

W N =

y el subespacio U = {(z,y,z) € R? tal que v = —2 = y}.
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a) Calcular el angulo que forman los vectores (1,0,0) y (0,1,0)

€08 = ST TBA
111 0 1
((1,0,0),(0,1,0))=(1 0 0 ) 1 2 2 1 |=(100)|2]=1
123 0 2
111 1
1(1,0,0)|*=(1 0 0)| 1 2 2 0 |=1
123 0
111 0
10,1,0)]=(0 1 0)| 1 2 2 1| =2
123 0

_ 1 T
cosﬁ—ﬁiﬁ—z

b) Encontrar una base de U-.
Una base de U sera B = {(1,1,—1)}

Tenemos que buscar dos vectores linealmente independientes que sean ortogonales a
(1,1,-1), por lo tanto buscamos vectores (x,y, z) tales que ((1,1,—1),(z,y,2)) =

1 11 x
0=(11.-1) 12 2 y | =0=2+y=0= (2,y,2) = (o, —, f) =
1 2 3 z

por lo tanto, una base de U=+ sera By = {(1,—1,0),(0,0,1)}

¢) Encontrar la proyeccién ortogonal de (1,—2,0) sobre U+.

1
La matriz de proyeccion sera Py. = A(A'PA)"" A'P donded = | —1
0

(3G 6

0
0
1
1
1
1

) .
11
2 2
2 3
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También podiamos haber calculado primero la proyecciéon sobre U =
Py (2) = {&20WLA) (7 1 1), yva que Py (7) = (1,1, —1) y ademés T = Py (7)+

I(1=D)I?
Py (&) con (Py (), Pye () = 0= o = (L2001 1)
111 1
((1,-2,0)(1,1,-1))=(1 =2 0) | 1 2 2 1 | =-1
12 3 —1
111 1
11,1, -DP=(1 1 -1)( 1 2 2 1 | =2
12 3 —1
= Py () =3 (1,1,-1) = Pyu (%) = (1,-2,0)—Py (Z) = (1,-2,0)+3 (1,1, -1) =
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G. Soluciones Tema 7: Formas Bilineales y Cuadraticas

EJERCICIOS

1. Sea f:R? x R? — R la aplicaciéon dada por

f(z,y) = 3z1y1 — 321y2 + T2y2

Calcular:

a) Demostrar que f es bilineal, jes simétrica?
flaz + Ba',y) = 3(axr + Bat)yr — 3(axs + B21)y2 + (axz + Brs)ys = a(3r1yr —
3x1ys + 22y2) + B(321y1 — 3xiye + 25y0) = af (2,y) + Bf (2", y)
flaz+pa’,y) = 31 (a1 + Byy) —3w1(ays + Bys) +2(e+ Bys) = a(3z1y1 —321y2+
Toy2) + B(3z1y) — 3x1ys + 22yh) = af (2,y) + Bf (2, )
No es simétrica ya que f(x,y) # f(y,x)

b) Hallar la matriz A de f respecto de la base candnica.

(1)

c) Hallar la matriz B de f respecto de la base B = {(2,1),(1,—1)}.

2 1 : 2 1\(3 -3\[2 1
Mgc:<1—1);‘B:(Mgc)AMgc:<1—1)(0 1)(1—1):
7 11
2 7

Otra forma de hacerlo es tomando B = (

F((2,1),(
f((lv _1)7 (

RN
— =
S~—
S~—
~
—_

d) Hallar la matriz P tal que B = P'AP.
2 1
P = Mg, = ( 1 -1 )

2. Sea f una forma bilineal sobre V' y h un endomorfismo de V. Demostrar que
la aplicacion g : V x V — R definida por g(z,y) = f(h(x),h(y)) es una forma
bilineal sobre V.

g(xz+a',y) = f(Mz+2'),h(y)) = f(h(z)+h(z"), h(y)) = f(h(z),h(y)) + f(h(z'), h(y)) =
g(z,y) + g(2',y)
glaz,y) = f(h(az), h(y)) = f(ah(x), h(y)) = af(h(z), h(y)) = ag(z,y)

Igual se puede demostrar para la segunda variable.
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3. En R* se considera el endomorfismo ¢ : R* — R* que respecto de las bases

canodnicas
0 1 1 -1
1 0 -1 1
1 -1 0 1
—1 1 1 0

Se define la siguiente aplicacion f : R* x R* — R, dada por f(u,v) = u - g(v),
donde u y v son vectores de R* y el producto - es el producto escalar euclideo
de R

a) Prueba que f es una aplicaciéon bilineal simétrica.

0 1 1 -1 v
1 0 —1 1 v

f(uuv> - UQ(U) - (U17U2,U3,U4>' 1 _1 O 1 Ui == (u17u27u37u4)'
-1 1 1 0 Vg

('Ug + Vg — Vg, V1 — Us + V4, V1 — Vg + Vg, —Uq -+ (%) + Ug) = U1V + U2V + U103 + vius —
UIV4 — UgV3 — V1Ug — U3Vg + UgVy + VaUy + UV4 + U4V3
Como la matriz es simétrica, tenemos una aplicaciéon bilineal simétrica.

b) Calcula la matriz asociada a f respecto a la base candnica.

0 1 1 -1

, C 1 0 -1 1

La matriz de la aplicacion bilineal es A = 1 -1 0 1
-1 1 1 0

c) Halla una base ortogonal para f
Podemos encontrar una base ortogonal diagonalizando

-3 000
o 0100 .
La matriz diagonal es D = 0010 |Y los autovectores normalizados co-
0001
rrespondientes a dichos autovalores son, respectivamente:
1 1 1 1
v ==(—1,1,1,-1), v, = —(0,2,—-1,1),v5 = —(0,0,1,1), v, = —(—3,—1,—1,1
1 2( ) 2 \/6( ) 3 \/5( ) 4 \/E( )
1 0o 0 ——=
2 V12
12 g 4
Por lo tanto tendremos que la matriz de paso es P = 7 ve o viz
2 V6 V2 V2
_1 S L
2 V6 V2 V12

Y por lo tanto A = PDP" y la base B = {y, Ui, U3, U4} es ortonormal.
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4. Encontrar la matriz de las siguientes formas cuadraticas en R" dadas con
respecto a la base canénica:

_ 2

=217 —

2

_3

2

3

: 1

b)Q(f):Z(%—S)275 3($1+$2+$3) n=3

=1

2

3

2

1 1 \* /2 1 1\’
Tr1 — —1’2 — gﬂ?g I‘Q — —1’1 — gl’g -+ gﬂ?g — gﬂ?l — g.ﬁ(}g =

Q@) =

2., 2 2

= §x1 — §:c1x3 3x2x3 3x1m2 + 3x2 + 3x3 =
1 2 -1 -1

A=— -1 2 -1
S\ 1 1 9

n

) Q@) =) (i—j)zu

0 1 4 (n—1y?

1 0 1 (n—2)?

A=l 4 1 0 - (n—3)
(1?2 —22 (-3 - 0

5. Sea A (Z,7) una forma bilineal que tiene la expresion:
A(Z,Y) = 22191 + 371Yy2 — T2y1 + X3Y3

con respecto a la base @; = (1,0,1),d, = (0,1,0),d3 = (0,1,—1) en R* donde
T = 1l + Taoly + 23Uz, Y = Y1Us + Yola + Y3Us.

a) Encontrar la expresion de A (7,7) con respecto a la base candnica.
230
Ag=| =1 0 0 | = Ag, = (M) AgME:
0 01
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10 0 10 o\ 1 0 0
ComoME =101 1|=MF=(01 1 =1 -11 1
10 —1 10 —1 1 0 —1
1 -1 1 2 30 1 0 0 1 3 2
Ag,. = 0 1 0 10 0 11 1 |=|-100]|=
0 1 -1 00 1 1 0 —1 2 0 1
1 3 2 n
A(Z,Y) = (21, 29, x3) -1 0 0 Y2 = 3x1y2tys (221 + x3)+y1 (21 — 22 — 223)
2 0 1 Ys

= A(Z,Y) = viy1 + 321y2 — T2y1 + 221Y3 — 2y123 + T3Y3

Encontrar una forma bilineal simétrica B y una forma bilineal antisimé-
trica C' tal que A = B+ (', dando las expresiones de B y C con respecto a

la base canénica de R?.

1 3 2
Partiendode Ag, = [ —1 0 0
-2 0 1

1 3 2 1
== 1 00 |+ 3 0
-2 0 1 2 0
1 3
yCzi(A—At)—— —1 0
-2 0

, podemos escribir A = B+C' con B = (A + A" =

1 10

=1 100

0 01
2 1 -1 =2 0 2 2
Ol—-(3 0 O = -2 00
1 2 0 1 -2 00

6. Encontrar la forma candnica de las siguientes formas cuadraticas:

a) 3x? 4 2y* + 22 — 6zy + 4xz

3
La matriz de la forma cuadratica es A = -3
2

Jacobi tendremos que

3 =3

A1:3,A2:‘_3 2

. 11
canénica serd Q = 3z} — 23 + 7%

b) xy + 2xz

3 2
2 0 |, aplicando el método de
0 1

2
0 | = —11, por lo tanto, la forma
1



G Soluciones Tema 7: Formas Bilineales y Cuadraticas 261

011
2
La matriz de la forma cuadrética es A = % 00 ) , aqui no podemos aplicar el
1 00
método de Jacobi ya que hay algiin menor nulo, por lo tanto caculamos los autova-
0 0 0
5 5
lores= D=1 0 —% 0 :>Q:_\/77y’2+§2/2
V5
0 0 3
c) 92% — 3y? + 6y + 18xz + 12y2
9 39
La matriz de la forma cuadratica es A = | 3 —3 6 |, aplicando el método de
9 6 0
Jacobi tendremos que
9 3 9 39
A1:9,A2:‘ 3 _3 ‘:—36,A3: 3 -3 6 |=243=
9 6 0
27
= Q _ 91',2 o 4y/2 o ZZ/Z

7. Sea B = {i,u,} una base de R?, y sea f una forma bilineal simétrica tal que
f (ﬁlv ﬁl) =1
f (ﬁlv TI?) =1
f (627 62) - O

Calcular:

a) La expresién matricial de la forma cuadratica () asociada a f en la base

B.

11
o= (1 o)

b) Encontrar la expresion matricial de la forma cuadratica ) en la nueva
base B’ = {v}, 7}, donde:

v = ﬁ1—|—ﬁ2

U2:ﬁl_ﬁz
/ ]_ ]_ N\t / ]_ 1 ]-]' 1 1
Mg:<1 _1>:>AB’:(MZ?)ABMEI<1 —1)(1 0)<1 —1):

(7 4)
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8.

Encontrar una transformacion ortogonal que lleve la forma cuadratica en R?
dada por:

Q (%) = 627 + 5a3 + Ta2 — 4o1m9 + 4173

a una forma canénica e indicar esta forma canodnica. Dar también la forma
canoénica de Jacobi.

6 —2 2
La matriz de la aplicacién en la base canénicaes Ag, = | —2 5 0 |, diagonalizamos
2 07

para encontrar la forma canoénica y la correspondiente transformaciéon ortogonal.
6— A -2 2
|Ag, — M| = -2 5—-2A 0| =18\2=99A\-N3+162=-A—-6)(A—=3) (A —9) =
2 0 7—A
0 = los autovalores son Ay =3, A =6y A3 =9

Calculamos los autovectores unitarios asociados a cada autovalor, ya que seran ortogonales
entre si.

3 =2 210 10210 10210
Para \y = 3 = -2 2010 — -2 2 010 — 01210 —
2 0410 02410 01210
10 210 ) 99 _1
01 2 0 =V = g,g,?
000710
0 -2 2 |0 2 0 110 20 110
Paradg=6=| -2 -1 0 |0 | = | -2 -1 O}l—-101-1101]—=
2 0110 0 1 -1 10 01 —-110
2.0 1]0 . L o 9
O 1 —]. O = 2 = g,?,?
00 010
-3 =2 210 12 010 10 -1 1|60
Para \s=9=1| -2 -4 0|0 |—-|12 OO0 ]—=|12 0/|0]|—
2 0 =210 1 0 -1 1|0 00 010

0

0

0

. 22 -1\ _ (1 -2 -2\ . /2 -12 ,
EnlabaseB—{vl—<§,§,?),v2—<3, 5 3),1@,-(3, 3,3)}1amatr1zde
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10.

3 00
la forma cuadréatica es Ag = [ 0 6 0 | y, por tanto, la forma cuadratica es Q(Z) =
00 9
2 1 2
32 + 62 + 927 y la matriz de cambio de base Mj = 3 2 -2 -1 | y tendremos
-1 -2 2

que Ag = (ME )" Ag ME
La forma canonica de Jacobi la obtendremos conocidos los menores principales A; =
6 —2 2
N 13 81
_g g =26,A3=1| =2 5 0| =162 = Q(f) _ 61'/1/2 + _1'/2/2 i _xg2

67A2:‘
5 0 7 3 13

. Encontrar la forma canénica de Jacobi de la forma cuadratica siguiente

3 2 4 €T
Q (f) = (1’1733'27373) 2 0 2 )
4 2 3 T3

e indicar también los indices de inercia.

La forma canénica de Jordan de la forma cuadratica la obtenemos a partir de los menores

3 9 3 2 4
principales Ay = 3, Ay = ‘ 2 0 ‘ =—4A3=12 0 2 |=8=
4 2 3

4
Q%) = 32 — gx'f — 2%
El indice de inercia positivo es 1 y el negativo es 2.

Encontrar los valores de o para los cuales la forma cuadratica en R? dada por:
2 + 4y 4+ 20wy + 202

es definida positiva.

1 a 0
La matriz de la forma cuadraticaes A= | a 4 « |, para que sea definida positiva to-
0 a O
- . 1
dos los menores principales deben ser positivos, por lo tanto A1 =1 > 0, Ay = o Z =
1 a 0
4—a?>0=a€(-2,2),A43=|a 4 a|=—a®>0nosecumplird nunca, por lo
0 a 0

tanto, no puede ser nunca una forma cuadrética definida positiva.
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11.

Determinar la regiéon tridimensional en la cual la matriz de las derivadas par-
ciales segundas de la funcién f(z,y,z) = 2? + 3y* + y*2? determina una forma
cuadratica definida positiva.

Construimos la matriz hessiana con las derivadas parciales segundas, para ello calculamos
primero las derivadas primeras:

of of 2 Of 2

— =2z, — =06y +2 - =2

y posteriormente las derivadas segundas:

Rf 0 N N N

—==2,—==6+22",—= =2 =0 =0 =4

Ox? " Oy +ez 022 v Oxdy " 0x0z " Oy0z vzE=
2 0 0

= H(f(x,y,2)) = 0 6+22* 4yz

0 dyz 2>
Como tiene que cumplirse que los menores principales sean definidos positivos, tendremos
que:

A1:2>0
_ |2 0] _ 2
Ag_‘o 619 | = 4B+ >0
2 0 0
Az =10 64222 4yz | =8[(B+ 22 y? —4y*2*] > 0
0 dyz 2>

2 > 0 se cumple siempre
3 + 22 > 0 se cumple siempre » = la region en la que las derivadas
y?(1—2%)>0secumplesiy#0y 2z € (—1,1)
parciales segundas definen una forma cuadratica definida positiva es
{(z,y,2) € R® tal que y # 0,y € (—1,1)}. En esta region la funcion f(x,y, z) serd conve-
xa.
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H. Soluciones Tema 8: Coénicas

EJERCICIOS

1. Los puntos A(0,3) y B(4,0) son diagonalmente opuestos en una circunferencia.
Halla la ecuacion de ésta.
El centro de la circunferencia sera: C' = %(A+B) = C (2, %) y el radio serda r =
1d(A,B) = %\/(0 — 42 4+ (3-0) = 2, por lo tanto la ecuacion de la circunferencia
2 2
s (0= (=)' =%

2. Escribe la ecuacioén de la elipse de focos (—-2,1) y (2,1), y € =0.8.
El centro de la elipse se encontraré en C' = § (F) 4+ F3) = C(0,1). Es una clipse horizontal.

La semidistancia focal sera ¢ = d(C, F}) = \/(0 — 2+ (1-1)°> = ¢ = 2, el semieje

mayoresazfz%ia:gyelsemiejemenorb:\/cﬂ—cz: %5—4:>b:%.Por

2
lo tanto, la ecuaciéon de la elipse es % + @ =1

3. Completando cuadrados, determina los elementos y escribe la forma canénica
de las conicas dadas por

a) 222+ 3y> — 8z + 30y + 71 =0
202 —8x =2 (a2 —dx+4—4) =2 ((v — 2)* - 4)
3y% + 30y = 3 (y> + 10y + 25 — 25) = 3 ((y + 5)* — 25) }:'
2((x—22—4)+3((y+5)2=25)+71=0=>2(z -2 +3(y+5>=12=

6
Es una elipse horizontal, con centro en C(2, —5), semieje mayor (horizontal) a = /6,
semieje menor (vertical) b = V4 = 2, semidistancia focal ¢ = /6 — 4 = V2. Los focos
son Fy(2 — /2, -5), F5(2 + /2, —5). La excentricidad es € = -
b) 42 —y* —4x -3 =0
42 —dw =4 (a? — x4+ 1-1) :4((:6_%)2_%) :,4((:5_
0:>4(x—%)2—y2:4:> (m—%)z—%zl
Es una hipérbola horizontal, con centro en C (%, O), semieje principal (horizontal)
a = 1, semieje secundario (vertical) b = 2 y semidistancia focal ¢ = v/1+ 4 = /5.
Los focos son F) (% — \/3, O) y Fy (% +\/5, O). La excentricidad es ¢ = /5. Las
asintotas son a; :y:2(x—%) :>y:2at—1ya2:y:—2(x—%) =y=—20r+1

Sl

) -

D=
I
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c) 922 4+ 9y* — 36z + 6y + 34 =0
922 — 360 =9 (22 —dr+4—4) =9 ((x —2)* — 4)
o6y =92+ 3y b -5 =9 () —3) [
9 ((x —2)* —4) +9((y+§)2—3) +34=0=9x—-2°+9(y+1)? =3=
(r =2+ (y+3) =3

Es una circunferencia con centro C (2, %) y radio r = %

4. Escribe la ecuacion de la hipérbola que tienen su centro en el origen, un vértice
en el punto V(1,0) y un foco en F(2,0).

Como el centro esta en el origen y un vértice en V' (1,0) el semieje principal (horizontal)
serd a = 1, como un foco esta en F'(2,0) la semidistancia focal es ¢ = 2, por lo tanto el
otro semieje (vertical) es b = /4 — 1 = /3. Por lo tanto la ecuacion de la hipérbola es
o

5. Halla el eje, el vértice y la ecuacién de la parabola cuya directriz es la recta

y = —3 y que tiene por foco F(1,1).

La distancia focal es la distancia del foco a la directriz, como la directriz es una recta
horizontal, la parabola sera vertical. Ademas la distancia focal serda d = 4, por lo tanto el
vértice estard a mitad de distancia entre el foco y la directriz V (1, —1) y el eje es z = 1

6. Halla la posicion relativa del punto P(2,2) y la elipse

2 2
(r+2) +(y+1) .
25 16

Es una elipse horizontal con semidistancia focal ¢ = /25 — 16 = 3 y el centro se encuen-
tra en C'(—2,—1), por lo tanto, los focos son Fj (1,—1) y F5(—=5,—1). La suma de las
distancias de P a los focos serd d(P, F) +d(P, F5) = /1 + 324+ /T2 + 32 = V10 + /58 >
3+ 7 =10 = 2a, por lo tanto el punto es externo a la elipse.

7. Escribir la ecuaciéon de la elipse con vértices (—1,2) y (—7,2), y el eje menor
b=1.
El centro de la elipse se encontrara en C' = 1 (V) + V) = C(—4,2), es una elipse hori-
zontal con semieje mayor serd a = %d(Vl, V) = 3, por lo tanto la ecuacion de la elipse es

7 4y —2)° =1
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8.

10.

Escribir la ecuacion de la hipérbola con asintotas y = +2x — 1 y un foco en
(3,—-1).

Como las asintotas son y + 1 = 42z, entonces el centro de la hipérbola sera C(0, —1).
Como un foco es Fy(3,—1), la semidistancia focal sera ¢ = d(C, Fy) = v/32 = 3, por lo
tanto el otro foco se encontrara en una recta que pase por F; y C a distancia 3 del centro,
cumpliéndose que C' = 1 (Fy + Fy) = F5(—3,—1). Se trata de una hipérbola horizontal

b _ 2 12 _ 2 _ _ 3 _ 6
que cumple que = =2y a® + b° =9 = 5a —9:>a—%:>b—%

., . . 522 B(y+1)?
La ecuacion de la hipérbola sera 5% — % =1

Escribir la ecuaciéon de las parabolas de foco (2,—1), que pasan por (2,2) y
tienen el eje en la direccion del eje OX.

Como el foco esta en F'(2,—1) y pasa por (2,2), la distancia del punto (2,2) al foco es 3
y por tanto la distancia del punto a la directriz sera 3. Como el eje es enl a direccion del
eje OX, la directriz sera una recta vertical y, por tanto, tendremos que dicha directriz
serd o bien d; : x = 5 o bien dy : * = —1. Para cada una de estas posibilidades tendremos
que el vértice esta o bien en V) (%, —1) o bien V5 (%, —1), y las pardbolas estan abiertas
hacia la izquierda en el primer caso y hacia la derecha en el segundo. En ambos casos la
distancia focal es p = 3, asi que las posibles parabolas son, o bien:

(y+ 1) = =6 (v - 3)
o bien,

(y+1)°=6(z—1)

Clasificar la conica y expresarla en su forma canénica:

a) ¥ +y? + 20y —Tx —5y+7=0

11 -
A= 11 =2
7 5
-2 3 7
1 1 -1 L1
I3 = 11 =2 :—1#Qh:‘11):Qh:1+1:2$pmﬁwﬂm
5 3T
degenerada

Forma canodnica: [;y> 4 2 —%x =0= 29>+ %x =0=y*+ % -0

b) =222 +y? +dry+22—1=0
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-2 2 1
A= 21 0
1 0 -1
-2 2 1 9 9
IL=| 21 0:5;&0,12:) ):—6<O,11:—2+1:—1:>
1 0 —1 21
hipérbola no degenerada
Los autovalores de I, son A\; = 2,\y = —3. La forma canénica es \jz% + \oy? =
—%:>2x2—3y2:%
2+ A+ 4y — 20y =5
1 -1 2
A= —1 1 2
2 2 =5
1 -1 2 1 1
Is =] —1 1 2|=-16#0,1, = =0,I1y =1+ 1 =2 = parédbola
2 2 -5 ‘ - ‘

no degenerada

Forma canénica: I1y® + 2 /=0 =0= 2> +2V8r = 0= y* £2v22 =0

20 +y? + 22y + 20 +1=0
2 11
A= 110
1 01
2 11 9 1
Is=1 10 :0,12:‘1 1':1>0:>,elgenvalues: {%—% 5,%\/3+%}

1 01
elipse degenerada = un punto

Los autovalores de I, son \;

= % % + %\/3 La forma canoénica es
Ma? +Xoy? =0= (3 —3V5)a? +
8

2
822 + 17y? + 122y — 8x — 16y =

8 6 —4
A= 6 17 =38
4 -8 -8
8 6 —4 < 6
Iy =| 6 17 -8 :—12007&0,12:’ ’:1OO>O,11:8+17:
4 s s 6 17

25 = I, - I3 < 0 = elipse real no degenerada
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Los autovalores de I, son A\; = 5, Xy = 20. La forma canénica es ;2% + \oy? =
— 3 = ba? 4+ 20y = 12

22 +4y? + 4oy — 62 — 12y +9 =0

1 2 =3
A= 2 4 —6
-3 -6 9
1 2 -3
Iy=| 2 4 —6|=0,1, = L2 =0, =1+4=05,y= L =31y
3 6 9 2 4 -3 9

6 9= 0 = parabola degenerada =- dos rectas coincidentes

Forma canonica: I;y% + £ =0= 5y% =0

)4—6

2?2 —y? + 224 6y = 13

1 0 1
A=1 0 -1 3
1 3 —13
1 0 1 1 0
I;=10 -1 3 :57&0,12:‘ ‘:—1<O,11:1—1:0:>hipérbola
0 —1
1 3 —-13
no degenerada
Los autovalores de I, son \; = 1,\y = —1. La forma canénica es \jz% + \y? =
—% N~ y2 =-5
22 =2y  —xy+2x+5y—3=0
1 -1 1
A= -1 =2 g
1 2 -3
1 -1 1 1 1
Ii=|-1 -2 2 :—57&0,1’2—‘ ‘:—3<0,11:1—2:—1:»
5 =3
hipérbola no degenerada
Los autovalores de I son A\; = % 13 — %,)\2 = —% 13 — % La forma candnica

es )\1:172+)\2y2:—§—2 = (%\/TB—%)xQ—(%\/ﬁ+%)y2: % = (\/ﬁ-l)ﬁ-
(\/E+1)y2:é

11. Clasificar, para distintos valores de los parametros o, § € R, las cénicas que
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admiten por ecuaciones:

ar® +ay® + 282y + (a+ B) (z+y)+1=0

atp
a 5 %52
a) A= Boa P
otf  atf 1
2 2
a B o a+f a+p a+p 1 1 1
h=| 5 o=l 5 o )| 5o |-
atf  atf 1 atp atp 1 atB  atp 1
2 P 2 2 2 2
1 0 0
(a+p8)| 0 a=p Fl=slatrp)la=p)2-a-p)
s g ek
I = g g = (a+ B) (o — B). Los autovalores de Iy son Ay =a+y A =a—0
]1:20é
o b atf
Y= a8 21)_‘_ a+f 21 :2a—aﬁ—%a2—%ﬂ2
T2 T2

b) SSa=pfoa=—-F=1I3=0,I, =0 = es una parabola degenerada.

1) En el primer caso, con o = 3 = v =20 —a? — 2o — 20 = 2a (1 —a) =
Sia€(0,1) = ~v>0= dos rectas imaginarias
Sia=00a=1=v=0= dos rectas coincidentes
Si o€ (—00,0)U (1,00) = v < 0= dos rectas paralelas

2) En el segundo caso, con o« = —f = v = 2a + o — 1a? — 1a? = 20 =

Sia€ (0,00) =~ >0= dos rectas imaginarias

Sia=0=v=0= dos rectas coincidentes

Si o € (—00,0) = v < 0= dos rectas paralelas
c)Sia=2—-p=0L=0L=(+2—a)(a+a—-2)=4a—-1)=
Sia=1,=1= 1, =0= v =0= dos rectas coincidentes
Sia€ (1,00) = Iy > 0= elipse degenerada = un punto
Si a € (—00,1)=1, < 0 = hipérbola degenerada = dos rectas que se cortan en un punto
d) Sia#fya#—Fya#2—[= I3# 0= conica no degenerada
1) Siawe (—|B],]8]) = L2 < 0 = hipérbola no degenerada
2) Sia € (—oo,—|B])U(|B],00) = Iy > 0 = elipse no degenerada. Si § =0 =
los autovalores de I5 son iguales y, por tanto, es una circunferencia. Si § # 0 =
los autovalores son distinto y, por tanto, es una elipse real
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I. Soluciones Tema 9: Minimos Cuadrados

EJERCICIOS
1. Halla la solucién aproximada por el método de los minimos cuadrados del

sistema sobredeterminado

=1

r\ (3 2 | (& 3 1 YA

y ) \ 26 1)\ -1 2 1 v ) \ 4

2. Ajustar los datos (0,1),(1,3),(2,4),(3,4) ¥y (4,5) mediante una funcién lineal
f(x) = a + bxr utilizando el método de minimos cuadrados.

10 1 10
11 3 11
vz ()= = (aaesa)] 2 ](5)-
13 4 13
14 5 14

(o) (5)-(8)-()-(ow)
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3. La ley de Hooke establece que la longitud y que se estira un resorte es pro-
porcional a la fuerza x aplicada, y = a + bz, donde a es la longitud del resorte
y b es la constante del resorte.
Se colocan cuatro pesos diferentes de 2, 4, 6 y 8 kilogramos en el extremo de
un resorte, siendo las longitudes del resorte estirado 3, 6, 8 y 9 centimetros.
Calcular la constante del resorte.
1 2 3 1 2
1 4 a) | 6 N 1111 1 4 a\
16 b ) | 8 2 46 8 16 b )
18 9 18
3 1
1111 6 4 20 a 26 a 4 20 \
2 46 8 8 20 120 b 150 b 20 120
9
26\ (8 —1\( 2 o\ (3 L,
(150)‘(—& L)\ )7 )71 )Ty Tt
La constante del resorte es b =1
4. En un parque natural, se estimé durante cuatro anos consecutivos el niimero

de ciervos con que contaba su poblacién obteniéndose los siguientes datos

H r; —ano H y; =n° de ciervos H
2
5
8
12

W N =

Teniendo en cuenta que el crecimiento de la poblacién es exponencial en con-
diciones ideales, ajustar estos datos por una funcién exponencial y = ac®®,
utilizando el método de minimos cuadrados. Estimar el naimero de ciervos el

ano 5.

y=ac” =Iny=Ina+ bx

| 2; =ano || y; =n° de ciervos || Iny; |

1 2 In 2
2 5 Inb
3 8 In8
4 12 In12
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1 1 In2 1 1
1 2 Ina \ Inb5 1111 1 2 Ina \
13<b_ln8 1234)13(b>_
1 4 In12 1 4
In2
(1 111 Inb 4 10 Ina \ In2+In5+mn8+In1i2
_<1 2 3 4) In8 ;‘<10 30)( b )_<ln2+21n5+3ln8+41n12):>

Inl12

Ina 10\ / Im2+mh5+mm8+n12 \

10 30 In2+2n5+3n8+4Inl12 /|
In2+In5+In8+In12
In2+2In5+3In8+4In12

Ina In2+ 35— $Inl2 _ (025541
31n2—i1n5+i1n8+11n12 —\ 0.58453

xp(In2 + 5 Lns - 5 L 1012) = 1.2910 = y = 1.2010 exp (0.58453x)

wl»—‘wlw
cnl»—‘[\)h—t

(%
(-
(

Siz=5=y= 1.291060'58453'5 = y = 24 ciervos

5. Los directores de una gran empresa se retiinen para analizar la situacién finan-
ciera de la misma. Al estudiar los datos de la tabla que reflejan los beneficios
obtenidos durante los cinco anos que lleva en funcionamiento la empresa, pre-
ven que la curva que mejor puede representar los beneficios durante los proxi-
mos anos puede ser una funcién polinémica de segundo grado y = a + bx + cz?.
Calcular los beneficios que esperan obtener el ano siguiente

| ano || beneficio (millones) |

1 1

2 4

3 8

4 15

5 25
11 1 1 11 1
1 2 4 a 4 111 1 1 1 2 4 a
13 9 =| 8 |=123 4 5 13 9 b | =
1 4 16 15 1 49 16 25 1 4 16
1 5 25 25 1 5 25
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1
111 1 1 4 5 15 55 a 53
123 4 5 8 | = 15 55 225 b | =1 218 | =
149 16 25 15 55 225 979 c 954
25
a 5 15 55\ [/ 53 B B 53
b | =1 15 55 225 218 | = —% B3 218 | =
c 55 225 979 954 > -2 L 954
7
a —
5
¢ 4
797 17 797 17 184
y:g—%x+ﬁx2:>y:g—%-6+ﬁ-62:>y:?:36.8millonesdebeneﬁcio

al ano siguiente

6. Se consideran los siguientes puntos (1,1),(2,4),(3,7),(4,9). Estudiar qué fun-
ciéon es la que mejor se ajusta a los datos, la lineal y = a + bz, parabdlica
y = a+ bx + cx? o cabica y = a + bx + cx? + da’.

11 1 11 1
1 2 aN_[4]|_ (1111 12 a (1111 4
1 3 b )| 7 123 4 13 b )" \12 34 7
1 4 9 1 4 9
4 10\ [ a 21 a 4 10\ /21 31N\ /21
10 30 )\ b 66 b 10 30 66 . 66
o\ _ (2 Ly
b))\ & YT 10

ANE I aAlEe i ORI
11 5 ! T
5 5 25
9| 4 1) 1 hil
lg 10 100

3|7 53 2 E

953 851 6%81
419 10 10 T00

5 1 1 4 6561 3291

le 55 7700 T25 T 100 ~ 50
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11 1 1 11 1
12 4 “ 4 b 12 4
b | = =123 4
13 9 7 L 1o 16 13 9
1 4 16 9 1 4 16
111 1 le a 21
123 4 o= 10 30 100 b | =] 66
1 4 9 16 0 30 100 354 c 224
a 4 10 30 81 _27; 5
b | =] 10 30 100 %; 12%5 —§

30 100 354 224 ER—
20 Y 4 2056 4:”
¢ 1
eyl S+ 88— |y— (-0 +8a—12%) =46 &
111 19 €L 1
%g 203 400
214 0 ~%0 100
317 157 3 9
12801 201 4?0
419 20 ~ 5 100
9 9 1
O N T T O
Z 400 300 7200 T 300~ 20
11 1 1 a 1 111 1 11
12 4 38 bl _ 4] |12 3 4 12
13 9 27 c | 7|7 14 9 16 13
1 4 16 64 d 9 1 8 27 64 1 4
11 1 1 1 4 10 30 100 a
12 3 4 4| [ 10 30 100 354 b
14 9 16 7 30 100 354 1300 c
1 8 27 64 9 100 354 1300 4890 d
4 10 30 100 21 69 —%5 45
10 30 100 354 66 | [ -9 206
30 100 354 1300 224 | 15 —4—25 0
100 354 1300 4890 798 ~3 e D

4

21
66
224

798
35

167

EN

©|o@|§&

=

224
798
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a —1
7 7

lc) = fli :>y:—1+6x+x2—6x3:>

0) \
vyl 1+fo+a® =228 [y—(—1+fo+a”—22%) =0 ] 0
1]1 1 0 0
214 4 0 0
3|7 7 0 0
419 9 0 0

4
= 7=04+0+0+0=0
=1
1,.3

El mejor ajuste a los datos lo da la funcion y = —1 + %x +z% — 5T









