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Capítulo 1

Leyes de probabilidad

Probabilidad. Probabilidad 
ondi
ionada. Su
esos in-

dependientes. Teorema de Bayes

1.1 Experien
ias aleatorias

• Fenómenos o experien
ias deterministas: Se de�nen 
omo tales aquellos que 
umplen

que

� el resultado es totalmente previsible

� realizado en las mismas 
ondi
iones sólo hay un resultado posible

� ej.: lanzar una moneda 
on dos 
aras

• Fenómenos o experien
ias aleatorias: Son aquellos que 
umplen que

� su resultado depende del azar (es ne
esaria su interven
ión para 
ono
er el resultado)

� pueden ser repetidos en las mismas 
ondi
iones

� es posible determinar el 
onjunto de todos los resultados posibles: espa
io muestral

� ej.: lanzar un dado 
on seis 
aras distintas

1.2 Álgebra de su
esos

Consideremos E una experien
ia aleatoria, de�nimos el espa
io muestral 
omo el 
onjunto de

todos los resultados posibles.

Ω = {ω/ω es un resultado posible}
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Ejemplos:

• Espa
ios muestrales dis
retos:

� Tirar un dado: Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}
� Tirar una moneda una vez: Ω = {C,R}
� Tirar una moneda dos ve
es: Ω = {C,R} × {C,R} = {CC,CR,RC,RR}

• Espa
ios muestrales 
ontinuos:

� Ángulo de la aguja de un reloj 
on el eje positivo de ab
isas: Ω = [0, 2π)

� Módulo de la velo
idad de un móvil: Ω = [0,∞)

De�nimos su
eso, S, 
omo 
ualquier 
ir
unstan
ia que una vez realizada la experien
ia podemos

de
ir si ha tenido lugar o no. A todo su
eso se le puede aso
iar un sub
onjunto del espa
io

muestral.

De
imos que un su
eso se veri�
a si el resultado ω de la experien
ia es tal que ω ∈ S

Su
eso 
omplementario o 
ontrario a S: Denominado su
eso 
omplementario, S̄ o Sc
, de

un su
eso S a aquel que se veri�
a 
uando no se veri�
a S.
Su
eso imposible: Un su
eso se denomina imposible 
uando no se veri�
a nun
a, SI = Ø

Su
eso seguro: Un su
eso es seguro 
uando se veri�
a siempre.

Unión de su
esos: De�nimos la unión de n su
esos Si, i = 1, . . . n, y denotamos por

n
⋃

i=1

Si,


omo el su
eso que se veri�
a si y sólo si se ha realizado al menos un Si

Interse

ión de su
esos: De�nimos la interse

ión de n su
esos Si, i = 1, . . . n, y denotamos

por

n
⋂

i=1

Si, 
omo el su
eso que se veri�
a si y sólo si se ha realizado todos los Si

Si se 
umple que

n
⋂

i=1

Si = Ø de
imos que los su
esos Si son in
ompatibles.

Si se 
umple que S1 ⊂ S2, tendremos que si se veri�
a S1 también se veri�
a S2

Ejemplo:
Experien
ia de lanzar tres monedas al aire:

• Espa
io muestral: Ω = {CCC,CCR,CRC,RCC,CRR,RCR,RRC,RRR}

• Su
esos: S1 = {que salga una sola 
ara} = {CRR,RCR,RRC} ⊂ Ω;
S2 = {que salga una 
ara o ninguna} = {CRR,RCR,RRC,RRR};
S3 = {que todos los resultados sean iguales} = {CCC,RRR}
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• Su
eso 
omplementario a S1: S̄1 = {CCC,CCR,CRC,RCC,RRR}

• Su
eso imposible, por ejemplo, SI = {que salgan 
uatro 
aras} = Ø

• Su
eso seguro, por ejemplo, SS = {que salga, al menos, una 
ara o una 
ruz} = Ω

• S2

⋃

S3 = {CRR,RCR,RRC,RRR,CCC}

• S1

⋂

S3 = Ø por lo tanto S1 y S3 
on in
ompatibles; S2

⋂

S3 = {RRR}

• S1 ⊂ S2

1.3 Con
epto de probabilidad

1.3.1 De�ni
ión

La probabilidad permite medir la 
erteza o in
ertidumbre de un su
eso de una experien
ia

aleatoria. En la prá
ti
a toma valores entre 0 y 1, asignándose el valor 0 a un su
eso imposible

y el valor 1 a un su
eso seguro.

Matemáti
amente la probabilidad es una fun
ión que ha
e 
orresponder a 
ada su
eso S un

número real que 
umple que

1. 0 ≤ p(S) ≤ 1, ∀S

2. p(Ω) = 1

3. Si S1 y S2 son dos su
esos in
ompatibles (esto es, S1

⋂

S2 = Ø), enton
es p(S1

⋃

S2) =
p(S1) + p(S2)

Ejemplo:
Experimento E: lanzar un dado equilibrado

Espa
io muestral Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}
Su
esos: S1 = {que salga par} = {2, 4, 6}; S2 = {6}; S̄2 = {1, 2, 3, 4, 5}; S3 = {2}
Probabilidades: p(S1) =

1

2
; p(S2) =

1

6
; p(S2) =

1

6
; p(S2

⋃

S3) =
1

6
+

1

6
=

1

3
ya que

S2

⋂

S3 = Ø; p(S̄2) = 1− 1

6
=

5

6
ya que p(Ω) = 1 y S2

⋂

S̄2 = Ø y S2

⋃

S̄2 = Ω; p(Ø) = 0
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Ω

S

S

U

US    S

S     S

1

1

1

2

2

2

Figura 1.1: Esquema de la unión e interse

ión de su
esos

1.3.2 Propiedades

1. p(S) = 1− p(S̄)

2. p(Ø) = 0

3. p(Ω) = 1

4. p(S1

⋃

S2) = p(S1) + p(S2)− p(S1

⋂

S2)

5. p(S1

⋃

S2

⋃

S3) = p(S1)+p(S2)+p(S3)−p(S1

⋂

S2)−p(S2

⋂

S3)−p(S1

⋂

S3)+p(S1

⋂

S2

⋂

S3)

Ejemplo:
Considerando el experimento E anterior de lanzar un dado equilibrado, y de�niendo los

su
esos S1 = {que salga par} = {2, 4, 6} y S4 = {múltiplo de 3} = {3, 6}, tendremos que

S1

⋃

S4 = {par o múltiplo de 3} = {2, 3, 4, 6} y S1

⋂

S4 = {par y múltiplo de 3} = {6}. Por lo
tanto, p(S1) =

1

2
y p(S4) =

1

3
, así que tendremos que las probabilidades de la interse

ión y de

la unión serán, respe
tivamente, p(S1

⋂

S4) =
1

6
y p(S1

⋃

S4) = p(S1) + p(S4) − p(S1

⋂

S4) =

1

2
+

1

3
− 1

6
=

2

3

1.3.3 Probabilidad en espa
ios muestrales dis
retos

Vamos a 
onsiderar, de momento, espa
ios muestrales dis
retos equiprobables, en ese 
aso, la

probabilidad de un su
eso S se puede obtener 
omo p(S) =
#
asos favorables

#
asos posibles

=
#S

#Ω
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Figura 1.2: Esquema para el 
ál
ulo de la probabilidad 
ondi
ionada

1.3.4 Probabilidad en espa
ios muestrales 
ontinuos

Consideremos un espa
io muestral 
ontinuo equiprobable, en este 
aso, los su
esos elementales

son igualmente probables, pero tienen una probabilidad 0. Sólo tiene sentido hablar de proba-

bilidad de un subintervalo del espa
io muestral, así si 
onsideramos el intervalo I = [a, b] ⊂ Ω,
tendremos que p(I) ∝ (b− a), 
omo queremos que p(Ω) = 1, enton
es tiene que 
umplirse que

p(I) =
b− a

amplitud de Ω
Ejemplo:

Si Ω = [0, 2π), tendremos que dado I = [a, b], enton
es p(I) =
b− a

2π
=

ˆ b

a

dx

2π
=

ˆ b

a

f(x)dx


on f(x) =

{

1

2π
si 0 ≤ x < 2π

0 resto

1.4 Probabilidad 
ondi
ionada

La probabilidad 
ondi
ionada permite 
ono
er la probabilidad de un su
eso A en el 
aso de que

se haya 
umplido otro su
eso B, y se es
ribe 
omo p(A|B). Di
ha probabilidad 
ondi
ionada

se 
al
ula 
omo:

p(A|B) =
p(A

⋂

B)

p(B)

Ejemplo:
Consideremos el experimento de lanzar un dado equilibrado. Si de�nimos los su
esos A =

{que salga par} = {2, 4, 6} y B = {que salga primo} = {1, 2, 3, 5}, tendremos que, A
⋂

B =
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Figura 1.3: Esquema de su
esos para la apli
a
ión del teorema de Bayes

{2}
Cal
ularemos ahora la probabilidad de que salga par, sabiendo que ha sido primo, esto es

p(A|B).

Di
ha probabilidad podemos 
al
ularla, por un lado 
omo p(A|B) =
#
asos favorables

#
asos posibles

=
1

4
,

ya que el número de 
asos posibles ahora es 4, puesto que se veri�
a B.

Por otro lado, también podríamos haber 
al
ulado di
ha probabilidad 
omo p(A|B) =
p(A

⋂

B)

p(B)
=

1/6
4/6

=
1

4
, obteniéndose, 
omo era de esperar, el mismo resultado.

1.5 Teorema de Bayes

Vamos a 
onsiderar ahora n su
esos in
ompatibles dos a dos, B1, B2, . . . , Bn, por lo tanto

tendremos que Bi

⋂

Bj = Ø ∀i 6= j, y 
onsideremos otro su
eso A, 
uya realiza
ión impli
a la

realiza
ión de algunos de los su
esos Bi, esto es, A ⊂ B = B1

⋃

B2

⋃

· · ·
⋃

Bn. En este 
aso,

tenemos que

p(A) = p(A
⋂

B1) + p(A
⋂

B2) + · · ·+ p(A
⋂

Bn) =

n
∑

i=1

p(A
⋂

Bi) =

n
∑

i=1

p(A|Bi)p(Bi)

ya que p(A|Bi) =
p(A

⋂

Bi)

p(Bi)

Teorema de Bayes:

Según los supuestos anteriores, esto es, 
onsiderando n su
esos in
ompatibles dos a dos,

B1, B2, . . . , Bn, 
on Bi

⋂

Bj = Ø ∀i 6= j, y un su
eso A tal que A ⊂ B = B1

⋃

B2

⋃

· · ·
⋃

Bn,
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se tiene que

p(Bj|A) =
p(Bj

⋂

A)
n
∑

i=1

p(A|Bi)p(Bi)

=
p(Bj

⋂

A)

p(A)

Ejemplo:
Supongamos que tenemos dos bolsas 
on bolas blan
as y rojas. En la primera bolsa hay

diez bolas blan
as y 
uatro rojas y en la segunda bolsa hay do
e bolas blan
as y o
ho rojas. Se

elige una bolsa al azar y se extrae una bola. Cal
ular la probabilidad de que la bolsa elegida

sea la segunda sabiendo que la bola que se ha extraído es blan
a.

Dado que se eligen las bolsas al azar, la probabilidad de elegir la primera bolsa será igual a

la probabilidad de elegir la segunda bolsa, o sea, p(B1) = p(B2) = 1/2.

Por otro lado, 
omo en la primera bolsa hay 10 bolas blan
as y 4 rojas, si se hubiese elegido

la primera bolsa la probabilidad de que saliese blan
a sería: p(B|B1) =
10

10 + 4
=

5

7
Por el 
ontrario, 
omo en la segunda bolsa hay 12 bolas blan
as y 8 rojas, si se hubiese

elegido la segunda bolsa la probabilidad de que saliese blan
a sería: p(B|B2) =
12

12 + 8
=

3

5
Como queremos 
al
ular p(B2|B), apli
ando el teorema de Bayes tendremos que:

p(B2|B) =
p(B2

⋂

B)

p(B)
=

p(B|B2)p(B2)

p(B
⋂

B1) + p(B
⋂

B2)
=

p(B|B2)p(B2)

p(B|B1)p(B1) + p(B|B2)p(B2)
=

3
5
· 1
2

5
7
· 1
2
+ 3

5
· 1
2

=
21

46
= 0.4565

1.6 Su
esos dependientes e independientes

Dos su
esos A y B son independientes 
uando la probabilidad de que uno o
urra no depende

de que el otro haya o
urrido o no, esto es, p(A) = p(A|B) y p(B) = p(B|A).
Por lo tanto, 
omo p(A|B) =

p(A
⋂

B)

p(B)
, si A y B son independientes tendremos que

p(A
⋂

B) = p(A)p(B)

Ejemplo:
Tenemos 4 bolas blan
as y 6 bolas negras en una urna. Se extraen dos bolas su
esivamente,


al
ular la probabilidad de que ambas sean blan
as:

Sea S1 = {primera bola blan
a} y S2 = {segunda bola blan
a}
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(a) Suponiendo que hay reemplazamiento después de la primera extra

ión: en este 
aso

tendremos que p(S1) =
4

10
=

2

5
y p(S2) =

4

10
=

2

5
, ya que S1 y S2 son su
esos independientes

(al haber reemplazamiento). Por lo tanto, p(S1

⋂

S2) = p(S1)p(S2) =
4

25
= 0.16

(b) Suponiendo que no hay reemplazamiento después de la segunda extra

ión: ahora ten-

dremos que los su
esos S1 y S2 no son independientes, así que p(S1

⋂

S2) = p(S1)p(S2|S1) y


omo tenemos que p(S1) =
4

10
=

2

5
y p(S2|S1) =

#
asos favorables

#
asos posibles

=
3

9
=

1

3
. Por lo tanto

p(S1

⋂

S2) =
2

5
· 1
3
=

2

15
= 0.13

Problema:

Un 
on
ursante debe elegir una puerta entre tres posibles, sabiendo que detrás de una de

ellas está el premio. Elegida la puerta y antes de abrirla, el presentador, que sabe en qué

puerta está el premio, le muestra que detrás de una de las no es
ogidas no hay premio y le da

la posibilidad de re
onsiderar la ele

ión, ¾qué debe ha
er el 
on
ursante?

Si de�nimos Ai = {el 
on
ursante elige la puerta i} y Ri = {el premio está en la puerta i}.
El espa
io muestral ini
ial son 9 su
esos posibles, Ai

⋂

Rj 
on i, j = 1, 2, 3, equiprobables.

La probabilidad de a
ertar ini
ialmente es p(Ri|Ai) =
p(Ai

⋂

Ri)

p(Ai)
=

1/9
1/3

=
1

3

Supongamos que el 
on
ursante elige la puerta 1 (A1) y el presentador abre la puerta j que
no tiene premio (j = 2, 3), denominaremos a este su
eso, su
eso Bj. Hay, por lo tanto, 4 su
esos

posibles {(B2

⋂

R1), (B2

⋂

R3), (B3

⋂

R1), (B3

⋂

R2)}. Vamos a 
al
ular las probabilidades de

estos su
esos:

Como p(R1) = p(R2) = p(R3) =
1

3
, si el 
on
ursante elige la puerta 1 (A1) y el premio

está en la puerta 1 (R1) es igualmente probable que el presentador abra la puerta 2 o la puerta

3, por lo tanto, p(B2|R1) = p(B3|R1) =
1

2
⇒ p(B2

⋂

R1) = p(B2|R1)p(R1) =
1

2
· 1
3
=

1

6
=

p(B3

⋂

R1) = p(B3|R1)p(R1)

Pero si el premio está en la puerta 2 (R2) y el 
on
ursante ha elegido la puerta 1 (A1),

tendremos que p(B2|R2) = 0 y p(B3|R2) = 1, por lo tanto, p(B2

⋂

R2) = 0 y p(B3

⋂

R2) =

p(B3|R2)p(R2) =
1

3
. De forma similar se 
al
ula para el 
aso de que el premio esté en la puerta

3.

Por lo tanto, tenemos el siguiente 
uadro de probabilidades sabiendo que se ha veri�
ado

A1
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⋂

R1 R2 R3

B1 0 0 0

B2
1/6 0

1/3

B3
1/6 1/3 0

Se puede 
omprobar que

9
∑

i=1

pi = 1

La probabilidad de ganar que tiene el 
on
ursante que no 
ambia de ele

ión es, supuesto

que ha elegido la puerta 1 (A1) y que el presentador ha abierto la puerta 2 (B2)

p(R1|B2) =
p(R1

⋂

B2)

p(B2)
=

p(R1

⋂

B2)

p(B2|R1)p(R1) + p(B2|R2)p(R2) + p(B2|R3)p(R3)
=

1
6

1
2
· 1
3
+ 0 · 1

3
+ 1 · 1

3

=
1

3
La probabilidad de ganar del 
on
ursante si 
ambia de puerta será p = 1 − p(R1|B2) =

1− 1

3
=

2

3
. Vamos a 
omprobarlo:

p(R3|B2) =
p(R3

⋂

B2)

p(B2)
=

p(R3

⋂

B2)

p(B2|R1)p(R1) + p(B2|R2)p(R2) + p(B2|R3)p(R3)
=

1
3

1
2
· 1
3
+ 0 · 1

3
+ 1 · 1

3

=
2

3
El motivo de que sea favorable 
ambiar de puerta es que la de
isión del presentador de abrir

una puerta, Bi, no es independiente, en general, de dónde esté el premio, Rj , y, por tanto, el

su
eso Bi nos da informa
ión sobre el su
eso Rj.

Tenemos que p(B2) = p(B3)=
1

2
y p(R1) = p(R2) = p(R3) =

1

3
El su
eso R1 es independiente de B2 y B3, por eso,

p(R1

⋂

B2) = p(R1)p(B2) = p(R1

⋂

B3) = p(R1)p(B3)=
1

2
· 1
3
=

1

6
Sin embargo, B2 y B3 no son independientes de R2 y R3 y por eso p(R2

⋂

B3) 6= p(R2)p(B3)
y p(R3

⋂

B2) 6= p(R3)p(B2)
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Capítulo 2

Variables aleatorias

Variables aleatorias dis
retas y 
ontinuas. Fun
ión

de densidad de probabilidad y fun
ión de distribu-


ión a
umulativa de una variable aleatoria. Distribu-


iones bivariantes. Distribu
iones marginales. Dis-

tribu
iones 
ondi
ionadas. Variables aleatorias inde-

pendientes.

2.1 Variables aleatorias dis
retas y 
ontinuas

Vamos, en primer lugar, a de�nir una serie de 
on
eptos:

• Pobla
ión: Conjunto 
ompleto de elementos, 
on alguna 
ara
terísti
a 
omún, que es el

objeto del estudio. Puede ser �nita o in�nita. Por ejemplo, el número de habitantes de

un país es una pobla
ión �nita, pero el número de medidas de la velo
idad de la luz es

una pobla
ión in�nita.

• Muestra: Un sub
onjunto de elementos de una pobla
ión. El tamaño de la muestra es el

número de elementos de la muestra. Un 
enso es una muestra de todos los elementos de

la pobla
ión.

• Cara
teres 
uantitativos: Son aquellos que toman valores numéri
os, por ejemplo, la

altura, el tiempo, et


• Cara
teres 
ualitativos (o atributos): Son aquellos que des
riben 
ualidades, por ejemplo,

el 
olor de pelo, estado 
ivil, et
.

17



18 Variables aleatorias

1

1/4

1/2

3/4

1

3/4

1/2

1/4

x x x x xx x

f(x ) F(x )

11 2x2 3x3 4x4

i i

ii

Figura 2.1: Fun
ión de densidad de probabilidad, f(x), y fun
ión de distribu
ión a
umulativa,

F (x), para una variable dis
reta.

• Variable estadísti
a: Es un símbolo que representa al dato o 
ara
ter del objeto de estudio

y puede tomar un 
onjunto de valores. El 
onjunto de valores posibles de la variable

aleatoria se denomina re
orrido. Se utilizan letras mayús
ulas (por ejemplo, X) para

denotar la variable aleatoria, y letras minús
ulas (por ejemplo, x1, x2, ...) para los valores
que toma la variable. Las variables estadísti
as pueden ser de varios tipos:

� Dis
reta: Toma una 
antidad numerable (�nita o in�nita) de valores, por ejemplo,

el número de hojas de un árbol.

� Continua: Puede tomar in�nitos valores entre dos dados, por ejemplo, el tiempo.

� Unidimensional : Sólo se mide un 
ara
ter o dato de los elementos de la muestra,

por ejemplo, la temperatura.

� Bidimensional (tridimensional, ...): Se miden simultaneamente varios 
ara
teres de


ada elemento, por ejemplo, altura y peso de las personas.

2.2 Fun
ión de densidad de probabilidad y fun
ión de dis-

tribu
ión a
umulativa

2.2.1 Variables dis
retas

• Fun
ión de densidad de probabilidad: Nos informa sobre 
uán probable es 
ada valor de

X y se denota por f(x) = p(X = x)

Además sabemos que, por las propiedades de la probabilidad, f(xi) ≥ 0 y

∑

∀i
f(xi) = 1.
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La distribu
ión dis
reta de probabilidad de una variable de re
orrido {x1, x2, . . . , xk} se

puede es
ribir 
omo una tabla:

Valor de la Fun
ión de densidad Fun
ión de distribu
ión

variable de probabilidad a
umulada

xi f(xi) F (xi)

x1 f(x1) = p(X = x1) F (x1) = f(x1)
x2 f(x2) = p(X = x2) F (x2) = F (x1) + f(x2)
.

.

.

.

.

.

.

.

.

xk f(xk) = p(X = xk) F (xk) = F (xk−1) + f(xk) = 1

• Fun
ión de distribu
ión F (x) o fun
ión de probabilidad o fun
ión de distribu
ión a
umu-

lada: Nos informa de la probabilidad de que la variable aleatoria X tome un valor menor

o igual que x, esto es F (x) = p(X ≤ x).
La fun
ión F (x) es no de
re
iente y además 
umple que F (−∞) = 0 y F (∞) = 1

De este modo, la probabilidad de que una variable aleatoria X esté 
omprendida entre xi

y xj es

p(xi < X ≤ xj) =

j
∑

k=i+1

f(xk) = F (xj)− F (xi).

Ejemplo:
Consideremos el experimento de lanzar una moneda tres ve
es y tomemos 
omo variable

aleatoria X = #
aras obtenidas.

El espa
io muestral del experimento será {CCC,CCR,CRC,RCC,CRR,RCR,
RRC,RRR} y el re
orrido de la variable aleatoria X es Ω(X) = {0, 1, 2, 3}

El su
eso 
orrespondiente a X = 0 es {RRR}, así que tenemos que, p(X = 0) =
1

8
=

1

2
· 1
2
· 1
2
= (p(R))3

De igual modo, tenemos que X = 1 
orresponde a {CRR,RCR,RRC}, así,
p(X = 1) =

3

8
= 3 · 1

2
· 1
2
· 1
2
=

(

3

1

)

(p(R))2 p(C)

Para X = 2 tenemos el su
eso {CCR,CRC,RCC}, así,
p(X = 2) =

3

8
= 3 · 1

2
· 1
2
· 1
2
=

(

3

1

)

(p(C))2 p(R)

Y, por último, para X = 3 el su
eso aso
iado es {CCC}, por lo tanto,
p(X = 3) =

1

8
=

1

2
· 1
2
· 1
2
= (p(C))3
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xx

f(x) F(x)

1xx x1 2

2

p(x <X)1

p(x <X<x  )1

Figura 2.2: Fun
ión de densidad de probabilidad, f(x), y fun
ión de distribu
ión, F (x), para
una variable 
ontinua.

Podemos es
ribir la tabla de la fun
ión de densidad de probabilidad y de distribu
ión de la

forma

xi f(xi) F (xi)

0

1/8 1/8
1

3/8 1/2
2

3/8 7/8
3

1/8 1

2.2.2 Variables 
ontinuas

• Fun
ión de densidad de probabilidad: Dado que una variable 
ontinua X puede tomar


ualquier valor en un intervalo (a, b) o in
luso (−∞,∞). La probabilidad de que X tome

un valor determinado es 0, no podemos de�nir la probabilidad de la misma forma que


on las variables dis
retas (dando la probabilidad para 
ada valor de la variable), pero

podemos espe
i�
ar la probabilidad de que la variable esté en un intervalo dado.

Para ello de�nimos la fun
ión de densidad de probabilidad f(x), que 
umple que f(x) ≥ 0

y

ˆ ∞

−∞
f(x) dx = 1, de modo que p(x1 < X < x2) =

ˆ x2

x1

f(x) dx

• Fun
ión de distribu
ión o de probabilidad a
umulativa F (x): Se de�ne, 
omo en el 
aso

dis
reto, 
omo la probabilidad de que la variable aleatoria X tome valores menores que

uno dado, por lo tanto F (x) = p(X < x) =

ˆ x

−∞
f(t) dt
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θ θ

1

f(  )θ θF(  )

00 2

1/2

2

π

ππ

Figura 2.3: Fun
ión de densidad de probabilidad, f(θ), y fun
ión de distribu
ión, F (θ), para
una variable aleatoria 
ontinua θ de densidad de probabilidad 
onstante en un intervalo [0, 2π)

Ejemplo:
Cal
ular la fun
ión de densidad de probabilidad y la fun
ión de distribu
ión de que la aguja

minutera de un reloj forme un ángulo θ 
on el eje de ab
isas.

El espa
io muestral en este 
aso es [0, 2π), por lo tanto la fun
ión de densidad de probabilidad
será

f(θ) =











1

2π
si 0 ≤ θ < 2π

0 en el resto

, por lo tanto, F (θ) =











0 si −∞ < θ < 0
θ

2π
si 0 ≤ θ < 2π

1 si 2π ≤ θ < ∞

2.3 Distribu
iones bivariantes. Distribu
ión marginal. Dis-

tribu
ión 
ondi
ionadas. Variables aleatorias indepen-

dientes.

Consideremos ahora una variable aleatoria bidimensional (X, Y ) que tomará valores (x, y) de
un espa
io bidimensional real. Analizaremos a 
ontinua
ión algunas 
ara
terísti
as de estas

variables y de sus fun
iones de densidad de probabilidad y de distribu
ión.

2.3.1 Fun
ión de densidad de probabilidad 
onjunta f(x, y)

• Variables dis
retas: Para variables dis
retas de�nimos la fun
ión de densidad de proba-

bilidad f(xi, yj) 
omo la probabilidad de que la variable X tome el valor xi y la varia-

ble Y tome el valor yj, esto es, f(xi, yj) = p(X = xi, Y = yj). Sabemos además que

∑

∀i

∑

∀j
f(xi, yj) = 1.
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• Variables 
ontinuas: Para variables 
ontinuas de�nimos la fun
ión de densidad de pro-

babilidad 
omo una fun
ión f(x, y) ≥ 0 que nos permite 
al
ular la probabilidad de las

variables X e Y en los intervalos (x1, x2) e (y1, y2), respe
tivamente. Por lo tanto, p(x1 <

X < x2, y1 < Y < y2) =

ˆ x2

x1

dx

ˆ y2

y1

dy f(x, y), sabiendo que

ˆ ∞

−∞
dx

ˆ ∞

−∞
dy f(x, y) = 1

2.3.2 Distribu
iones de densidad marginales

• Variables dis
retas: De�nimos las fun
iones de densidad marginales, fX(xi) y fY (yj),

omo:

fX(xi) = P (X = xi) =
∑

∀j
f(xi, yj) y fY (yj) = P (Y = yj) =

∑

∀i
f(xi, yj)

X
Y

y1 y2 · · · ym Marginales

x1 f(x1, y1) f(x1, y2) · · · f(x1, ym) fX(x1)
x2 f(x2, y1) f(x2, y2) · · · f(x2, ym) fX(x2)
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

xn f(xn, y1) f(xn, y2) · · · f(xn, ym) fX(xn)

Marginales fY (y1) fY (y2) · · · fY (ym) 1

• Variables 
ontinuas: De�nimos las fun
iones de densidad marginales de forma similar al


aso dis
reto, de modo que:

fX(x) =

ˆ ∞

−∞
f(x, y) dy y fY (y) =

ˆ ∞

−∞
f(x, y) dx

2.3.3 Fun
ión de distribu
ión 
onjunta

Es equivalente a la fun
ión de distribu
ión a
umulada del 
aso univariable, pero para variables

aleatoria bivariables.

• Variables dis
retas: Se de�ne 
omo

F (x, y) = P (X ≤ x, Y ≤ y) =
∑

xi≤x

∑

yj≤y

f(xi, yj)

• Variables 
ontinuas: En este 
aso tenemos que

F (x, y) = P (X < x, Y < y) =

ˆ x

−∞
du

ˆ y

−∞
dv f(u, v)
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2.3.4 Fun
ión de distribu
ión marginal

Son las fun
iones de distribu
ión aso
iadas a las fun
iones de densidad marginal, por lo tanto

• Variables dis
retas: Se de�nen 
omo

FX(x) = P (X ≤ x) =
∑

xi≤x

∑

∀yj

f(xi, yj) y FY (y) = P (Y ≤ y) =
∑

yj≤y

∑

∀xi

f(xi, yj)

• Variables 
ontinuas: En este 
aso tenemos que

FX(x) = P (X < x) =

ˆ x

−∞
du

ˆ ∞

−∞
dy f(u, y) y FY (y) = P (Y < y) =

ˆ y

−∞
dv

ˆ ∞

−∞
dx f(x, v)

2.3.5 Distribu
iones 
ondi
ionadas

Al igual que 
uando trabajamos 
on probabilidades 
ondi
ionadas de un su
eso, podemos de�nir

fun
iones de probabilidad 
ondi
ionada (para variables dis
retas) y fun
iones de densidad de

probabilidad 
ondi
ionada (para variables 
ontinuas) que nos den informa
ión sobre la pro-

babilidad de que se veri�que un valor para una de las 
omponentes de la variable aleatoria

bivariante, sabiendo el valor que toma la otra 
omponente de la variable aleatoria. De este

modo, de�niremos:

• Variables dis
retas: La fun
ión de probabilidad 
ondi
ionada nos permitirá 
al
ular la

probabilidad de que en la variable aleatoria (X, Y ) se satifaga que X = x sabiendo que

Y = y, o vi
eversa. Así tendremos que

p(X = x|Y = y) =
p(X = x, Y = y)

p(Y = y)
⇒ f(x|y) = f(x, y)

fY (y)

y

p(Y = y|X = x) =
p(X = x, Y = y)

p(X = x)
⇒ f(y|x) = f(x, y)

fX(x)
De este modo, para 
al
ular la probabilidad p(x1 ≤ X ≤ x2|Y = y) haremos

p(x1 ≤ X ≤ x2|Y = y) =
∑

x1≤xi≤x2

f(xi|y),

y de forma similar, la probabilidad p(y1 ≤ Y ≤ y2|X = x) vendrá dada por

p(y1 ≤ Y ≤ y2|X = x) =
∑

y1≤yj≤y2

f(yj|x)
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• Variables 
ontinuas: La fun
ión de densidad 
ondi
ionada nos permitirá 
al
ular pro-

babilidades de que una de las 
omponentes de la variable aleatoria se en
uentre en un

intervalo, 
ono
ido el valor que toma la otra 
omponente de la variable aleatoria. Di
has

fun
iones de densidad de probabilidad 
ondi
ionada serán

f(x|y) = f(x, y)

fY (y)
y f(y|x) = f(x, y)

fX(x)

De modo que, p(x1 < X < x2|Y = y) =

ˆ x2

x1

f(x|y)dx y p(y1 < Y < y2|X = x) =
ˆ y2

y1

f(y|x)dy

2.3.6 Variables independientes

De
imos que dada una variable aleatoria bivariante (X, Y ), sus 
omponentes X e Y son inde-

pendientes 
uando el 
ono
imiento de una de las 
omponentes no aporta informa
ión sobre la

otra, esto es equivalente a de
ir que las distribu
iones de densidad 
ondi
ionadas son iguales a

las marginales, o sea, f(x|y) = fX(x) y f(y|x) = fY (y).

Esto se puede ver fá
ilmente 
omprobando que

fX(x) =

ˆ ∞

−∞
f(x, y) dy =

ˆ ∞

−∞
f(x|y)fY (y) dy = f(x|y)

ˆ ∞

−∞
fY (y) dy = f(x|y)

donde se ha apli
ado que f(x|y) no depende de y, dado que hemos supuesto que la informa
ión

sobre la probabilidad de X no depende del valor que tome Y para sa
arlo fuera de la integral.

Teniendo todo esto en 
uenta, podemos ver que en el 
aso de que las variables X e Y sean

independientes, se 
umplirá que

f(x, y) = fX(x)fY (y)

Y del mismo modo, para fun
ión de distribu
ión tendremos que en el 
aso de variables

independientes

F (x, y) = FX(x)FY (y)

Ejemplo:

Dadas las siguientes fun
iones de densidad de probabilidad para una variable aleatoria bi-

variante, analizar si son variables dependientes o independientes, 
onstruir las fun
iones de den-

sidad marginales y las fun
iones de distribu
ión aso
iadas. Cal
ular también p(X = 0|Y = 1)
y p(Y = 2|X = 1)

(a) Consideremos la fun
ión de densidad de probabilidad dada por la siguiente tabla
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Y

f(x, y) 0 1 2 fX(x)

0

1/6 1/12 1/12 fX(0) = 1/3
X

1

1/3 1/6 1/6 fX(1) = 2/3

fY (y) fY (0) = 1/2 fY (1) = 1/4 fY (2) = 1/4 1

Se puede ver que se 
umple en todos los 
asos que f(x, y) = fX(x)fY (y), por lo tanto,

las dos variables son independientes. Podemos 
al
ular la fun
ión de distribu
ión F (x, y), que
vendrá dada por la siguiente tabla:

Y

F (x, y) 0 1 2

0

1/6 1/4 1/3
X

1

1/2 3/4 1

Teniendo en 
uenta estos datos podemos 
al
ular p(X = 0|Y = 1) =
f(0, 1)

fY (1)
=

1/12
1/4

=
1

3
y

p(Y = 2|X = 1)=
f(1, 2)

fX(1)
=

1/6
2/3

=
1

4

(b) Consideremos ahora la fun
ión de densidad de probabilidad dada por la siguiente tabla

Y

f(x, y) 0 1 2 fX(x)

0

1/5 2/15 2/5 fX(0) = 11/15
X

1 0 1/5 1/15 fX(1) = 4/15

fY (y) fY (0) = 1/5 fY (1) = 1/3 fY (2) = 7/15 1

Se puede ver que en este 
aso no se 
umple que f(x, y) = fX(x)fY (y), por lo tanto, las dos
variables son dependientes.

Cal
ulamos ahora la fun
ión de distribu
ión F (x, y), que vendrá dada por la siguiente tabla:

Y

F (x, y) 0 1 2

0

1/5 1/3 11/15
X

1

1/5 8/15 1
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Teniendo en 
uenta estos datos podemos 
al
ular p(X = 0|Y = 1) =
f(0, 1)

fY (1)
=

2/15
1/3

=
2

5
y

p(Y = 2|X = 1)=
f(1, 2)

fX(1)
=

1/15
4/15

=
1

4

Ejemplo:

Dadas las siguientes fun
iones f(x, y), 
omprobar que de�nen fun
iones de densidad de

probabilidad y 
al
ular las fun
iones de densidad marginales y las fun
iones de distribu
ión


orrespondientes. Analizar si las variables aleatorias X e Y son dependientes o independientes.

(a) Sea f(x, y) =







3

8
x(1− y2) , si 0 < x < 2 y − 1 < y < 1

0 , resto

Podemos 
omprobar que f(x, y) ≥ 0 para 
ualquier valor de x e y.

Además

ˆ ∞

−∞
dy

ˆ ∞

−∞
dx f(x, y) =

3

8

ˆ 1

−1

dy(1− y2)

ˆ 2

0

x dx =
3

8

[

y − y3

3

]1

−1

[x

2

]2

0
=

3

8
· 2 · 2

3
· 2 = 1

Las fun
iones de densidad de probabilidad marginales serán:

fX(x) =

ˆ ∞

−∞
dy f(x, y) =

3

8
x

ˆ 1

−1

dy(1− y2) =
3

8
x

[

y − y3

3

]1

−1

=
x

2
⇒

fX(x) =

{x

2
, si 0 < x < 2

0 , resto

fY (y) =

ˆ ∞

−∞
dx f(x, y) =

3

8
(1− y2)

ˆ 2

0

x dx =
3

4
(1− y2) ⇒

fY (y) =







3

4
(1− y2) , si − 1 < y < 1

0 , resto

Como se 
umple que f(x, y) = fX(x) ·fY (y), las 
omponentes X e Y de la variable aleatoria

serán independientes.

Cal
ulamos ahora la fun
ión de distribu
ión:

F (x, y) =

ˆ y

−∞
dv

ˆ x

−∞
du f(u, v) =

3

8

ˆ y

−1

(1− v2)dv

ˆ x

0

u du =
x2

16
(3y − y3 + 2) ⇒
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F (x, y) =



















































































0 , si x < 0 ó y < −1

x2

16
(3y − y3 + 2) , si 0 < x < 2,−1 < y < 1

1

16
(3y − y3 + 2) , si x > 2,−1 < y < 1

x2

4
, si y> 1, 0 < x < 2

1 , si x > 2, y > 1

(b) Sea f(x, y) =

{

x+ y , si 0 < x < 1 y 0 < y < 1

0 , resto

Podemos 
omprobar que f(x, y) ≥ 0 para 
ualquier valor de x e y.

Además

ˆ ∞

−∞
dy

ˆ ∞

−∞
dx f(x, y) =

ˆ 1

0

dy

ˆ 1

0

(x+ y) dx =

ˆ 1

0

dy

[

x2

2
+ xy

]1

0

=

ˆ 1

0

dy

(

y +
1

2

)

=

[

y2 + y

2

]1

0

= 1

Las fun
iones de densidad de probabilidad marginales serán:

fX(x) =

ˆ ∞

−∞
dy f(x, y) =

ˆ 1

0

dy(x+ y) =

[

yx+
y2

2

]1

0

= x+
1

2
⇒

fX(x) =







x+
1

2
, si 0 < x < 1

0 , resto

fY (y) =

ˆ ∞

−∞
dx f(x, y) =

ˆ 1

0

dx(x+ y) =

[

yx+
x2

2

]1

0

= y +
1

2
⇒

fY (y) =







y +
1

2
, si 0 < y < 1

0 , resto

Como se 
umple que f(x, y) 6= fX(x) ·fY (y), las 
omponentes X e Y de la variable aleatoria

serán dependientes.

Cal
ulamos ahora la fun
ión de distribu
ión:

F (x, y) =

ˆ y

−∞
dv

ˆ x

−∞
du f(u, v) =

ˆ y

0

dv

ˆ x

0

(u+ v) du =

ˆ y

0

(

xv +
x2

2

)

dv =
x2y + y2x

2
⇒
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F (x, y) =



















































































0 , si x < 0 ó y < 0

x2y + y2x

2
, si 0 < x < 1, 0 < y < 1

y + y2

2
, si x > 1, 0 < y < 1

x2 + x

2
, si y> 1, 0 < x < 1

1 , si x > 1, y > 1



Capítulo 3

Fun
ión de variable aleatoria

Esperanza. Varianza. Covarianza. Coe�
ientes de


orrela
ión y determina
ión. Momentos.

3.1 Variables aleatorias unidimensionales

3.1.1 Esperanza matemáti
a, valor esperado o media

La esperanza matemáti
a o media, E(X) ó µ, de una variable aleatoria X , es un valor teóri
o

que nos da una idea de dónde se 
entra la distribu
ión. La forma de 
al
ularla es la siguiente:

• Variable aleatoria dis
reta:

µ = E(X) =
∑

∀i
xip(X = xi) =

∑

∀i
xif(xi)

• Variable aleatoria 
ontinua:

µ = E(X) =

ˆ ∞

−∞
x f(x) dx

Es fá
il 
omprobar que la esperanza matemáti
a es una fun
ión lineal, por lo tanto, E(aX+b) =
aE(X) + b, donde a y b son 
onstantes.

3.1.2 Varianza y desvia
ión típi
a

La media no da una ade
uada des
rip
ión del 
omportamiento de la variable aleatoria X , por

eso también es importante determinar la dispersión o varia
ión de los valores de la variable

aleatoria. Por ejemplo, las variables aleatorias X e Y des
ritas a 
ontinua
ión:

29
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X, Y 0 1 2 3 4

p(X) 0 1/4 1/2 1/4 0
p(Y ) 1/8 1/4 1/4 1/4 1/8

tienen ambas el mismo valor para la esperanza matemáti
a, E(X) = E(Y ) = 2, sin embargo,

la variable X tiene menos dispersión que la variable Y .
Por este motivo resulta útil de�nir la varianza, V ar(X) = σ2 = E ((X −E(X))2), que nos

permite analizar la dispersión de la variable 
on respe
to a la media.

La forma de 
al
ular di
ha varianza es

• Variables dis
retas:

V ar(X) = E ((X −E(X))2) =
∑

∀i
(xi − E(X))2f(xi)

• Variables 
ontinuas:

V ar(X) = E ((X −E(X))2) =

ˆ ∞

−∞
(x− E(X))2f(x) dx

Debido a que el operador esperanza matemáti
a es un operador lineal, es fá
il 
omprobar que:

V ar(X) = E ((X −E(X))2) = E (X2 − 2XE(X) + E(X)2) = E (X2)− (E(X))2

Se de�ne también, a partir de la varianza, la desvia
ión típi
a, σ =
√

V ar(X) que da una

mejor idea de la dispersión de la variable 
on respe
to a la media, al tener las mismas unidades

que la variable aleatoria.

3.1.3 Momentos

La media y la varianza son dos 
asos parti
ulares de la de�ni
ión de un 
on
epto más general,


omo es el de momento de orden r 
on respe
to al parámetro c de una variable aleatoria X .

Dada una variable aleatoria X de�nimos el momento de orden r 
on respe
to al parámetro

c 
omo la esperanza matemáti
a de (X − c)r, que se 
al
ulará de la siguiente manera:

• Variable dis
reta:

E ((X − c)r) =
∑

∀i
(xi − c)rf(xi)

• Variable 
ontinua:

E ((X − c)r) =

ˆ ∞

−∞
(x− c)rf(x) dx

De espe
ial interés resultan los momentos respe
to al origen, mr = E(Xr), que se obtienen

al tomar c = 0. Como se puede ver, los primeros de�nidos así representan parámetros de la

variable ya 
ono
idos anteriormente:
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m0 = 1; m1 = E(X) = µ; m2 = E(X2) = σ2 + µ2

De igual interés resultan también los momentos 
entrales o momentos respe
to a la media,

µr = E ((X − µ)r), obtenidos al tomar c = µ. En este 
aso, los primeros momentos son:

µ0 = 1; µ1 = E(X − µ) = 0; µ2 = E ((X − µ)2) = σ2

Fun
ión generadora de momentos: Dada una variable aleatoria X , se de�ne para


ualquier t real la fun
ión generadora de momentos 
omo MX(t) = E
(

etX
)

, de modo que

tenemos:

• Variable dis
reta:

MX(t) =
∑

∀i
etxif(xi)

• Variable 
ontinua:

MX(t) =

ˆ ∞

−∞
etxf(x) dx

La importan
ia de di
ha fun
ión generadora de momentos es que permite 
al
ular todos los

momentos respe
to al origen, ya que mr =
drMX(t)

dtr

∣

∣

∣

∣

t=0

Parámetros pobla
ionales: Se de�nen los parámetros pobla
ionales 
omo toda 
onstante

que puede de�nirse, en general, a partir de los momentos (respe
to al origen) de la variable

aleatoria X . Los más 
omunes son:

• Esperanza matemáti
a:

µ = E(X) = m1

• Varianza:

V ar(X) = σ2 = E(X2)− (E(X))2 = m2 −m2
1

• Coe�
iente de varia
ión: permite ha
erse una idea de la dispersión de la variable en

unidades de la media (o sea, normalizado a un valor 
ara
terísti
o de la variable X)

cv = cv =
σ

µ
=

√

m2 −m2
1

m1

• Coe�
iente de asimetría: es una medida de la asimetría de la distribu
ión de la variable

aleatoria X . Si este 
oe�
iente es positivo, los valores de la variable X se extienden más

ha
ia valores superiores a la media, y si es negativo, la variable X se extiende más en la

zona de valores inferiores a la media

γ1 =
E ((X − µ)3)

σ3
=

m3 − 3m1m2 + 2m3
1

√

(m2 −m2
1)

3
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• Curtosis: 
omo veremos más adelante, la 
urtosis nos da una medida del apuntamiento

de la distribu
ión de densidad. Está normalizada a la distribu
ión normal, que es una de

las más 
omunes en estadísti
a. Si la 
urtosis es positiva, la distribu
ión es más apuntada

que la distribu
ión normal, y si es negativa, es menos apuntada que la normal.

γ2 =
E ((X − µ)4)

σ4
− 3

Ejemplos
Cal
ular la media y la varianza de las siguientes variables aleatorias:

(a) Considerar la variable aleatoria X 
uya fun
ión de densidad de probabilidad viene

des
rita por:

x 0 1 2 3

f(x) 0.5 0.1 0.2 0.2

La media de di
ha variable aleatoria es:

µ = E(X) =

3
∑

i=0

xif(xi) = 0 · 0.5 + 1 · 0.1 + 2 · 0.2 + 3 · 0.2 = 1.1

Como se puede ver, el valor de la esperanza matemáti
a puede no 
oin
idir 
on uno de los

elementos del espa
io muestral.

La varianza de X es:

V ar(X)=E
(

(X − µ)2
)

=E
(

X2
)

− µ2=02 · 0.5 + 12 · 0.1 + 22 · 0.2 + 32 · 0.2− 1.12=1.49

(b) Considerar, ahora, la variable aleatoria 
ontinua X 
uya fun
ión de densidad de proba-

bilidad es:

f(x) =

{

1

2
x , 0 < x ≤ 2

0 , resto

Se puede 
omprobar que f(x) es una fun
ión de densidad de probabilidad, ya que 
umple

que f(x) ≤ 0 para todo valor de la variable aleatoria y además

ˆ ∞

−∞
f(x) dx =

ˆ 2

0

1

2
x dx =

[

x2

4

]2

0

= 1

La media de di
ha variable aleatoria es:

µ = E(X) =

ˆ ∞

−∞
xf(x) dx =

ˆ 2

0

1

2
x2 dx =

[

x3

6

]2

0

=
4

3
La varianza de X es:
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V ar(X) = E
(

(X − µ)2
)

= E
(

X2
)

− µ2 =

ˆ ∞

−∞
x2f(x) dx− 16

9
=

ˆ 2

0

1

2
x3 dx− 16

9
=

[

x4

8

]2

0

−
16

9
= 2− 16

9
=

2

9

3.2 Variable aleatoria bidimensional

3.2.1 Media o esperanza matemáti
a

Cuando trabajamos 
on una variable aleatoria bidimensional (X, Y ) 
uya fun
ión de densidad


onjunta es f(x, y), podemos de�nir la media o esperanza matemáti
a para 
ada una de sus

variables, de la siguiente forma:

• Variable dis
reta:

E(X) = µX =
∑

∀i

∑

∀j
xif(xi, yj); E(Y ) = µY =

∑

∀i

∑

∀j
yjf(xi, yj)

• Variable 
ontinua:

E(X) = µX =

ˆ ∞

−∞
dy

ˆ ∞

−∞
dx x f(x, y); E(Y ) = µY =

ˆ ∞

−∞
dx

ˆ ∞

−∞
dy y f(x, y)

Como ya hemos visto, la esperanza matemáti
a es un operador lineal, por lo que E(aX+bY ) =
aE(X) + bE(Y ), siendo a y b 
onstantes.

3.2.2 Varianza. Covarianza. Coe�
iente de 
orrela
ión y 
oe�
iente

de determina
ión.

Varianza: La varianza de una variable bidimensional (X, Y ) se puede de�nir para 
ada una

de sus 
omponentes de la siguiente forma:

• Variable dis
reta:

V ar(X) = σ2
X = E ((X − µX)

2) =
∑

∀i

∑

∀j
(xi − µX)

2f(xi, yj)

V ar(Y ) = σ2
Y = E ((Y − µY )

2) =
∑

∀i

∑

∀j
(yj − µY )

2f(xi, yj)

• Variable 
ontinua:

V ar(X) = σ2
X = E ((X − µX)

2) =

ˆ ∞

−∞
dy

ˆ ∞

−∞
dx (x− µX)

2 f(x, y)
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V ar(Y ) = σ2
Y = E ((Y − µY )

2) =

ˆ ∞

−∞
dx

ˆ ∞

−∞
dy (y − µY )

2 f(x, y)

Covarianza: Un parámetro importante en las variables bidimensionales (X, Y ) es la 
o-

varianza, que permite analizar la rela
ión entre las 
omponentes X e Y . Se de�ne 
omo:

Cov(X, Y ) = σ2
XY = E ((X − µX)(Y − µY )) = E(XY )− µXµY

Por lo tanto, se 
al
ulará de la siguiente forma:

• Variable dis
reta:

Cov(X, Y )= σ2
XY =E ((X−µX)(Y −µY )) =

∑

∀i

∑

∀j
(xi − µX)(yj − µY )f(xi, yj)

• Variable 
ontinua:

Cov(X, Y )= σ2
XY =E ((X−µX)(Y −µY )) =

ˆ ∞

−∞
dx

ˆ ∞

−∞
dy (x− µX)(y − µY ) f(x, y)

Con estas de�ni
iones, es fá
il demostrar que:

V ar(aX + bY ) = σ2
aX+bY = a2σ2

X + b2σ2
Y + 2abσ2

XY

siendo a y b 
onstantes. Con esto se demuestra que el operador varianza no es un operador

lineal.

Vamos a 
omprobar ahora que la 
ovarianza nos da informa
ión sobre la dependen
ia o

independen
ia de las variables X e Y . Para ello, supongamos que ambas variables son indepen-

dientes, en ese 
aso tendremos que f(x, y) = fX(x)fY (y). Cal
ularemos ahora la 
ovarianza de

las variables X e Y para demostrar que en este 
aso Cov(X, Y ) = 0

Cov(X, Y ) = E(XY )− µXµY =
∑

∀i

∑

∀j
xiyjf(xi, yj)− µXµY =

∑

∀i

∑

∀j
xiyjfX(xi)fY (yj)−µXµY

=

(

∑

∀i
xifX(xi)

)(

∑

∀j
yjfY (yj)

)

− µXµY = 0

Coe�
iente de 
orrela
ión: De�nimos el 
oe�
iente de 
orrela
ión de una variable bidi-

mensional (X, Y ) 
omo ρ = ρXY =
Cov(X, Y )

σXσY
Este parámetro 
umple que −1 ≤ ρXY ≤ 1 y da una medida de la dependen
ia lineal o


orrela
ión de las variables X e Y . Cuando ρXY = 0 ambas variables son independientes,

mientras que si ρXY = 1 ó ρXY = −1 las variables siguen una rela
ión lineal de la forma

Y = aX + b, 
on a > 0 ó a < 0, respe
tivamente.

Coe�
iente de determina
ión: De�nimos el 
oe�
iente de determina
ión de una variable

aleatoria bidimensional (X, Y ) 
omo ρ2 = ρ2XY . Di
ho 
oe�
iente, que 
umple que 0 ≤ ρ2 ≤ 1,
nos permite 
ono
er 
ómo de 
ono
ida (o determinada) es una 
omponente de la variable 
uando
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se 
ono
e la otra. Si ρ2 = 0, el 
ono
imiento de una de las 
omponentes de la variable no nos da

informa
ión sobre el valor que puede tomar la otra 
omponente; mientras que si ρ2 = 1, dado
un valor de una de las 
omponentes de la variable, la otra queda perfe
tamente determinada.

Ejemplos
Cal
ular las medias, varianzas y 
ovarianzas de la variable aleatoria bidimensional de�nida

por las siguientes tablas de densidad de probabilidad

(a) Consideremos la siguiente fun
ión de densidad de probabilidad:

Y

f(x, y) 0 1 2 fX(x)

0

1/6 1/12 1/12 fX(0) = 1/3
X

1

1/3 1/6 1/6 fX(1) = 2/3

fY (y) fY (0) = 1/2 fY (1) = 1/4 fY (2) = 1/4 1

Las esperanzas matemáti
as de las 
omponentes de la variable aleatoria (X, Y ) son:

µX = E(X) =

2
∑

i=1

xifX(xi) = 0 · 1
3
+ 1 · 2

3
=

2

3

µY = E(Y ) =

3
∑

i=1

yifY (yi) = 0 · 1
2
+ 1 · 1

4
+ 2 · 1

4
=

3

4

Las varianzas de las 
omponentes son:

V ar(X) = E(X2)− µ2
X = 02 · 1

3
+ 12 · 2

3
− 4

9
=

2

9

V ar(Y ) = E(Y 2)− µ2
Y = 02 · 1

2
+ 12 · 1

4
+ 22 · 1

4
− 9

16
=

11

16
Y, �nalmente, la 
ovarianza es:

Cov(X, Y ) = E(XY )− µXµY =

2
∑

i=1

3
∑

j=1

xiyjf(xi, yj)− µXµY =

= 0 ·
(

0 · 1
6
+ 1 · 1

12
+ 2 · 1

12

)

+ 1 ·
(

0 · 1
3
+ 1 · 1

6
+ 2 · 1

6

)

− 2

3
· 3
4
=

1

2
− 1

2
= 0

La 
ovarianza sale 0 porque las variables X e Y son independientes.

(b) Consideremos ahora la fun
ión de densidad de probabilidad siguiente:

Y

f(x, y) 0 1 2 fX(x)

0

1/5 2/15 2/5 fX(0) = 11/15
X

1 0 1/5 1/15 fX(1) = 4/15

fY (y) fY (0) = 1/5 fY (1) = 1/3 fY (2) = 7/15 1
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Las esperanzas matemáti
as de las 
omponentes de la variable aleatoria (X, Y ) son:

µX = E(X) =
2
∑

i=1

xifX(xi) = 0 · 11
15

+ 1 · 4

15
=

4

15

µY = E(Y ) =

3
∑

i=1

yifY (yi) = 0 · 1
5
+ 1 · 1

3
+ 2 · 7

15
=

19

15

Las varianzas de las 
omponentes son:

V ar(X) = E(X2)− µ2
X = 02 · 11

15
+ 12 · 4

15
− 16

225
=

44

225

V ar(Y ) = E(Y 2)− µ2
Y = 02 · 1

5
+ 12 · 1

3
+ 22 · 7

15
− 361

225
=

134

225
Y, �nalmente, la 
ovarianza es:

Cov(X, Y ) = E(XY )− µXµY =

2
∑

i=1

3
∑

j=1

xiyjf(xi, yj)− µXµY =

= 0 ·
(

0 · 1
5
+ 1 · 2

15
+ 2 · 2

5

)

+ 1 ·
(

0 · 0 + 1 · 1
5
+ 2 · 1

15

)

− 4

15
· 19
15

= − 1

225
La 
ovarianza es distinta de 0 porque las variables X e Y son dependientes. Podemos ver

que el 
oe�
iente de 
orrela
ión es ρXY =
Cov(X, Y )

√

V ar(X) · V ar(Y )
=−

1/225
√
44·134/225

= −0.013



Capítulo 4

Distribu
iones dis
retas

Distribu
ión binomial. Distribu
ión de Poisson o ley

de su
esos raros. Aproxima
ión de la distribu
ión bi-

nomial a la Poisson.

4.1 Introdu

ión

El 
omportamiento de una variable aleatoria X queda des
rito, en general, por su distribu
ión

de probabilidad o fun
ión de densidad de probabilidad. Vamos a 
entrarnos, en este 
apítulo,

en las variables aleatorias dis
retas, analizando las distribu
iones de probabilidad , f(x) =
P (X = x), más 
ara
terísti
as.

4.2 Distribu
ión dis
reta uniforme

Se 
ara
teriza porque la probabilidad de la variable aleatoria es 
onstante, o sea, f(xi) =
p(xi) = cte. En temas anteriores ya hemos visto ejemplos de esta distribu
ión de probabilidad,

por ejemplo, tirar un dado equilibrado o lanzar una moneda.

x x xx x

1/ n

1
x2 3 4 n i

i

...

f(x  )

Figura 4.1: Fun
ión de distribu
ión de proba-

bilidad de una variable dis
reta uniforme

Dado el re
orrido de la variable aleatoria

X , esto es X(Ω) = {x1, x2, . . . , xn}, todos los
valores xi de la variable aleatoria tienen la

misma probabilidad, por lo tanto, la fun
ión

de distribu
ión de probabilidad será:

f(xi) =







1

n
, si i = 1, 2, ..., n

0 , resto

Por lo tanto, tendremos que:

37
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• La media o esperanza matemáti
a es:

µ =
n
∑

i=1

xif(xi) =
1

n

n
∑

i=1

xi

• La varianza es:

V ar(X) =
n
∑

i=1

(xi − µ)2f(xi) =
1

n

n
∑

i=1

x2
i −

1

n2

(

n
∑

i=1

xi

)

4.3 Distribu
ión de Bernoulli

Vamos a 
onsiderar ahora una variable aleatoria aso
iada a un su
eso A que puede tener lugar

(o no) 
on una probabilidad p.

Consideraremos que X = 1 si tiene lugar el su
eso A y X = 0 si tiene lugar su 
omplemen-

tario.

i
f(x  )

x i0

1−p

p

1

Figura 4.2: Fun
ión de distribu
ión de proba-

bilidad de Bernoulli

Por lo tanto, la fun
ión de distribu
ión de

probabilidad será

f(x) =

{

px(1− p)1−x
, si x = 0, 1

0 , resto

Por lo tanto, tendremos que:

• La media o esperanza matemáti
a es:

µ = E(X) = p

• La varianza es:

V ar(X) = E(X2)− (E(X))2 = p−p2 =
p(1− p)

4.4 Distribu
ión binomial

Consideremos ahora un experimento en el 
ual la realiza
ión de un su
eso A supone un éxito, en

ese 
aso, la variable aleatoria es X = 1, y en 
aso de que se veri�que el su
eso 
omplementario

Ac

onsideramos que supone un fra
aso y en ese 
aso X = 0 (distribu
ión de Bernoulli).

Si el su
eso A tiene una probabilidad p y repetimos el experimento n ve
es, tendremos una

distribu
ión binomial 
uya fun
ión de distribu
ión de probabilidad será:
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f(x) =







(

n

x

)

px(1− p)n−x
, si x = 0, 1, ..., n

0 , resto

Figura 4.3: Ejemplos de fun
iones de distribu-


ión de probabilidad binomiales Bin(n, p). Se

han 
onsiderado dos modelos: Bin(20, 0.5) y

Bin(10, 0.1)

El fa
tor

(

n

x

)

=
n!

x!(n− x)!
nos indi
a el

número de ve
es que podemos tener x éxitos

entre los n intentos. Viene dado por el bi-

nomio de Newton, que representa la 
ombi-

na
ión de n elementos tomadas de x en x.
En una distribu
ión binomial se 
umplirá

que:

• La media o esperanza matemáti
a es:

µ = E(X) = np

• La varianza es:

V ar(X) = E(X2)− (E(X))2 = np(1 −
p)

Como se puede ver fá
ilmente, un modelo

binomial es equivalente a un modelo de

Bernoulli repetido n ve
es.

Ejemplo:

Figura 4.4: Distribu
ión de probabilidad,

f(x), y fun
ión de distribu
ión, F (x), de una

Bin(3, 0.8)

Un jugador de balon
esto tira 3 tiros li-

bres, se sabe que su probabilidad de en
estar

es 80%, 
al
ular la fun
ión de probabilidad y

la fun
ión de distribu
ión.

Consideremos el su
eso S, que se satisfa
e

uando el jugador en
esta, y su 
omplemen-

tario Sc = N , que se veri�
a 
uando el ju-

gador no en
esta. La variable aleatoria será

X="número de ve
es que en
esta". Como se

ha
en tres tiros libres, el re
orrido de di
ha

variable será X(Ω) = {0, 1, 2, 3}. Además

tenemos que la probabilidad del su
eso S es

p = 0.8, por lo tanto, estamos ante una dis-

tribu
ión binomial Bin(3, 0.8). Vamos a 
al-


ular ahora la probabilidad para 
ada uno de los valores de la variable aleatoria:
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Si X = 0, quiere de
ir que el resultado del experimento es {NNN}, por lo tanto, la

probabilidad de di
ho valor de la variable aleatoria será:

p(X = 0)=(1− p)3=

(

3

0

)

p0(1− p)3−0= 0.23 = 0.008

Si X = 1, quiere de
ir que el resultado del experimento es {SNN, NSN,NNS}, por lo
tanto, la probabilidad de di
ho valor de la variable aleatoria será:

p(X = 1)=3p(1− p)2=

(

3

1

)

p1(1−p)3−1= 3 · 0.8 · 0.22 = 0.096

Si X = 2, quiere de
ir que el resultado del experimento es {SSN, SNS,NSS}, por lo tanto,
la probabilidad de di
ho valor de la variable aleatoria será:

p(X = 2) = 3p2(1− p) =

(

3

2

)

p2 (1− p)3−2 = 3 · 0.82 · 0.2 = 0.384

Si X = 3, quiere de
ir que el resultado del experimento es {SSS}, por lo tanto, la probabi-
lidad de di
ho valor de la variable aleatoria será:

p(X = 3) = p3 =

(

3

3

)

p3(1− p)3−3= 0.83 = 0.512

Así pues podemos es
ribir una tabla 
on la fun
ión de probabilidad f(x) = p(x) y la fun
ión
de distribu
ión F (x) = p(X ≤ x)

x 0 1 2 3

f(x) 0.008 0.096 0.384 0.512
F (x) 0.008 0.104 0.488 1

La media y la varianza de esta distribu
ión son, respe
tivamente, µ = np = 3 · 0.8 = 2.4
a
iertos y σ2 = np(1− p) = 3 · 0.8 · 0.2 = 0.48 ⇒ σ = 0.693

4.5 Distribu
ión de Poisson

Consideremos ahora una variable aleatoria X que mide el número de su
esos en un intervalo


ontinuo. El intervalo puede ser, por ejemplo, de tiempo, midiendo el número de partí
ulas

desintegradas en una unidad de tiempo; de espa
io, el número de poros por milímetro 
uadrado

de piel; et
. Diremos que tenemos una distribu
ión de Poisson (o ley de su
esos raros) si se


umple que:

• El número de resultados en un intervalo es independiente de lo que o
urre en otro intervalo

(el pro
eso no tiene memoria).
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• La probabilidad de que un su
eso o
urra es propor
ional al tamaño del intervalo y además

es 
onstante (pro
eso estable), por lo que se puede de�nir un número medio de resultados

por unidad de intervalo.

• La posibilidad de que o
urra más de un resultado en un intervalo su�
ientemente pequeño

es despre
iable.

Figura 4.5: Ejemplos de distribu
ión de Pois-

son, f(x) → Poi(λ). Se han 
onsiderado dos


asos: λ = 2 y λ = 7

Bajo estas 
ondi
iones, la variable aleato-

ria X tendrá una variabilidad X =
{0, 1, 2, ...} y sigue una distribu
ión de Pois-

son.

Podemos 
onsiderar esta distribu
ión


omo una binomial en la que el número de

ensayos se ha
e muy grande, n → ∞, y la

probabilidad de éxito muy pequeña, p → 0,
de modo que la media se mantiene 
onstante,

λ = np = E(X) = cte. Así podemos es
ribir

la fun
ión de probabilidad 
omo:

f(x) = p(X = x)= lim
n→∞

(

n

x

)

px(1− p)n−x=

lim
n→∞

n!

x!(n− x)!

(

λ

n

)x(

1− λ

n

)n−x

=

lim
n→∞

n(n− 1) . . . 2 · 1
nx(n− x)(n− x− 1) . . . 2 · 1

λx

x!

(

1− λ

n

)−x(

1− λ

n

)n

=
λx

x!
e−λ

Por lo tanto, la fun
ión de distribu
ión será:

f(x) = p(x;λ) =







λx

x!
e−λ

, si x = 0, 1, 2, ....

0 , resto

En una distribu
ión de Poisson se 
umplirá que:

• La media o esperanza matemáti
a es:

µ = E(X) = λ

• La varianza es:

V ar(X) = E(X2)− (E(X))2 = λ
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Estos valores se pueden obtener fá
ilmente a partir de la fun
ión generadora de momentos,

MX(t) = E(etx) =

∞
∑

x=0

etxe−λ

x!
λx = e−λ

∞
∑

x=0

(λet)
x

x!
= eλ(e

t−1)

También se puede ver que si 
al
ulamos el 
oe�
iente de asimetría, γ1, obtenemos γ1 =
1√
λ
.

Con ello se puede ver que si λ es grande, la distribu
ión tiende a ser simétri
a.

Ejemplo:
Un dete
tor astronómi
o observa una media de 3 fotones por segundo. Cal
ular la proba-

bilidad de que lleguen X = 0, 1, 2, 3, 4, ... fotones por segundo.

En este problema tenemos una distribu
ión de Poisson de parámetro λ = 3, por lo tanto

X ∼ Poi(3) y tendremos que f(x) = p(x; 3) =
3xe−3

x!
. Con esta expresión podremos 
onstruir

una tabla de las probabilidades y la fun
ión de distribu
ión para varios valores de la variable

aleatoria X

Figura 4.6: Distribu
ión de probabilidad, f(x), y fun-


ión de distribu
ión, F (x), para un modelo de Poisson

de parámetro λ = 3

x f(x) F (x)

0 0.050 0.050
1 0.149 0.199
2 0.224 0.423
3 0.224 0.647
4 0.168 0.815
5 0.101 0.916
6 0.050 0.966
7 0.022 0.988
8 0.008 0.996
9 0.003 0.999

En este ejemplo, la media y la varianza son, respe
tivamente, µ = λ = 3 fotones por segundo
y σ2 = λ = 3, por lo que σ =

√
λ =

√
3 = 1.73 fotones por segundo.
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4.6 Aproxima
ión de la distribu
ión binomial a la de Pois-

son

Figura 4.7: Compara
ión entre la fun
ión

de distribu
ión de probabilidad f(x) de un

distribu
ión binomial Bin(60, 0.01) y una

de Poisson Poi(0.6)

Hemos visto que la distribu
ión de Poisson se

puede obtener a partir de una binomial en

el límite n → ∞ y p → 0 
on np =
cte. Así, en determinados 
asos podremos

aproximar la binomial por una distribu
ión de

Poisson. La aproxima
ión será buena si se


umple que n > 50 y p < 0.1, y será

tanto mejor 
uanto mayor sea n y menor

p.

Ejemplo:
Considerar una distribu
ión binomial en la 
ual

la probabilidad de éxito es p = 0.01 y el número

de ve
es que se repite el experimento es n = 60.
Cal
ular de forma exa
ta y utilizando la aproxima-


ión a una distribu
ión de Poisson la probabilidad

de tener tres éxitos. Cal
ular también la probabi-

lidad de tener más de tres éxitos.

La distribu
ión que tenemos es una binomial Bin(60, 0.01) que dado que n = 60 > 50 y p =
0.01 < 0.1, podríamos aproximarla por una distribu
ión de Poisson de parámetro λ = np = 0.6,
esto es, Poi(0.6)

Vamos a 
al
ular de forma exa
ta la probabilidad de tener 3 éxitos, o sea, p(X = 3):

p(X = 3) =

(

60

3

)

0.013 · 0.9957 = 0.0193

Para 
al
ular ahora la probabilidad de tener más de 3 éxitos, tendremos que 
al
ular

p(X > 3) = 1− p(X ≤ 3), así que 
al
ularemos también p(0), p(1) y p(2):

p(X = 0) =

(

60

0

)

0.010 · 0.9960 = 0.5472

p(X = 1) =

(

60

1

)

0.011 · 0.9959 = 0.3316

p(X = 2) =

(

60

2

)

0.012 · 0.9958 = 0.0988

Por lo tanto p(X > 3) = 1− 0.5472− 0.3316− 0.0988− 0.0193 = 0.0031
Repetiremos ahora los 
ál
ulos 
onsiderando la aproxima
ión a una distribu
ión de Poisson
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on λ = 0.6

p(X = 3) =
0.63e−0.6

3!
= 0.0198

p(X = 2) =
0.62e−0.6

2!
= 0.0988

p(X = 1) =
0.61e−0.6

1!
= 0.3293

p(X = 0) =
0.60e−0.6

0!
= 0.5488

Por lo tanto, p(X > 3) = 1− 0.0198− 0.0988− 0.3293− 0.5488 = 0.0034
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Distribu
ión uniforme. Distribu
ión normal. Teorema

del límite 
entral. Aproxima
iones de las distribu-


iones binomial y de Poisson a la normal. Corre

ión

de 
ontinuidad.

5.1 Introdu

ión

En este tema vamos a estudiar la fun
ión de densidad de probabilidad 
ontinua más utilizada,

la distribu
ión normal. En el siguiente tema analizaremos otras fun
iones de densidad 
ontinua

que también resultan de interés estadísti
o.

5.2 Distribu
ión 
ontinua uniforme

Antes de empezar a analizar la distribu
ión normal, vamos a re
ordar algunos aspe
tos útiles en

el estudio de las fun
iones de distribu
ión. Para ello 
omenzaremos analizando la distribu
ión


ontinua uniforme.

Una variable aleatoria 
ontinua X sigue una distribu
ión 
ontinua uniforme 
uando su den-

sidad de probabilidad toma un valor 
onstante en un intervalo [a, b]. Según esto, f(x) = k si

a < x < b, 
omo tiene que 
umplirse que:

ˆ ∞

−∞
f(x)dx = 1 ⇒

ˆ b

a

kdx = k(b− a) = 1 ⇒ k =
1

b− a

Por lo tanto, la fun
ión de densidad de probabilidad será:

45
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f(x) =







1

b− a
, si a < x < b

0 , resto

A partir de aquí podemos 
al
ular la fun
ión de distribu
ión F (x) =

ˆ x

−∞
f(t)dt y obtene-

mos:

F (x) =















0 , si −∞ < x ≤ a
x− a

b− a
, si a < x < b

1 , si x ≥ b

Figura 5.1: Fun
ión de densidad de pro-

babilidad, f(x), y fun
ión de distribu
ión,

F (x), para una distribu
ión 
ontinua uni-

forme.

Cal
ulamos ahora la media de esta variable

aleatoria:

E(X) = µ =

ˆ ∞

−∞
xf(x)dx =

1

b− a

ˆ b

a

x dx =

b2 − a2

2(b− a)
⇒ E(X) =

b+ a

2

La varianza será:

V ar(X)=σ2=E(X2)− (E(X))2=

ˆ ∞

−∞
x2f(x) dx−

(

b+ a

2

)2

=
1

b− a

ˆ b

a

x2 dx− 1

4

(

b2 + a2 + 2ab
)

=

1

12

(

b2 − 2ab+ a2
)

⇒ V ar(X) =
(b− a)2

12

5.3 Distribu
ión normal

5.3.1 Densidad de probabilidad y fun
ión de distribu
ión de una dis-

tribu
ión normal

La distribu
ión de probabilidad más usada en estadísti
a es la distribu
ión normal o gaussiana

(gran parte de los fenómenos físi
os, naturales y so
iales siguen este tipo de distribu
ión).

Se de�ne 
omo:

f(x) =
1

σ
√
2π

e−
(x−µ)2

2σ2
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5.3.2 Parámetros pobla
ionales de una distribu
ión normal

Figura 5.2: Fun
ión de densidad de probabili-

dad, f(x), y fun
ión de distribu
ión, F (x), para
una distribu
ión normal N(µ, σ)

Di
ha fun
ión de distribu
ión se 
ara
teriza

porque su media es E(X) = µ y su va-

rianza V ar(X) = σ2
. Cuando nos referimos

a una distribu
ión normal de media µ y de

desvia
ión típi
a σ la denominamos N(µ, σ).

Se puede 
omprobar fá
ilmente que si te-

nemos n variables aleatorias Xi, que siguen


ada una de ellas una distribu
ión N(µi, σi),
y de�nimos una nueva variable aleatoria X

tal que X =

n
∑

i=1

Xi, di
ha variable X seguirá

una distribu
ión N(µ, σ) 
on µ =
n
∑

i=1

µi y

σ =

√

√

√

√

n
∑

i=1

σ2
i

Otros parámetros de interés de esta fun
ión de distribu
ión son:

• el 
oe�
iente de asimetría, que será γ1 =
E ((X − µ)3)

σ3
= 0, es 0 porque es una fun
ión

simétri
a,

• y la 
urtosis, γ2 =
E ((X − µ)4)

σ4
− 3 = 0, toma valor 0 porque se usa esta de�ni
ión de la


urtosis para medir el apuntamiento de las fun
iones de distribu
ión utilizando la normal


omo distribu
ión patrón.

5.3.3 Tipi�
a
ión de una distribu
ión normal

Supongamos ahora que queremos 
al
ular la probabilidad de que la variable X , que sigue una

distribu
iónN(µ, σ) esté en un intervalo (a, b). En este 
aso tenemos que 
al
ular p(a < X < b)=
ˆ b

a

f(x) dx, por lo tanto p(a < X < b) =

ˆ b

a

f(x) dx =
1

σ
√
2π

ˆ b

a

e−
(x−µ)2

2σ2 dx. Ha
iendo el 
am-

bio de variable y = x− µ tenemos que p(a > X < b) =
1

σ
√
2π

ˆ b−µ

a−µ

e−
y2

2σ2 dy. Usando ahora el
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ambio de variable z =
y

σ
=

x− µ

σ
tendremos, �nalmente,

p(a < X < b) =
1√
2π

ˆ

b−µ
σ

a−µ
σ

e−
z2

2 dz

Por lo tanto, 
al
ular la probabilidad de que la variable X ∼ N(µ, σ) esté en el intervalo (a, b)
es equivalente a 
al
ular la probabilidad de que la variable Z ∼ N(0, 1) esté en el intervalo

(

a− µ

σ
,
b− µ

σ

)

.

Este pro
edimiento que permite, mediante un 
ambio de variable, pasar de una variable

aleatoria que sigue una distribu
ión N(µ, σ) a otra variable aleatoria que sigue una distribu
ión
N(0, 1) se denomina tipi�
a
ión de la variable aleatoria.

La ventaja de tipi�
ar una variable aleatoria X que se 
omporta 
omo una N(µ, σ) es que

uando queremos 
al
ular probabilidades en un intervalo, 
omo la integral p(a < X < b) =
ˆ b

a

f(x)dx no se puede resolver analíti
amente y hay que re
urrir la integra
ión numéri
a o

a las tablas 
on los resultados de di
ha integra
ión, basta 
on disponer de las tablas para la

distribu
ión normal N(0, 1) y utilizar la variable tipi�
ada Z =
X − µ

σ
para ha
er el 
ál
ulo de

p

(

a− µ

σ
< Z <

b− µ

σ

)

= p (a < X < b)

Vamos ahora a ver 
ómo utilizar las tablas. Generalmente 
uando se publi
an tablas se suele

dar o bien el valor zα tal que α = F (zα) = p(Z < zα), o sea, el valor de la variable aleatoria


uya 
ola inferior en
ierra un área α; o bien el valor zα tal que α = p(Z > zα) = 1−F (zα), esto
es, el valor de la variable aleatoria 
uya 
ola superior en
ierra un área α. Nosotros mostramos,

en el apéndi
e A, una tabla para este último 
aso.

Por lo tanto, si nosotros ne
esitamos 
al
ular p(a < X < b) donde X es una variable N(0, 1)
lo que haremos será:

• Primero tipi�
amos nuestra variable, para ello de�nimos Z =
X − µ

σ
y 
al
ulamos za =

a− µ

σ
y zb =

b− µ

σ
.

• Segundo, bus
amos en las tablas los valores αa y αb tales que αa = p(Z > za) y αb =
p(Z > zb), por lo que se 
umplirá que αa > αb.

• Finalmente, 
omo queremos p(a < X < b) = p(za < Z < zb) = p(Z < zb)− p(Z < za) =
F (zb)−F (za), y sabemos que αa = p(Z > za) = 1−F (za) y αb = p(Z > zb) = 1−F (zb),
tendremos que p(a < X < b) = αa − αb
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Figura 5.3: Esquema del pro
edimiento de tipi�
a
ión. (a) Distribu
ión normal ini
ial,

N(µ, σ). (b) Distribu
ión normal, N(0, σ), obtenida mediante una trasla
ión X → Y = X−µ.
(
) Distribu
ión normal, N(0, 1), obtenida al normalizar la variable Y = X − µ al valor de la

desvia
ión típi
a σ, de modo que Y = X − µ → Z =
x− µ

σ

Ejemplo:

Cal
ular la probabilidad p(−1.2 < X < 0.8) sabiendo que X es una variable aleatoria que

sigue una distribu
ión normal de media µ = 0.5 y de varianza σ2 = 0.36.

En primer lugar, tipi�
amos la variable, de�niendo Z =
X − 0.5√

0.36
, por lo que, para esta

variable, los límites del intervalo serán z1 =
−1.2− 0.5

0.6
= −2.833 y z2 =

0.8− 0.5

0.6
= 0.5.

Ahora bus
amos en la tabla de la distribu
ión N(0, 1) los valores de las áreas aso
iadas a
las 
olas superiores de los anteriores z1 y z2.

Para z2 = 0.5 obtenemos que p(Z > 0.5) = 0.3085.

Para z1 = −2.833, 
omo en la tabla sólo dan los valores para z ≥ 0, tenemos que 
al
ularlo

teniendo en 
uenta que la distribu
ión normal es simétri
a, por lo que si tenemos un zα > 0
tal que p(Z > zα) = α enton
es podemos es
ribir p(Z > −zα) = 1 − α. Así que, en nuestro


aso bus
amos p(Z > 2.833) obteniendo p(Z > 2.833) ≃ 0.00231 (donde hemos interporlado a

partir de las tablas el valor sabiendo que p(Z > 2.83) = 0.00233 y p(Z > 2.84) = 0.00226), por
lo que p(Z > −2.833) = 1− 0.00231 = 0.99769

Finalmente tendremos que p(−1.2 < X < 0.8) = 0.99769− 0.3085 = 0.68919.
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5.4 Teorema del límite 
entral

Este teorema nos permitirá, en determinadas 
ir
unstan
ias, aproximar 
ualquier distribu
ión

de probabilidad a una distribu
ión normal.

Teorema del límite 
entral: Sean X1, X2, ..., Xn n variables aleatorias independientes 
on

medias µ1, µ2, ..., µn y desvia
iones típi
as σ1, σ2, ..., σn, respe
tivamente, que siguen distribu-


iones de probabilidad 
ualesquiera. Si de�nimos la variable aleatoria X =

n
∑

i=1

Xi, en el límite

de n grande (esto es, n → ∞) se 
omportará 
omo una distribu
ión normal de media µ =

n
∑

i=1

µi

y desvia
ión típi
a σ =

√

√

√

√

n
∑

i=1

σ2
i .

5.5 Aproxima
ión de las distribu
iones binomial y de Pois-

son a la normal.

5.5.1 Aproxima
ión de una distribu
ión binomial Bin(n, p) a una dis-

tribu
ión normal N(µ, σ)

Hemos visto en el 
apítulo anterior que una variable aleatoria X que sigue una distribu
ión

binomial Bin(n, p) se puede 
onsiderar 
omo la suma de n variables de Bernoulli. Por este

motivo, teniendo en 
uenta el teorema del límite 
entral, en el límite n → ∞ la variable X se


omportará siguiendo una distribu
ión normal de media µ = np y varianza σ2 = np(1− p), por
lo tanto, X seguirá una distribu
ión N(np,

√

np(1− p)).

La aproxima
ión Bin(n, p) ≈ N(np,
√

np(1− p)) es tanto mejor 
uanto mayor sea n, siendo
p ni demasiado grande ni demasiado pequeño. En la prá
ti
a, se observa que la aproxima
ión

es relativamente buena si np ≥ 5 y n(1− p) ≥ 5

5.5.2 Aproxima
ión de una distribu
ión de Poisson Poi(λ) a una dis-

tribu
ión normal N(µ, σ)

De forma similar al 
aso anterior, la distribu
ión de Poisson de parámetro λ, Poi(λ), se puede
aproximar a una distribu
ión normal 
uando λ es grande (ya vimos que la distribu
ión de

Poisson tiende a ser simétri
a para valores grandes de λ). Así, si tenemos una variable aleatoria
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X que sigue una distribu
ión de Poisson Poi(λ) 
on λ grande, podremos aproximarla por una

normal de media µ = λ y de varianza σ2 = λ, por lo tanto, Poi(λ) ≈ N(λ,
√
λ) si λ grande.

En la prá
ti
a, se observa que la aproxima
ión es válida si λ ≥ 5.

Igualmente, si tenemos n variables aleatoriasXi, que 
ada una de ellas sigue una distribu
ión

de Poisson de parámetro λ, la variable X =
n
∑

i=1

Xi seguirá una distribu
ión de Poisson de

parámetro nλ y para valores grandes de nλ se podrá a proximar por una normal N(nλ,
√
nλ)

5.6 Corre

ión de 
ontinuidad

Figura 5.4: Esquema para la 
orre

ión de


ontinuidad en la aproxima
ión de una distribu-


ión dis
reta por una 
ontinua.

Cuando aproximamos una fun
ión dis
reta

por una 
ontinua, por ejemplo Poi(λ) ≈
Nor(λ,

√
λ) óBin(n, p) ≈ Nor(np,

√

np(1− p)),

ometemos un pequeño error por el he
ho de

pasar de una distribu
ión dis
reta por una


ontinua.

Para entender mejor esto, vamos a �jarnos

en la Figura 5.4. Cuando 
al
ulamos para

una distribu
ión dis
reta la probabilidad de

que una variable aleatoria X tome un valor

menor o igual que una 
ierta 
antidad a, esto
es, p(X ≤ a) estaríamos 
al
ulando el área de

la parte sombreada en gris de la Figura 5.4,

que re
orrería valores de x entre −∞ y a + 0.5. Sin embargo, si suponemos que la variable X
se puede aproximar por una dis-

tribu
ión 
ontinua y 
al
ulamos p(X ≤ a), estaríamos 
al
ulando el área de la región de la

Figura 5.4 que está rayada, y que re
orrería valores de x entre −∞ y a. Por este motivo,


uando ha
emos la aproxima
ión de la distribu
ión dis
reta por la distribu
ión 
ontinua, en

el 
ál
ulo de la probabilidad estaríamos 
ometiendo un error del orden del área 
omprendida

entre x = a y x = a+ 0.5.

Siguiendo este razonamiento, podemos estable
er 
omo debemos 
orregir los límites del

intervalo utilizado para 
al
ular la probabilidad de una determinada variable aleatoriaX 
uando

su distribu
ión de probabilidad es dis
reta y la aproximamos por una distribu
ión 
ontinua

para minimizar el error. La forma en la que debemos realizar la modi�
a
ión de los límites está

resumida en la siguiente tabla:
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CORRECCIÓN DE CONTINUIDAD

Cál
ulo de la probabilidad

Distribu
ión dis
reta Distribu
ión 
ontinua

p(X ≤ x) p(X < x+ 0.5)
p(X < x) p(X < x− 0.5)
p(X ≥ x) p(X > x− 0.5)
p(X > x) p(X > x+ 0.5)

5.7 Ejemplos

1. Supongamos que X es una variable aleatoria que sigue una distribu
ión normal de media

µ = 3 y de desvia
ión típi
a σ = 5. Cal
ular la probabilidad de que X esté 
omprendida

entre 2 y 8.

Sabemos que X ∼ N(3, 5), así que para poder 
al
ular p(2 < X < 8) primero tenemos

que tipi�
ar la variable. Para ello de�nimos una nueva variable Z =
X − µ

σ
=

X − 3

5
,

así tendremos que p(2 < X < 8) = p(z1 < Z < z2) donde z1 =
2− 3

5
= −0.2 y z2 =

8− 3

5
= 1, siendo Z una variable aleatoria que sigue una distribu
ión N(0, 1).

Como p(z1 < Z < z2) = p(−0.2 < Z < 1) = p(Z < 1) − p(Z < −0.2) = p(Z < 1) −
p(Z > 0.2) = 1− p(Z > 1)− p(Z > 0.2) = 1− 0.1587− 0.4207 = 0.4206

2. Consideremos una variable aleatoria X que sigue una distribu
ión binomial Bin(n =
100, p = 0.1). Cal
ular la probabilidad de que X sea estri
tamente mayor que 17, o sea,

p(X > 17).

Para poder 
al
ular di
ha probabilidad es ne
esario apli
ar la aproxima
ión a una dis-

tribu
ión normal, puesto que de no ha
erlo tendríamos que 
al
ular:

p(X > 17) = 1−
17
∑

k=0

p(X = k) = 1−
17
∑

k=0

(

100

k

)

0.1k 0.9100−k

En este 
aso, 
omo n = 100 y p = 0.1, tendremos que np = 10 > 5 y n(1− p) = 90 > 5 y,
por lo tanto, tiene sentido aproximar Bin(n, p) ≈ N(np,

√

np(1− p)) ⇒ Bin(100, 0.1) ≈
N(10, 3).
Además, debemos 
onsiderar la 
orre

ión por 
ontinuidad para minimizar el error de la
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aproxima
ión, por lo tanto, 
omo queremos 
al
ular p(X > 17), 
uando aproximamos a

la distribu
ión 
ontinua, 
onsideraremos p(X > 17.5).

Para realizar el 
ál
ulo, en primer lugar tipi�
amos la variable, de�niendo Z =
X − 10

3
que sigue una N(0, 1). Ahora 
al
ularemos p(X > 17.5) = p(Z > z1) 
on z1 =
17.5− 10

3
= 2.5. Mirando en las tablas de la distribu
ión N(0, 1), obtenemos p(X >

17.5) = p(Z > 2.5) = 0.00621

3. Consideremos una variable aleatoria X que se 
omporta siguiendo una distribu
ión de

Poisson Poi(10). Cal
ular de forma exa
ta y utilizando la aproxima
ión a una distribu-


ión normal la probabilidad de que X sea menor o igual que 6, p(X ≤ 6)

Para 
al
ular p(X ≤ 6) utilizando la distribu
ión de Poisson, 
al
ularemos p(X ≤ 6) =

p(0)+p(1)+p(2)+p(3)+p(4)+p(5)+p(6). Como p(x) =
λx

x!
e−λ

, 
on λ = 10 en este 
aso,

tendremos que p(X ≤ 6) = e−10

(

1 + 10 +
102

2
+

103

6
+

104

24
+

105

120
+

106

720

)

= 0.1301

Como λ=10 > 5 podemos apli
ar la aproxima
ión a una distribu
ión normal N(λ,
√
λ)=

N(10,
√
10). Apli
aremos además la 
orre

ión de 
ontinuidad para minimizar los errores,

por lo tanto, 
omo queremos 
al
ular p(X ≤ 6), 
uando utili
emos la distribu
ión 
ontinua


al
ularemos p(X < 6.5). Primero tipi�
amos la variable, de�niendo Z =
X − 10√

10
, que

seguirá una distribu
ión N(0, 1).
Por lo tanto, p(X ≤ 6) = p(X < 6.5) = p(Z < −1.107) = p(Z > 1.107), mirando en las

tablas e interpolando obtenemos que p(X ≤ 6) = 0.1341, que vemos que di�ere sólo en

torno a un 3% del valor exa
to.
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Capítulo 6

Distribu
iones 
ontinuas II

Tiempo de espera en un pro
eso de Poisson o distribu-


ión exponen
ial. Distribu
ión gamma. Distribu
ión

χ2
de Pearson. Distribu
ión t de Student. Distribu-


ión F de Fisher.

6.1 Introdu

ión

En este 
apítulo vamos a estudiar otras distribu
iones 
ontinuas que son de gran utilidad en el

análisis estadísti
o y que ne
esitaremos en 
apítulos posteriores.

6.2 Tiempo de espera en un pro
eso de Poisson o distribu-


ión exponen
ial

Figura 6.1: Fun
ión de densidad de probabili-

dad, f(t), y de distribu
ión, F (t), para el tiempo

de espera en un pro
eso de Poisson.

En mu
hos 
asos, 
uando utilizamos una dis-

tribu
ión de Poisson, lo que se analiza es la

fre
uen
ia de un su
eso en un intervalo de

tiempo. Resulta razonable, en estos 
asos,

preguntarnos la probabilidad de tener que es-

perar un tiempo t para que el su
eso se orig-

ine.

En una distribu
ión de Poisson la fun
ión

de densidad de probabilidad es de la forma:

P (X = x) = f(x) =
(αt)x e−αt

x!
donde αt = λ
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siendo λ el parámetro de la distribu
ión de Poisson y α la tasa de o
urren
ias del su
eso (esto

es, el número de ve
es que se veri�
a el su
eso por unidad de tiempo).

La probabilidad de que tengamos que esperar un tiempo mayor que t será p(T > t) = p(X =
0 en tiempo t) = e−αt = 1− F (t) siendo F (t) la fun
ión de distribu
ión para la variable T que

mide el tiempo de espera. Como tenemos que F (t) = 1 − e−αt ⇒ f(t) =
dF (t)

dt
, obtenemos

que la fun
ión de densidad de probabilidad para la variable tiempo de espera en un pro
eso de

Poisson,T , es:
f(t) = αe−αt

Cal
ulamos ahora la media para esta distribu
ión:

µ = E(T ) =

ˆ ∞

0

α t e−αtdt =
1

α

ˆ ∞

0

ue−udu ⇒ µ = E(T ) =
1

α
Y la varianza:

V ar(T ) = σ2 = E(T 2)− (E(T ))2 =
1

α2

ˆ ∞

0

u2e−udu− 1

α2
⇒ V ar(T ) =

1

α2

6.3 Distribu
ión gamma

Figura 6.2: Fun
ión de densidad, f(x), para
una distribu
ión gamma para distintos valores

del parámetro α. En el eje de ab
isas se ha

dibujado x/β y en el eje de ordenadas β f(x).

De
imos que una variable aleatoria 
ontinua

X sigue una distribu
ión gamma de parámet-

ros α, β > 0 si tiene una fun
ión de densidad

de probabilidad de la forma:

f(x) =







1

βαΓ(α)
xα−1e−

x/β
si x > 0

0 si x ≤ 0

donde Γ(α) =

ˆ ∞

0

xα−1e−xdx es la fun
ión

gamma.

Se puede 
omprobar que la variable aleato-

ria X que sigue una distribu
ión gamma


umple que su media es µ = E(X) = αβ y

su varianza es V ar(X) = σ2 = αβ2

Es fá
il 
omprobar que la distribu
ión ex-

ponen
ial es un 
aso parti
ular de la distribu-


ión gamma, tomando α = 1.
Otro 
aso parti
ular de la distribu
ión gamma es la distribu
ión χ2

de Pearson que veremos

a 
ontinua
ión.
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6.4 Distribu
ión χ2
de Pearson

Si en una distribu
ión gamma 
onsideramos los parámetros α =
n

2
, siendo n un número natural,

y β = 2 obtenemos una distribu
ión de probabilidad denominada χ2
(
hi-
uadrado) 
on n grados

de libertad, por lo tanto, su fun
ión de densidad de probabilidad es:

f(x) =







1

2n/2Γ(n/2)
x

n/2−1e−
x/2

, si x > 0

0 , si x ≤ 0

El interés de esta fun
ión de probabilidad es que si 
onsideramos una variable aleatoria

χ2
n 
onstruída 
omo suma del 
uadrado de n variables aleatorias 
on una distribu
ión normal

N(0, 1), esto es, χ2
n = Z2

1 + Z2
2 + · · · + Z2

n, di
ha variable aleatoria sigue una distribu
ión


hi-
uadrado 
on n grados de libertad.

La variable χ2
n sólo toma valores positivos y su distribu
ión depende del parámetro n.

Figura 6.3: Fun
ión de densidad de probabi-

lidad, f(χ2), de una distribu
ión 
hi-
uadrado

para varios grados de libertad (n = 2, 4, 8 y 16)

Dado que es un 
aso parti
ular de una dis-

tribu
ión gamma, es fá
il ver que se 
ara
te-

riza porque la media es E(χ2
n) = µ = n y la

varianza es V ar(χ2
n) = σ2 = 2n.

El número de grados de libertad es el

número de elementos independientes que 
on-

tiene la variable, esto es, el número de ele-

mentos del 
onjunto menos el número de rela-


iones que existen entre ellos. En los siguien-

tes 
apítulos analizaremos 
omo obtener, en la

prá
ti
a, el número de grados de libertad de

una variable aleatoria que siga una distribu-


ión χ2
para ejemplos 
on
retos de interés es-

tadísti
o.

Para n ≥ 30 se puede aproximar la varia-

ble

√

2χ2
n por una normal N

(√
2n− 1, 1

)

.

Además, si χ2
n1

y χ2
n2

son dos variables

aleatorias que siguen una distribu
ión χ2

on

n1 y n2 grados de libertad, respe
tivamente, enton
es la variable aleatoria χ2
n = χ2

n1
+χ2

n2
sigue

una distribu
ión χ2

on n = n1 + n2 grados de libertad.

Igualmente, según el teorema 
entral del límite, para n grande podremos aproximar χ2
n por

una distribu
ión normal N(n,
√
2n). En la prá
ti
a se a
epta que la aproxima
ión es buena

para n > 30.
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Como el 
ál
ulo de la probabilidad en
errada por una fun
ión de distribu
ión χ2
n entre

dos valores de las 
oordenadas de ab
isas hay que 
al
ularlo numéri
amente, en el apéndi
e B

presentamos, para varios n, una tabla 
on algunos valores de ab
isas, χ2
α,n, que en
ierran a su

dere
ha una probabilidad α.

6.5 Distribu
ión t-Student

Figura 6.4: Fun
ión de densidad de probabilidad,

fn(t), para una distribu
ión t-Student 
on n grados

de libertad (para n = 1, 2, 5, 10 y 30)

Supongamos que tenemos una variable

aleatoria X que sigue una distribu
ión

χ2

on n grados de libertad y otra varia-

ble aleatoriaZ que sigue una distribu
ión

normal N(0, 1), si de�nimos una nueva

variable aleatoria T tal que T =
Z

√

X/n
,

di
ha variable aleatoria seguirá una dis-

tribu
ión de probabilidad denominada t
de Student 
on n grados de libertad, tn.

Por lo tanto, si tenemos n + 1 va-

riables aleatorias independientes, Z1, Z2,

. . . , Zn, Z, que siguen 
ada una de el-

las una distribu
ión N(0, 1), y 
onstruí-

mos a partir de ellas, la variable aleatoria

T =
Z

√

1

n

n
∑

i=1

Z2
i

seguirá una distribu
ión tn (t-Student 
on n grados de libertad).

La fun
ión de densidad de probabilidad de la distribu
ión t-Student 
on n grados de libertad

es:

fn(t) =
1√
nπ

Γ
(

n+1
2

)

Γ
(

n
2

)

(

1 +
t2

n

)−n+1
2

Di
ha distribu
ión 
umple que su media es E(T ) = µ = 0 y su varianza es V ar(T ) = σ2 =
n

n− 2
para n > 2.

Se puede 
omprobar que en el límite n → ∞ la distribu
ión fn(t) tiende a una distribu
ión

normal: lim
n→∞

fn(t) = lim
n→∞

1√
nπ

Γ
(

n+1
2

)

Γ
(

n
2

)

(

1 +
t2

n

)−n+1
2

=
1√
2π

e−
t2

2 → N(0, 1)



6.6 Distribu
ión F de Fisher 59

Cuando n aumenta fn(t) se va ha
iendo 
ada vez más apuntada, tendiendo a la distribu
ión

de densidad normal tipi�
ada, N(0, 1), 
uando n → ∞. En la prá
ti
a, la aproxima
ión de la

distribu
ión t-Student por una distribu
ión normal tipi�
ada es válida 
uando n ≥ 30.
Como la fun
ión de probabilidad de una t de Student de n grados de libertad hay que

obtenerla numéri
amente, para fa
ilitar el 
ál
ulo mostramos, en el apéndi
e C, una tabla


on las ab
isas, tα,n, de fun
ión de distribu
ión t de Student que en
ierran a su dere
ha una

probabilidad α (para varios n).

6.6 Distribu
ión F de Fisher (Snede
or-Fisher)

Si tenemos dos variables aleatorias X e Y que siguen distribu
iones χ2

on n1 y n2 grados de

libertad, respe
tivamente, enton
es la variable aleatoria F de�nida 
omo F =
X/n1

Y/n2

sigue una

distribu
ión F de Fisher 
on n1 grados de libertad en el numerador y n2 grados de libertad en

el denominador, F(n1,n2). Dado que las variables X e Y siguen distribu
iones χ2
que sólo toman

valores positivos, la variable F sólo tomará valores positivos.

La fun
ión de densidad de probabilidad de la distribu
ión F de Fisher será:

fn1,n2(x) =











(

n1

n2

)

n1
2 Γ

(

n1+n2

2

)

Γ
(

n1

2

)

Γ
(

n2

2

)x
n1
2
−1

(

1 +
n1

n2

x

)−n1+n2
2

, si x > 0

0 , si x ≤ 0

Figura 6.5: Fun
ión de densidad de proba-

bilidad, fn1,n2(x), para una distribu
ión F de

Fisher, para varios grados de libertad n1 y n2.

Se puede 
omprobar que F(n1,n2) =
1

F(n2,n1)

, por lo que es fundamental estable
er


orre
tamente el orden de los índi
es.

Una distribu
ión F de Fisher se 
ara
te-

riza porque su media es E(F ) = µ =
n1

n2 − 2
para n > 2 y su varianza es V ar(F ) = σ2 =
2n2

2(n1 + n2 − 2)

n1(n2 − 4)(n2 − 2)2
para n2 > 4.

Se puede ver que las distribu
iones χ2
y

t-Student son 
asos parti
ulares de la F de

Fisher, ya que F(1,n) = (tn)
2
y F(n,∞) =

χ2
n

n
En el apéndi
e D se ofre
e una tabla para

fa
ilitar el 
ál
ulo de probabilidades para una

fun
ión de distribu
ión F de Fisher.
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Capítulo 7

Muestreo aleatorio y distribu
iones mues-

trales

Muestreo aleatorio. Muestra aleatoria. Estadísti
a

des
riptiva. Estadísti
os muestrales. Media y va-

rianza muestrales. Distribu
iones muestrales.

7.1 Introdu

ión al muestreo aleatorio

Vamos a re
ordar 
iertos 
on
eptos men
ionados en 
apítulos anteriores y a de�nir otros nuevos

que ne
esitaremos utilizar en este 
apítulo y en los próximos:

• Pobla
ión: Es el 
onjunto 
ompleto de elementos, por ejemplo, los su
esos de un experi-

mento. Puede ser �nita o in�nita.

• Muestra: Es un sub
onjunto de la pobla
ión. El número de elementos de una muestra se

denomina tamaño muestral.

• Muestreo: pro
eso de obtener muestras.

• Inferen
ia estadísti
a: Son los métodos ne
esarios para extraer o inferir 
on
lusiones váli-

das e informa
ión sobre una pobla
ión a partir del estudio experimental de una muestra.

Dependiendo de nuestro 
ono
imiento sobre la muestra podemos utilizar:

� Métodos paramétri
os: usados 
uando se 
ono
e la forma de la distribu
ión de la

pobla
ión y queremos en
ontrar el valor de los parámetros que la de�nen (por ejem-

plo, la media y la varianza para una distribu
ión normal).

� Métodos no paramétri
os: se usan 
uando la distribu
ión pobla
ional es des
ono
ida

y el problema es en
ontrar la forma y 
ara
terísti
as de la distribu
ión.
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Nosotros nos 
entraremos primero en los métodos paramétri
os.

• Muestreo aleatorio: Para poder estudiar una pobla
ión mediante inferen
ia estadísti
a

es fundamental que la muestra esté bien es
ogida, o sea, que sea representativa de la

pobla
ión. Una forma de ha
erlo es asegurar que todos los elementos de la pobla
ión ten-

gan la misma probabilidad de ser es
ogidos, es lo que se denomina un muestreo aleatorio.

• Parámetros pobla
ionales: Suponiendo que 
ono
emos para una pobla
ión la distribu
ión

f(x) que sigue una variable aleatoriaX , para 
ono
er la pobla
ión ne
esitamos 
al
ular los

parámetros que 
ara
terizan la distribu
ión, di
hos parámetros se denominan parámetros

pobla
ionales. Por ejemplo, la media y la varianza en la distribu
ión normal, la media en

una distribu
ión de Poisson, et
.

• Estadísti
os: Dada una variable aleatoria X , en un muestreo aleatorio obtendremos n
medidas deX . Cada una de esas medidas es una variable aleatoriaX1, X2, ..., Xn, para las


uales en nuestra muestra obtendremos los valores numéri
os x1, x2, ..., xn. Un estadísti
o

es 
ualquier fun
ión de las n variables aleatorias de la muestra g (X1, X2, ..., Xn).
Los parámetros pobla
ionales los designaremos, en general, 
on letras griegas (µ, σ, λ,
...) y los estadísti
os por letras romanas (X̄ , S, ...)

• Estimadores: A 
ada parámetro pobla
ional le 
orresponderá un estadísti
o de la muestra

que permitirá ha
er una estima
ión del parámetro pobla
ional.

Por ejemplo, la media pobla
ional o esperanza matemáti
a µ se puede estimar mediante

el estadísti
o media muestral X̄ =
1

n

n
∑

i=1

Xi (lo veremos más adelante). Para una muestra

dada x1, x2, ..., xn podemos obtener la estima
ión de la media pobla
ional 
al
ulando la

media muestral x̄ =
1

n

n
∑

i=1

xi, el valor µ̂ = x̄ es una estima
ión de µ obtenida a partir del

estadísti
o X̄ que es un estimador de µ.

7.2 Estadísti
a des
riptiva

7.2.1 Tablas de fre
uen
ias

Supongamos que tenemos una pobla
ión para la que de�nimos una variable aleatoria X y

obtenemos una muestra de n valores. Podemos analizar y des
ribir la pobla
ión estudiando los

valores obtenidos en la muestra y 
al
ulando estadísti
os muestrales que nos den informa
ión

sobre los parámetros pobla
ionales. En primer lugar vamos a ver 
ómo analizar la muestra.
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(a) Tablas de fre
uen
ia de una variable dis
reta:

Cuando tenemos una variable aleatoria dis
reta X que puede tomar los valores x1, x2, ..., xk

podemos estudiar la fre
uen
ia 
on que di
hos valores apare
en en nuestra muestra de modo

que obtengamos tanto las fre
uen
ias absolutas ni (número de ve
es que apare
e el valor xi

en nuestra muestra), 
omo las relativas fi =
ni

n
, así 
omo las fre
uen
ias a
umuladas, tanto

absolutas, Ni =

i
∑

j=1

nj , 
omo relativas, Fi =

i
∑

j=1

Ni

n
, tal y 
omo se des
ribe en la tabla siguiente:

Valor de la variable

x1 x2 · · · xk

Fre
uen
ia absoluta

n1 n2 · · · nk

k
∑

i=1

ni = n

Fre
uen
ia relativa

f1 =
n1

n
f2 =

n2

n
· · · fk =

nk

n

k
∑

i=1

fi = 1

Fre
uen
ia absoluta a
umulada

N1 = n1 N2 = n2 + n1 · · · Nk =
k
∑

i=1

ni Nk = n

Fre
uen
ia relativa a
umulada

F1 =
N1

n
F2 =

N2

n
· · · Fk =

Nk

n
Fk = 1

Ejemplo:
Supongamos que realizamos un muestreo en 20 familias midiendo el número de hijos en la

familia, obteniéndose los siguientes valores {2, 1, 1, 3, 1, 2, 5, 1, 2, 3, 4, 2, 3, 2, 1, 4, 2, 3, 2, 1}.
La tabla de fre
uen
ias para esta muestra será:

xi ni fi =
ni

20
Ni Fi =

Ni

20

1 6 0.30 6 0.30
2 7 0.35 13 0.65
3 4 0.20 17 0.85
4 2 0.10 19 0.95
5 1 0.05 20 1.00
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(b) Agrupamientos en intervalos de 
lase:

En determinadas o
asiones, 
uando el número de valores distintos que toma la variable estadís-

ti
a es demasiado grande o la variable es 
ontinua, se de�nen intervalos [ai, ai+1), que quedan

representados por el punto medio del intervalo ci =
ai + ai+1

2
.

El número de intervalos se suele de�nir entre 5 y 20. En general, suele usarse el entero más


er
ano

√
n, donde n es el número de medidas.

(
) Tablas de fre
uen
ia de doble entrada:

Cuando la variable aleatoria que queremos analizar es bidimensional, (X, Y ), y obtenemos en

nuestra muestra n pares de medidas se usan tablas de fre
uen
ia de doble entrada.

Al igual que en el 
aso de una variable unidimensional podemos de�nir las fre
uen
ias

absolutas nij (número de ve
es que obtenemos el par (xi, yj)) y las fre
uen
ias relativas fij =
nij

n
.

A partir de estos valores, podemos de�nir las fre
uen
ias relativas 
ondi
ionadas f(xi|yj) =
nij

nyj

, siendo nyj =
∑

∀i
nij .

Las tablas de fre
uen
ias de este tipo de muestras tienen la estru
tura siguiente:

x
y

y1 y2 · · · ym

x1 n11 n12 · · · n1m nx1 =

m
∑

j=1

n1j

x2 n21 n22 · · · n2m nx2 =
m
∑

j=1

n2j

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

xk nk1 nk2 · · · nkm nxk
=

m
∑

j=1

nkj

ny1 =
k
∑

i=1

ni1 ny2 =
k
∑

i=1

ni2 · · · nym =
k
∑

i=1

nim n
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7.2.2 Estadísti
os muestrales

(a) Medidas de 
entraliza
ión:

Para poder des
ribir una variable aleatoria de una pobla
ión uno de los aspe
tos que son de

interés es saber en torno a qué valores se agrupa di
ha variable aleatoria. Para ello utilizaremos

estadísti
os que nos den una medida de la 
entraliza
ión de la distribu
ión (en torno a qué

valores está 
entrada). Aquí vamos men
ionar algunos de lo más utilizados.

• Media muestral: se de�ne 
omo X̄ =
1

n

n
∑

i=1

Xi.

En el ejemplo anterior sobre el número de hijos por familia tendremos que x̄ = 2.5

• Mediana: Me, de�ne una medida 
entral tal que, 
on los datos ordenados de menor

a mayor, el 50% de los datos son inferiores a Me y el 50% de los datos tiene valores

superiores.

En el ejemplo sobre el número de hijos por familia, la mediana es Me = 2

• Moda: Mo, es el valor de la variable que tiene una fre
uen
ia mayor.

De nuevo en el ejemplo del número de hijos por familia tendremos que la moda es Mo = 2

• Cuartiles: son una generaliza
ión del 
on
epto de mediana.

Primer 
uartil Q1/4: el 25% de los datos son menores que Q1/4

Segundo 
uartil Q1/2 = Me

Ter
er 
uartil Q3/4: el 75% de los datos son menores que Q3/4

De forma similar se pueden de�nir los de
iles (dividen la muestra en 10 partes iguales) y

los per
entiles (dividen la muestra en 100 partes iguales), por ejemplo, pk deja el k% de

los datos por debajo de pk.

(b) Medidas de dispersión:

Al igual que es importante saber en torno a qué valores está 
entrada una distribu
ión, también

es ne
esario 
ono
er la dispersión de la distribu
ión. Para ello se utilizan algunos estimadores

que nos dan una medida de la dispersión. Pasamos a enumerar aquí algunos de los más utiliza-

dos:

• Re
orridos o rangos: son la diferen
ia entre el valor máximo y mínimo de la variable

estadísti
a.

Re
orrido inter
uartíli
o: diferen
ia entre el ter
er y primer 
uartil, RI = Q3/4 −Q1/4
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• Desvia
ión media: se de�ne 
omo la media aritméti
a de las diferen
ias absolutas respe
to

a la media, Dm =
1

n

n
∑

i=1

∣

∣Xi − X̄
∣

∣

• Varianza: es la media aritméti
a de los 
uadrados de las diferen
ias 
on la media, S2=
1

n

n
∑

i=1

(

Xi−X̄
)2

• Desvia
ión típi
a: es la raíz 
uadrada positiva de la varianza, S =
√
S2

• Coe�
iente de varia
ión: es el 
o
iente entre la desvia
ión típi
a y la media muestral,

CV =
S

X̄
.

• Cuasivarianza muestral: se de�ne 
omo la varianza multipli
ada por el fa
tor

n

n− 1
, por

lo tanto, S2 =
1

n− 1

n
∑

i=1

(

Xi − X̄
)2

• Cuasidesvia
ión típi
a: es la raíz 
uadrada positiva de la 
uasivarianza, S =
√
S2

(
) Momentos:

Al igual que de�nimos los momentos de una distribu
ión, podemos de�nir los estadísti
os que

nos permitan evaluar di
hos momentos de la distribu
ión a partir de nuestra muestra.

• Momentos respe
to al origen: el momento de orden r respe
to al origen está de�nido


omo ar =
1

n

n
∑

i=1

Xr
i

• Momentos respeto a la media: el momento de orden r respe
to a la media se de�ne 
omo

mr =
1

n

n
∑

i=1

(

Xi − X̄
)r

(d) Cara
terísti
as de forma:

Existen estadísti
os que nos permiten analizar la forma de nuestra distribu
ión, los más 
ara
-

terísti
os son los 
oe�
ientes de asimetría o sesgo y los de 
urtosis o aplastamiento. Vamos a

men
ionar los más utilizados:
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• Coe�
iente de asimetría de Fisher: se de�ne 
omo g1 =
m3

S3
. Si g1 > 0, la muestra

presenta una 
ola alargada a la dere
ha (sesgo positivo). Si g1 < 0, la muestra presenta

una 
ola alargada a la izquierda (sesgo negativo). Y, �nalmente, si g1 = 0, es simétri
a.

• Coe�
iente de 
urtosis de Fisher: de�nido 
omo g2 =
m4

S4
− 3. Si g2 > 0, la muestra es

más apuntada que una distribu
ión normal (lepto
úrti
a) . Si g2 < 0, es más aplastada

que una normal (plati
úrti
a). Y, �nalmente, si g2 = 0, es igual de apuntada que la

normal (meso
úrti
a).

7.3 Media muestral

Uno de los estadísti
os más importantes es la media muestral:

X̄ =
1

n

n
∑

i=1

Xi

Cuando las variables aleatorias Xi tomen en una muestra los valores parti
ulares xi, el valor

que tendrá la media muestral será x̄ =
1

n

n
∑

i=1

xi. Si tomamos varias muestras, los valores xi

diferirán y, por lo tanto, el valor de la media muestral obtenida, x̄, será distinto.

7.3.1 Distribu
ión muestral de la media

Por lo 
omentado anterioremente se puede ver que, al ser la media muestral una 
ombina
ión

de variables aleatorias, es en si misma una variable aleatoria. De tal forma que si nosotros

obtenemos k muestras (
ada una de ella 
on n medidas), las medias muestrales obtenidas x̄1, x̄2,

..., x̄k serán, en general, diferentes unas de otras. Si ha
emos que k tienda a ∞, los valores de

x̄i seguirán una distribu
ión de probabilidad f(x̄) que se denomina distribu
ión muestral de la

media.

Vamos a analizar la forma que tendrá di
ha distribu
ión muestral de la media. Por el he
ho

de ser el estadísti
o X̄ una variable aleatoria, podemos 
al
ular su esperanza matemáti
a,

E(X̄) = µX̄ , y su varianza, V ar(X̄) = σ2
X̄
.

(a) Esperanza matemáti
a de la media muestral:

Vamos a 
al
ular la media o esperanza matemáti
a de la media muestral, para ello utilizaremos

la propiedad de linealidad del operador esperanza matemáti
a:
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E(X̄) = E

(

X1 +X2 + · · ·+Xn

n

)

=
1

n
(E(X1) + E(X2) + · · ·+ E(Xn))

Como E(Xi) = µ, ya que Xi sigue la misma distribu
ión que la variable aleatoria X (siempre

y 
uando nuestro muestreo sea aleatorio), tendremos que E(X̄) =
1

n

n
∑

i=1

µ ⇒

E(X̄) = µX̄ = µ

(b) Varianza de la media muestral:

Pasemos ahora a 
al
ular la varianza de la distribu
ión de probabilidad de la media muestral

X̄ . Para ello tendremos en 
uenta que dado que las variables aleatorias Xi siguen la misma

distribu
ión que la variable aleatoria X , se 
umplirá que V ar(Xi) = V ar(X) = σ2
. Además,

las variables Xi son independientes, por lo tanto Cov(Xi, Xj) = 0 si i 6= j. Con todo esto,

tendremos que:

V ar(X̄) = V ar

(

1

n

n
∑

i=1

Xi

)

=
1

n2

n
∑

i=1

V ar(Xi) +
2

n2

n
∑

i=1

n
∑

j=i+1

Cov(Xi, Xj) =
1

n2
nV ar(X) ⇒

V ar(X̄) = σ2
X̄ =

σ2

n

(
) Forma de la distribu
ión muestral de la media:

La forma de la distribu
ión muestral de la media dependerá, en prin
ipio de la pobla
ión

de partida, pero, teniendo en 
uenta el postulado del teorema del límite 
entral, se puede

estable
er que X̄ , que es la suma de n variables aleatorias, seguirá una distribu
ión que tiende

asintóti
amente a una normal de media µ y de varianza

σ2

n
.

De este modo, si X̄ es la media de una muestra aleatoria de tamaño n para una pobla
ión


on distribu
ión 
ualquiera de media µ y de varianza σ2
, enton
es la variable aleatoria tipi�
ada

Z =
X̄ − µ
σ/√n

tiende a una distribu
ión normal N(0, 1) 
uando n tiende a in�nito.

En la prá
ti
a se 
onsidera que X̄ sigue una distribu
ión normal si n > 30. Además, en el


aso parti
ular de que la variable aleatoria ini
ial X (y, por tanto, también las Xi) siguiera una

distribu
ión normal, enton
es X̄ , al ser la suma de n variables aleatorias normales, seguirá una

distribu
ión normal independientemente del tamaño n de la muestra.
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7.3.2 Distribu
ión muestral de la diferen
ia de medias

Como 
onse
uen
ia de lo anterior, vamos a analizar el 
omportamiento que tendrá una variable

aleatoria de�nida 
omo la diferen
ia de medias de dos pobla
iones. Supongamos que tenemos

dos pobla
iones, la primera de ellas 
on media µ1 y varianza σ2
1 y la segunda 
on media µ2 y

varianza σ2
2, y que extraemos muestras independientes de 
ada una de ellas, 
on tamaños n1 y

n2, respe
tivamente. Los estadísti
os X̄1 y X̄2 representarán las medias muestrales de di
has

pobla
iones. A partir de di
hos estadísti
os, podemos de�nir un nuevo estadísti
o 
onsistente

en la diferen
ia de las medias muestrales X̄1 − X̄2. Al ser di
ho estadísti
o la suma dos varia-

bles aleatorias, será una nueva variable aleatoria que seguirá una distribu
ión de probabilidad

denominada distribu
ión muestral de la diferen
ia de medias.

Podemos 
al
ular la media o esperanza matemáti
a para la diferen
ia de medias y, dado

que el operador esperanza matemáti
a es un operador lineal, se obtiene que E(X̄1 − X̄2) =
E(X̄1)− E(X̄2) ⇒

E(X̄1 − X̄2) = µX̄1−X̄2
= µ1 − µ2

Por otro lado, si 
al
ulamos la varianza de la diferen
ia de medias, teniendo en 
uenta que

X̄1 y X̄2 son variables aleatorias independientes, tendremos que V ar(X̄1 − X̄2) = V ar(X̄1) +
V ar(X̄2)− 2Cov(X̄1, X̄2) = σ2

X̄1
+ σ2

X̄2
⇒

V ar(X̄1 − X̄2) = σ2
X̄1−X̄2

=
σ2
1

n1

+
σ2
2

n2

Respe
to a la forma de la distribu
ión, debido al teorema del límite 
entral, 
uando n1

y n2 tienden a in�nito, la variable aleatoria X̄1 − X̄2 sigue una distribu
ión normal de media

µ1−µ2 y de varianza
σ2
1

n1
+

σ2
2

n2
, de modo que la variable Z =

(

X̄1 − X̄2

)

− (µ1 − µ2)
√

σ2
1

n1

+
σ2
2

n2

se 
omporta


omo una variable normal tipi�
ada, N(0, 1). En la prá
ti
a, si se 
umple que n1 + n2 > 30

on n1 ≈ n2 se puede apli
ar la aproxima
ión normal. Además, si las pobla
iones ini
iales

fuesen normales, enton
es X̄1 − X̄2 seguiría una distribu
ión normal, independientemente de

los tamaños muestrales n1 y n2

7.3.3 Distribu
ión muestral de una propor
ión

Vamos a analizar ahora una pobla
ión que sigue un pro
eso de Bernoulli, es de
ir, se realizan

n ensayos y 
ada uno de ellos tiene una probabilidad p de éxito y 1− p de fra
aso.

Consideremos el estadísti
o P que de�ne la propor
ión de éxitos, esto es, el número de éxitos

entre el tamaño de la muestra n. Este estadísti
o P puede 
onsiderarse la media muestral de
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una variable de Bernoulli, y seguirá una distribu
ión de probabilidad denominada distribu
ión

muestral de una propor
ión, que será un 
aso parti
ular de la distribu
ión muestral de la media.

Para analizar esta distribu
ión hay que re
ordar que una variable de Bernoulli tiene una

media dada por µ = p y una varianza σ2 = p(1− p).

Por lo tanto, la media y la varianza de la distribu
ión de una propor
ión las podemos


al
ular apli
ando lo que sabemos sobre la distribu
ión muestral de la media que hemos visto

anteriormente. Así tendremos que:

E(P ) = µP = µ = p

V ar(P ) = σ2
P =

σ2

n
=

p(1− p)

n

Dado que la distribu
ión muestral de la propor
ión es un 
aso parti
ular de una distribu
ión

muestral de la media, sabemos que tiende a una distribu
ión normal para número de ensayos

n tendiendo a in�nito. En ese 
aso, la variable Z =
P − p

√

p(1− p)

n

se 
omportará 
omo una

normal tipi�
ada N(0, 1). En la prá
ti
a la aproxima
ión se 
onsidera válida 
uando n > 30 ó,
apli
ando los 
riterios de aproxima
ión de una variable binomial a una normal, 
uando np > 5
y n(1 − p) > 5 (dado que nP se 
omportará 
omo una binomial de media np y de varianza

np(1− p)).

7.4 Cuasivarianza muestral

Otro de los estadísti
os importantes en el análisis de una pobla
ión es la 
uasivarianza muestral:

S2 =
1

n− 1

n
∑

i=1

(

Xi − X̄
)2

donde X̄ es la media muestral. Más adelante analizaremos los motivos por los 
uales resulta

más interesante utilizar la 
uasivarianza muestral en lugar de la varianza muestral.

Cuando las variables aleatorias Xi tomen en una muestra los valores parti
ulares xi, el valor

que tendrá la 
uasivarianza muestral será s2 =
1

n− 1

n
∑

i=1

(xi − x̄)2 
on x̄ =
1

n

n
∑

i=1

xi.
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7.4.1 Distribu
ión muestral de la 
uasivarianza

Dado que s2 =
1

n− 1

n
∑

i=1

(xi − x̄)2, podemos ver que si tomamos varias muestras, los valores xi

diferirán y, por lo tanto, el valor de la 
uasivarianza muestral obtenida, s2, será distinto. Por

lo tanto S2
se 
omportará 
omo un estadísti
o que seguirá una distribu
ión de probabilidad

denominada distribu
ión muestral de la 
uasivarianza.

Vamos a 
al
ular ahora el valor esperado del estadísti
o S2
:

E(S2)=E

(

1

n− 1

n
∑

i=1

(

Xi − X̄
)2

)

=
1

n− 1

n
∑

i=1

E
(

(Xi − X̄)2
)

=
1

n− 1

n
∑

i=1

E
(

(

(Xi − µ)− (X̄ − µ)
)2
)

=

=
1

n− 1

n
∑

i=1

E
(

(Xi − µ)2+(X̄ − µ)2−2(Xi − µ)(X̄ − µ)
)

=
1

n− 1

(

n
∑

i=1

E
(

(Xi − µ)2
)

+nE
(

(X̄ − µ)2
)

−

2E

(

(X̄ − µ)

n
∑

i=1

(Xi − µ)

))

=
1

n− 1

(

nσ2 + n
σ2

n
− 2nE

(

(X̄ − µ)2
)

)

=
1

n− 1

(

nσ2 + σ2 − 2n
σ2

n

)

⇒

E(S2) = µS2 = σ2

Como podemos ver, el interés de analizar la 
uasivarianza muestral (en lugar de la varianza

muestral) es que se 
omporta 
omo una variable aleatoria 
uya media es la varianza pobla
ional

y, por tanto, nos puede servir para estimar di
ho parámetro.

7.4.2 Distribu
ión muestral de (n− 1)
S2

σ2

Vamos a de�nir ahora el estadísti
o (n− 1)
S2

σ2
y estudiar su distribu
ión, ya que nos resultará

más 
ómodo que trabajar 
on S2
. Esta variable aleatoria es, por lo tanto,

(n− 1)
S2

σ2
=

n
∑

i=1

(Xi − X̄)2

σ2

Para analizar 
omo se 
omporta esta distribu
ión vamos a 
onsiderar que la variable aleato-

ria X o bien sigue una distribu
ión normal o bien el tamaño muestral es su�
ientemente grande

(n > 30) para poder aproximarla a una normal. En este 
aso, la variable aleatoria Zi =
Xi − µ

σ

se 
omportará 
omo una normal tipi�
ada y, por lo tanto, χ2 =
n
∑

i=1

(Xi − µ)2

σ2
será la suma

de los 
uadrados de n variables normales tipi�
adas, por lo tanto seguirá una distribu
ión 
hi-


uadrado 
on n grados de libertad, χ2
n. Como
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χ2=
n
∑

i=1

(Xi − µ)2

σ2
=

n
∑

i=1

(

(Xi − X̄) + (X̄ − µ)
)2

σ2
=

n
∑

i=1

(Xi − X̄)2

σ2
+ n

(X̄ − µ)2

σ2
+ 2

X̄ − µ

σ2

n
∑

i=1

(Xi − X̄)⇒

χ2 = (n− 1)
S2

σ2
+

(

X̄ − µ
σ/√n

)2

Como la variable aleatoria

X̄ − µ
σ/√n

se 
omporta 
omo una normal tipi�
ada, según hemos

visto anteriormente, enton
es

(

X̄ − µ
σ/√n

)2

seguirá una distribu
ión 
hi-
uadrado 
on un grado

de libertad, χ2
1, y 
omo χ2

es una 
hi-
uadrado 
on n grados de libertad, podemos dedu
ir que

(n− 1)
S2

σ2
sigue una distribu
ión 
hi-
uadrado 
on n − 1 grados de libertad, χ2

n−1. El motivo

es que en nuestra muestra tenemos n valores de Xi, pero 
omo debemos 
al
ular X̄ a partir de

di
hos Xi, perdemos un grado de libertad y nos quedaremos 
on n− 1 grados de libertad.

7.4.3 Distribu
ión muestral de la media 
uando la varianza es des
o-

no
ida

Vimos anteriormente que al analizar la distribu
ión de la media muestral, X̄ , obteníamos que

tendía a una normal de media µ y de varianza

σ2/n, siendo µ y σ2
la media y la varianza, respe
-

tivamente, de la variable aleatoria X . Sin embargo, en la mayoría de los 
asos no se 
ono
e,

a priori, la varianza σ2
de la pobla
ión y tenemos que estimarla a partir de la 
uasivarianza

muestral S2
. En este 
aso, en lugar de de�nir la variable aleatoria Z =

X̄ − µ
σ/√n

que se 
omporta


omo una distribu
ión N(0, 1), de�niremos la variable aleatoria:

T =
X̄ − µ
S/√n

Vamos a analizar ahora el 
omportamiento de este nuevo estadísti
o.

Como T =
X̄ − µ
S/√n

=

(X̄−µ)
σ/√n

S/σ
=

Z
√

1

n− 1
(n− 1)

S2

σ2

=
Z

√

χ2

n− 1

, donde Z =
X̄ − µ
σ/√n

es una

variable normal N(0, 1) y χ2 = (n− 1)
S2

σ2
, según vimos antes, es una 
hi-
uadrado 
on n − 1

grados de libertad, χ2
n−1. Por lo tanto la variable T se 
omportará 
omo una t de Student 
on

n−1 grados de libertad. De nuevo, el motivo por el 
ual son n−1 grados de libertad se expli
a
porque, aunque al tamaño de la muestra es n, perdemos un grado de libertad al estimar la

varianza mediante el estadísti
o S2
.
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Cuando el tamaño muestral es muy grande (n tendiendo a in�nito), la variable aleatoria

T se puede aproximar por una normal N(0, 1). En la prá
ti
a usaremos la aproxima
ión para

n > 30.

7.4.4 Distribu
ión muestral del 
o
iente de varianzas

Antes hemos visto que para 
omparar dos pobla
iones independientes estudiabamos la dis-

tribu
ión muestral de la diferen
ia de sus medias. Podríamos ha
er lo mismo en el 
aso de las

varianzas para 
omparar si dos pobla
iones independientes tienen la misma varianza o no. Sin

embargo, la distribu
ión muestral de la diferen
ia de varianzas es muy 
ompli
ada. Resulta

más sen
illo, 
omo vamos a ver a 
ontinua
ión, de�nir un estadísti
o que esté rela
ionado 
on

el 
o
iente de varianzas.

Supongamos que tenemos dos pobla
iones normales o que se puedan aproximar por una

normal 
uyas varianzas pobla
ionales son σ2
1 y σ2

2, respe
tivamente. Sean S2
1 y S2

2 , respe
tiva-

mente, las 
uasivarianzas muestrales de las dos pobla
iones medidas para los datos de nuestra

muestra aleatoria. A partir de esto, de�nimos el siguiente estadísti
o F 
omo:

F =
S2
1/σ2

1

S2
2/σ2

2

Para 
ada par de muestras aleatorias de tamaños n1 y n2 el valor de este estadísti
o será

diferente. La distribu
ión de probabilidad que seguirá F se denomina distribu
ión muestral del


o
iente de varianzas. Como sabemos que (n1 − 1)
S2
1

σ2
1

y (n2 − 1)
S2
2

σ2
2

son variables aleatorias

que se 
omportan 
omo una χ2
n1−1 y una χ2

n2−1, respe
tivamente, nuestro estadísti
o F será un


o
iente de distribu
iones 
hi-
uadrado divididas 
ada una de ellas por sus grado de libertad,

lo 
ual, 
omo ya vimos en 
apítulos anteriores, se 
omporta 
omo una distribu
ión F de Fisher


on n1 − 1 grados de libertad en el numerador y n2 − 1 grados de libertad en el denominador,

F(n1−1,n2−1).
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Capítulo 8

Estima
ión puntual y por intervalos

Cara
terísti
as de los estimadores. Estimadores pun-

tuales. Estima
ión por intervalos. Intervalos para

propor
iones, medias y varianzas.

8.1 Cara
terísti
as de los estimadores

Hemos visto en el 
apítulo anterior que determinados estadísti
os pueden ser útiles para la

estima
ión de los parámetros de una distribu
ión de probabilidad. En esta se

ión vamos

a analizar qué propiedades debe 
umplir un buen estimador, de modo que propor
ione una

estima
ión lo más pre
isa posible del parámetro pobla
ional que queremos 
ono
er.

8.1.1 Propiedades de los estimadores

Un buen estimador debe 
umplir lo siguiente:

• Estimador insesgado o 
entrado: de
imos que un estimador A de un parámetro pobla-


ional θ es insesgado o 
entrado si su media 
oin
ide 
on el parámetro pobla
ional. Es

de
ir, si E(A) = µA = θ enton
es A es un estimador insesgado del parámetro θ.
Por ejemplo, X̄ es un estimador insesgado de la media de una pobla
ión, µX , y S2

es un

estimador insesgado de la varianza pobla
ional, σ2
X .

• Estimador e�
iente: de
imos que un estimador A1 de un parámetro pobla
ional θ es más

e�
iente que otro estimador A2 de θ, si su varianza es menor, o sea, si σ2
A1

< σ2
A2
.

• Estimador 
onsistente: de
imos que un estimador A de un parámetro θ es 
onsistente si al

re
er el tamaño muestral se aproxima asintóti
amente al valor del parámetro pobla
ional

y su varianza se ha
e nula. Por lo tanto, A es 
onsistente si lim
n→∞

A = θ y lim
n→∞

σ2
A = 0

75
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Un estimador ideal debe ser insesgado y 
on la máxima e�
ien
ia. Sin embargo, en la prá
ti
a

no siempre es posible 
al
ular di
hos estimadores. En 
ualquier 
aso, el requisito mínimo que

debe 
umplir 
ualquier estimador es que sea 
onsistente.

8.1.2 Obten
ión de los estimadores: método de máxima verosimilitud

Cuando des
ono
emos un parámetro θ de la fun
ión de densidad de probabilidad de una

pobla
ión, uno de los objetivos es en
ontrar un estadísti
o que nos permita ha
er una esti-

ma
ión de di
ho parámetro a partir de los valores obtenidos para la variable aleatoria en la

muestra, X1, X2,..., Xn.

Existen diversos métodos para obtener estimadores de parámetros pobla
ionales. Uno de ellos

es el método de máxima verosimilitud, que 
onsiste en 
onstruir la distribu
ión de densidad

de probabilidad 
onjunta de la muestra L = f(X1, X2, . . . , Xn; θ) (denominada fun
ión de má-

xima verosimilitud) y se de�ne el estimador de máxima verosimilitud 
omo el parámetro θ
que maximiza di
ha fun
ión f(X1, X2, . . . , Xn; θ) 
on respe
to a θ. Por motivos prá
ti
os, se

suele utilizar el logaritmo de la fun
ión de densidad 
onjunta, por lo que el método de máxima

verosimilitud se redu
e a resolver la expresión

d lnL

dθ
= 0

8.1.3 Pro
edimientos para estimar un parámetro pobla
ional

Existen dos pro
edimientos para estimar los parámetros pobla
ionales de una distribu
ión de

probabilidad:

• El primero es, una vez elegido el estimador que vamos a utilizar, 
al
ular una úni
a

estima
ión del parámetro pobla
ional a partir de los datos muestrales. En este 
aso

estaremos ha
iendo una estima
ión puntual.

• Otra op
ión es, a partir de los datos muestrales, 
al
ular dos valores entre los 
uales se


onsidera que, 
on 
ierta probabilidad, se en
uentra el valor de parámetro pobla
ional.

Di
ho pro
edimiento se denomina estima
ión por intervalos de 
on�anza.

8.2 Estima
ión puntual

Un estimador puntual de un parámetro pobla
ional θ es un estadísti
o A que depende de los

n valores de la variable aleatoria, X1, X2, . . . , Xn, de nuestra muestra. Una estima
ión puntual

es el valor 
on
reto θ̂ que toma el estadísti
o anterior para la muestra dada.
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En el 
apítulo anterior vimos algunos de los prin
ipales estimadores puntuales utilizados para

los parámetros pobla
ionales de las prin
ipales distribu
iones de probabilidad. Aquí vamos a

repasar los de las prin
ipales distribu
iones de probabilidad:

• Distribu
ión normal : una distribu
ión normal se 
ara
teriza por dos parámetros pobla-


ionales, la media µ y la varianza σ2
. Como estimadores puntuales de di
hos parámetros

pobla
ionales se usan normalmente la media aritméti
a X̄ para la media pobla
ional µ y

la 
uasivarianza muestral S2
para la varianza pobla
ional σ2

. Como ya demostramos en el


apítulo anterior, ambos son estimadores insesgados, dado que E(X̄) = µ y E(S2) = σ2
,

y además se puede demostrar que ambos tienen una e�
ien
ia máxima.

• Distribu
ión binomial : una distribu
ión binomial tiene 
omo úni
o parámetro pobla
ional

la probabilidad de éxito p. Hemos visto que un estimador puntual para di
ho parámetro

pobla
ional es la propor
ión de éxitos P , de�nida 
omo el 
o
iente entre el número de

éxitos y el tamaño muestral. Como ya vimos anteriormente, es un estimador insesgado

dado que E(P ) = p, además se puede demostrar que es de e�
ien
ia máxima dado que

su varianza σ2
P =

p(1− p)

n
es mínima.

• Distribu
ión de Poisson: una distribu
ión de Poisson se 
ara
teriza por su parámetro

pobla
ional λ que representa el número medio de su
esos por intervalo sele

ionado. Un

estimador puntual de di
ho parámetro pobla
ional será la media aritméti
a X̄ de la

muestra. Además, ya 
omprobamos en el 
apítulo anterior que es un estimador insesgado,

ya que E(X̄) = λ y tiene la varianza mínima, por lo que también es el de máxima

e�
ien
ia.

8.3 Estima
ión por intervalos de 
on�anza

8.3.1 De�ni
ión de intervalo de 
on�anza

Una estima
ión puntual θ̂ de un parámetro pobla
ional θ no propor
iona un valor exa
to de

di
ho parámetro, ya que depende de los valores X1, X2, . . ., Xn de la variable aleatoria para la

muestra que tengamos. Si variamos la muestra, la estima
ión puntual del parámetro variará,

lo 
ual signi�
a que no es posible 
onseguir un valor exa
to para el parámetro pobla
ional.

Las estima
iones puntuales que obtenemos θ̂1, θ̂2, ... para las distintas muestras siguen una

distribu
ión de densidad de probabilidad. Por ejemplo, en la �gura 8.1 hemos representado

la densidad de probabilidad de la media muestral X̄. En di
ha �gura se puede ver que la

densidad de probabilidad está 
entrada en torno al valor de la media pobla
ional µ. Además se

observa que si señalamos el intervalo del 90% de probabilidad 
entrado en la media pobla
ional

y tenemos 10 estima
iones muestrales, 9 se en
ontrarán en di
ha región y 1 se en
ontrará fuera.
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Figura 8.1: Distribu
ión de densidad de probabilidad

para la media muestral X̄. Se han representado los va-

lores de 10 estima
iones muestrales, µ̂1, µ̂2, ..., µ̂10 y la

región del 90% de probabilidad en torno a la media pobla-


ional µ.

Por este motivo, además de una

estima
ión puntual del parámetro

es útil 
ono
er la in
ertidumbre

de di
ha estima
ión para saber

lo lejos o 
er
a que se en
uen-

tra nuestra estima
ión del verdadero

parámetro pobla
ional. Este pro-


edimiento se denomina estima
ión

por intervalos de 
on�anza. Si-

guiendo di
ho pro
edimiento lo que

se ha
e es 
al
ular un intervalo

IC(1−α)·100% = [Lmin, Lmax] en el


ual se puede estable
er que se en-


uentra el parámetro pobla
ional θ

on una probabilidad (1 − α) dada.
Los límites Lmin y Lmax del intervalo

IC(1−α)·100% se denominan límites de


on�anza y se obtendrán a partir de

los valores X1, X2, . . . , Xn que toma

la variable aleatoria en la muestra.

Al valor (1− α) se le llama nivel de


on�anza y al intevalo IC(1−α)·100%
se le denomina intervalo de 
on�anza al (1− α) · 100%.

Según lo anterior, podemos interpretar los intervalos de 
on�anza de dos formas:

• Si θ es el parámetro pobla
ional que queremos estimar mediante un estimador A dado,

un intervalo de 
on�anza IC(1−α)·100% = [Lmin, Lmax] nos informa de que existe una 
ierta

probabilidad (1 − α) de que el verdadero valor de θ se en
uentre en di
ho intervalo

IC(1−α)·100%, es de
ir p(Lmin < θ < Lmax) = 1− α.



8.3 Estima
ión por intervalos 79

Figura 8.2: Intervalos de 
on�anza, IC1, IC2, ..., IC10,

al 90% de 10 muestras para la estima
ión de la media

pobla
ional µ. Los intervalos de 
on�anza están 
entra-

dos en las estima
iones puntuales de las muestras, µ̂1,

µ̂2, ..., µ̂10.

• También podemos interpretar

los intervalos de 
on�anza sa-

biendo que, una vez tenga-

mos una muestra y 
al
ule-

mos el intervalo de 
on�anza

IC(1−α)·100%, no podemos ase-

gurar que el verdadero valor θ
del parámetro pobla
ional se

en
uentre en di
ho intervalo.

Lo que sí podemos de
ir es que

un (1−α)·100% de los interva-

los obtenidos a partir de mues-

tras 
on las mismas 
ara
terís-

ti
as (el mismo tamaño mues-

tral) 
ontienen el parámetro

pobla
ional θ y un α · 100%
de di
hos intervalos no lo 
on-

tendrán.

Por ejemplo, en la Figura 8.2

se han representado 10 inter-

valos de 
on�anza al 90% 
o-

rrespondientes a 10muestras para la estima
ión de la media pobla
ional µ. Di
hos interva-
los están 
entrados en 
ada una de las estima
iones puntuales de la media, µ̂1, µ̂2, . . . , µ̂10.

Como tenemos 10 muestras y el nivel de 
on�anza es del 90%, 9 de 
ada 10 intervalos

de 
on�anza muestrales 
ontendrán la media pobla
ional µ y 1 de 
ada 10 intervalos no


ontendrá la media pobla
ional.

Observa
iones:

• Al aumentar el tamaño de la muestra, la pre
isión 
on que 
ono
emos el parámetro

pobla
ional aumentará y, por lo tanto, la longitud del intervalo de 
on�anza para un

nivel de 
on�anza dado disminuirá.

• Si aumentamos el nivel de 
on�anza, la longitud del intervalo aumentará, por lo que

tendremos menos pre
isión en el parámetro pobla
ional.

8.3.2 Pro
edimiento para el 
ál
ulo de los intervalos de 
on�anza

Vamos a des
ribir ahora 
ómo 
onstruir los intervalos de 
on�anza para un parámetro pobla-


ional. Supongamos que queremos estimar un parámetro pobla
ional θ utilizando un estimador
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entrado A, por lo tanto E(A) = θ, y supongamos que tenemos una estima
ión θ̂ obtenida

a partir una muestra. Si 
onsideramos un nivel de 
on�anza al (1 − α) · 100%, eso quiere

de
ir que dada la fun
ión de densidad de probabilidad de la variable muestral A y tomando

un intervalo de probabilidad IP(1−α)·100% = (θ − δ1, θ + δ2) 
entrado en E(A) = θ que 
ontiene

el (1 − α) · 100% de probabilidad, la probabilidad de que θ̂ esté en ese intervalo es 1 − α,

esto es p
(

θ − δ1 < θ̂ < θ + δ2

)

= 1 − α. A partir de aquí, es fá
il demostrar (mediante el


ambio de variable A −→ θ − A + θ̂) que la expresión p
(

θ − δ1 < θ̂ < θ + δ2

)

= 1 − α equiv-

ale a p
(

θ̂ − δ2 < θ < θ̂ + δ1

)

= 1 − α. Además de esto, 
onviene saber que generalmente

se utilizan intervalos de probabilidad 
entrados, esto quiere de
ir que p
(

θ̂ < θ − δ1

)

=
α

2
y

p
(

θ̂ > θ + δ2

)

=
α

2
.

Figura 8.3: Fun
ión de densidad de probabilidad f(A)
de un estimador A de un parámetro pobla
ional θ. En

la misma �gura se representa la región entre θ − δ1 y

θ + δ2 de f(A) que engloba un (1 − α) · 100% de proba-

bilidad, así 
omo una estima
ión θ̂ del parámetro junto


on su intervalo de 
on�anza al (1− α) · 100%, dado por

IC(1−α)·100% =
(

θ̂ − δ2, θ̂ + δ1

)

En la �gura 8.3 se puede ver un

ejemplo de una fun
ión de densi-

dad f(A) de un parámetro muestral

A junto 
on la región que abar
a

el (1 − α) · 100% de probabili-

dad, entre θ − δ1 y θ + δ2, por lo

que IP(1−α)·100% = (θ − δ1, θ + δ2).
En la misma grá�
a se ha repre-

sentado una estima
ión muestral θ̂
del parámetro pobla
ional θ, sa-

biendo que un (1− α) · 100% de las

estima
iones muestrales se en
on-

trarán en el intervalo IP(1−α)·100% =
(θ − δ1, θ + δ2). Por este motivo, si


onsideramos el 
orrespondiente in-

tervalo de 
on�anza al (1−α) ·100%
de nivel de 
on�anza, aso
iado a

la estima
ión muestral θ̂, tendremos

IC(1−α)·100% =
(

θ̂ − δ2, θ̂ + δ1

)

, y

sabemos que para un (1 − α) ·
100% de las estima
iones mues-

trales, di
ho intervalo de 
on�anza


ontendrá el parámetro pobla
ional

θ.
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Observa
iones:

• Si la fun
ión de densidad de probabilidad de la variable muestral, f(A), es simétri
a,

enton
es, el intervalo de 
on�anza en torno a la estima
ión muestral θ̂ también será

simétri
o, por lo que tendremos que δ1 = δ2 = δ y, por lo tanto, el intervalo de 
on�anza

será de la forma IC =
(

θ̂ − δ, θ̂ + δ
)

• Si tenemos informa
ión sobre la fun
ión de distribu
ión F (A) de la variable muestral

y de�nimos Aα tal que p (A > Aα) = 1 − F (Aα) = α, el intervalo de 
on�anza al

(1 − α) · 100% de nivel de 
on�anza para la estima
ión muestral θ̂ será IC(1−α)·100% =
(

θ̂ − A1−α/2, θ̂ + Aα/2

)

8.4 Intervalos de 
on�anza para los parámetros de una

pobla
ión

8.4.1 Intervalo de 
on�anza para la media pobla
ional µ en una pobla
ión
normal

Supongamos que tenemos una pobla
ión que sigue una distribu
ión normal N(µ, σ) y que


onsideramos la media aritméti
a X̄ 
omo estimador de la media pobla
ional µ. Vamos a

analizar 
ómo 
onstruir los intervalos de 
on�anza para la media pobla
ional teniendo una

estima
ión puntual de la media µ̂ obtenida a partir de una muestra. Distinguiremos varios


asos:

(a) Varianza pobla
ional σ2

ono
ida:

Si nuestra pobla
ión sigue una distribu
ión normalN(µ, σ) y 
ono
emos la varianza pobla
ional

σ2
, sabemos que la media muestral X̄ seguirá una distribu
ión normal de media E(X̄) = µ

y de varianza V ar(X̄) = σ2
X̄

= σ2/n donde n es el tamaño muestral. Esto quiere de
ir que

X̄ ∼ N (µ, σ/√n).
Un intervalo de probabilidad al (1 − α) · 100% de probabilidad para la media muestral X̄

lo obtendremos tipi�
ando la variable aleatoria X̄. De este modo, para la variable tipi�
ada

Z =
X̄ − µ
σ/√n

∼ N(0, 1), el intervalo de probabilidad al (1 − α) · 100% será IP(1−α)·100%(Z) =
(

−zα/2, zα/2

)

, donde zα/2 está de�nido tal que p
(

Z > zα/2

)

= α/2. Por lo tanto, para la media

muestral X̄ el intervalo de probabilidad será IP(1−α)·100%(X̄) =

(

µ− zα/2
σ√
n
, µ+ zα/2

σ√
n

)
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Así pues, tendremos que si µ̂ es una estima
ión puntual de µ se 
umplirá que:

p

(

µ− zα/2
σ√
n
< µ̂ < µ+ zα/2

σ√
n

)

= 1− α.

A partir de lo anterior, podemos obtener fá
ilmente el intervalo de 
on�anza para la media

pobla
ional µ de una pobla
ión normal, para una determinada estima
ión muestral µ̂, obtenién-
dose que:

IC(1−α)·100%(µ) =

(

µ̂− zα/2
σ√
n
, µ̂+ zα/2

σ√
n

)

Ejemplo 1:
Cal
ular el intervalo de 
on�anza para la media de una distribu
ión normal de varianza


ono
ida σ2 = 16, si tenemos una muestra de 9 valores dada por {4, 13, 8, 12, 8, 15, 14, 7, 8}.
Usar un nivel de 
on�anza del 95%

Con los datos del enun
iado sabemos que la media muestral X̄ sigue una distribu
ión normal

N

(

µ,
σ√
n

)

= N

(

µ,
4

3

)

Ahora 
al
ulamos una estima
ión puntual para la media utilizando el estimador X̄ , obtenién-

dose 
omo estima
ión puntual µ̂ = 9.89. Como queremos utilizar un nivel del 
on�anza de

1 − α = 0.95 ⇒ α = 0.05. Sabemos, por lo tanto, que el intervalo de 
on�anza para la media

pobla
ional µ bus
ado será IC95%(µ) =

(

9.89− z0.025
4

3
, 9.89 + z0.025

4

3

)

Como z0.025 = 1.96, tendremos que IC95%(µ) =

(

9.89− 1.96 · 4
3
, 9.89 + 1.96 · 4

3

)

IC95%(µ) = (7.276, 12.502)

(b) Varianza pobla
ional σ2
des
ono
ida:

Supongamos ahora que sabemos que la pobla
ión sigue una distribu
ión normal N(µ, σ), pero
no 
ono
emos el valor de la varianza pobla
ional σ2

. Por lo tanto, en primer lugar debemos

estimar di
ha varianza. Para ello utilizaremos 
omo estimador de σ2
la 
uasivarianza muestral

S2
, al tratarse de un estimador 
entrado.

En este 
aso, tal y 
omo vimos en el 
apítulo anterior, sabemos que la variable aleatoria

T =
X̄ − µ
S/√n

sigue una distribu
ión t de Student 
on n − 1 grados de libertad, siendo n el

tamaño muestral, o sea, T ∼ tn−1. Por lo tanto, un intervalo de probabilidad al (1− α) · 100%
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para la variable T será de la forma IP(1−α)·100%(T ) =
(

−tα/2,n−1, tα/2,n−1

)

siendo tα/2,n−1 tal que

p
(

T > tα/2,n−1

)

= α/2.
A partir de aquí podemos es
ribir el intervalo de probabilidad para la variable X̄, siendo

IP(1−α)·100%(X̄) =

(

µ− tα/2,n−1
S√
n
, µ+ tα/2,n−1

S√
n

)

Por lo tanto, el intervalo de 
on�anza para la media pobla
ional µ de una pobla
ión normal,

en el 
aso de que la varianza sea des
ono
ida y tengamos una estima
ión puntual µ̂, y una

estima
ión puntual σ̂2
para la varianza obtenida a partir de la 
uasivarianza S2

, será:

IC(1−α)·100%(µ) =

(

µ̂− tα/2,n−1
σ̂√
n
, µ̂+ tα/2,n−1

σ̂√
n

)

En el 
aso parti
ular de que el tamaño muestral sea grande (n > 30) podemos aproximar

la distribu
ión t de Student por una normal N(0, 1), por lo que la variable aleatoria X̄ seguirá

una distribu
ión normal de media µ y de varianza

S2

n
, así que X̄ ∼ N(µ, S/√n) y, por lo tanto,

el intervalo de 
on�anza para la media pobla
ional se podrá es
ribir 
omo:

IC(1−α)·100%(µ) =

(

µ̂− zα/2
σ̂√
n
, µ̂+ zα/2

σ̂√
n

)

siendo zα/2 tal que p
(

Z > zα/2

)

= α/2, para Z ∼ N(0, 1).

Ejemplo 2:
Cal
ular el intervalo de 
on�anza del ejemplo 1 del apartado anterior suponiendo que la

varianza es des
ono
ida

Anteriormente ya habíamos obtenido una estima
ión puntual para la media utilizando el

estimador X̄, µ̂ = 9.89.

Cal
ulamos ahora una estima
ión para la varianza pobla
ional utilizando 
omo estimador

la 
uasivarianza muestral S2 =
1

n− 1

n
∑

i=1

(

xi − X̄
)2
. El resultado que obtenemos para una

estima
ión de la varianza pobla
ional es σ̂2 = 13.8611.

Así pues, la variable T =
X̄ − µ
S/√n

seguirá una distribu
ión t de Student 
on 8 grados de

libertad, por lo que el intervalo de 
on�anza para la media pobla
ional µ bus
ado será:

IC95%(µ) =

(

9.89− t0.025,8

√
13.8611

3
, 9.89 + t0.025,8

√
13.8611

3

)
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Como t0.025,8 = 2.306, tendremos que IC95%(µ)=

(

9.89− 2.306 · 3.723
3

, 9.89 + 2.306 · 3.723
3

)

⇒

IC95%(µ) = (7.028, 12.752)

8.4.2 Intervalo de 
on�anza para la propor
ión p de una distribu
ión

binomial

Supongamos que tenemos una pobla
ión que sigue una distribu
ión binomial 
on parámetro p
des
ono
ido. Según vimos en el 
apítulo anterior, la propor
ión de éxitos en una muestra, P , es
un buen estimador del parámetro pobla
ional p. Además sabemos que si la muestra es grande

se puede aproximar por una distribu
ión normal P ∼ N

(

p,
√

p(1−p)
n

)

. Di
ha aproxima
ión

será válida 
uando np > 5 y n(1− p) > 5.
Por lo tanto, el intervalo de probabilidad al (1− α) · 100% para la variable P será:

IP(1−α)·100%(P ) =

(

p− zα/2

√

p(1− p)

n
, p+ zα/2

√

p(1− p)

n

)

Dado que no 
ono
emos p, para poder 
al
ular el intervalo de 
on�anza para p a partir de

una estima
ión muestral p̂, tendremos que tener en 
uenta que nuestro intervalo de probabilidad

impli
a que:

p− zα/2

√

p(1− p)

n
< p̂ < p+ zα/2

√

p(1− p)

n
⇒ |p̂− p| < zα/2

√

p(1− p)

n
⇒

⇒ (p̂− p)2 < z2α/2
p(1− p)

n
⇒
(

1 +
z2α/2
n

)

p2 −
(

2p̂+
z2α/2
n

)

p+ p̂2 < 0 ⇒

p̂ +
z2α/2
2n

− zα/2

√

p̂(1−p̂)
n

+
z2α/2
4n2

1 +
z2α/2
n

< p <
p̂+

z2α/2
2n

+ zα/2

√

p̂(1−p̂)
n

+
z2α/2
4n2

1 +
z2α/2
n

Para el 
aso en que tengamos una muestra grande (en la prá
ti
a 
uando n > 30) podremos

despre
iar los términos

z2α/2
2n

y

z2α/2
4n2

, por lo que nuestro intervalo de 
on�anza al (1−α) ·100% de

nivel de 
on�anza para el parámetro pobla
ional p obtenido a partir de una estima
ión muestral

p̂ será:

IC(1−α)·100%(p) =

(

p̂− zα/2

√

p̂(1− p̂)

n
, p̂+ zα/2

√

p̂(1− p̂)

n

)

Se puede ver que si n es grande el intervalo de 
on�anza es el que obtendríamos suponiendo

que la variable aleatoria P sigue una distribu
ión normal de media p y de varianza

p̂(1− p̂)

n
,
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estimada a partir de la estima
ión muestral p̂.

Ejemplo 3:
Un jugador de balon
esto lanza 100 tiros libres y anota 85. Cal
ular un intervalo de 
on-

�anza para la probabilidad de a
iertos, 
onsiderando un nivel de 
on�anza de 0.95.

Podemos estimar la probabilidad de a
iertos utilizando el estadísti
o P que nos da la pro-

por
ión de a
iertos. En este 
aso, la estima
ión puntual que tendremos será p̂ = 0.85. A partir

de aquí, dado que el tamaño muestral es grande (n = 100 > 30), tendremos que el intervalo

de 
on�anza pedido será IC95%(p) =

(

p̂− z0.025

√

p̂(1− p̂)

n
, p̂+ z0.025

√

p̂(1− p̂)

n

)

, por lo que

tendremos:

IC95%(p) =

(

0.85− 1.96

√

0.85 · 0.15
100

, 0.95 + 1.96

√

0.85 · 0.15
100

)

⇒

IC95%(p) = (0.78, 0.92)

8.4.3 Intervalo de 
on�anza para el parámetro λ de una distribu
ión

de Poisson

Si tenemos una distribu
ión de Poisson, ya hemos visto que un estimador puntual para el

parámetro λ es la media muestral X̄ . En el 
aso de que tengamos una muestra grande, de

modo que se pueda aproximar a una distribu
ión normal (λ > 5), tendremos que un intervalo

de probabilidad del (1− α) · 100% para la media muestral será:

IP(1−α)·100%(X̄) =

(

λ− zα/2

√

λ

n
, λ+ zα/2

√

λ

n

)

Por lo tanto, si λ̂ es una estima
ión puntual de λ y tenemos una muestra grande, el intervalo

de 
on�anza para λ será:

IC(1−α)·100%(λ) =



λ̂− zα/2

√

λ̂

n
, λ̂+ zα/2

√

λ̂

n





8.4.4 Intervalo de 
on�anza para la varianza σ2
de una pobla
ión

normal

Supongamos que tenemos una variable aleatoria que sabemos que sigue una distribu
ión normal

X ∼ N(µ, σ). Anteriormente hemos visto 
omo obtener un intervalo de 
on�anza para la media
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pobla
ional µ y ahora vamos a ha
er lo mismo para la varianza pobla
ional σ2
. Sabemos que

un estimador 
entrado de la varianza pobla
ional es la 
uasivarianza muestral S2
y, además,

vimos en 
apítulos anteriores que si de�nimos una variable aleatoria θ = (n − 1)
S2

σ2
, di
ha

variable aleatoria seguirá una distribu
ión 
hi-
uadrado 
on n − 1 grados de libertad, o sea

θ ∼ χ2
n−1. Por lo tanto, si de�nimos χ2

α/2,n−1 tal que p(θ > χ2
α/2,n−1) =

α

2
, tendremos que un

intervalo de probabilidad al (1 − α) · 100% de probabilidad para la variable aleatoria θ será

IP(1−α)·100%

(

θ = (n− 1)
S2

σ2

)

=
(

χ2
1−α/2,n−1, χ

2
α/2,n−1

)

Por lo que p

(

χ2
1−α/2,n−1 < (n− 1)

S2

σ2
< χ2

α/2,n−1

)

= 1− α

Así pues, si tenemos una estima
ión muestral σ̂2
para la varianza pobla
ional σ2

obtenida

a partir del estadísti
o S2
, podremos 
onstruir un intervalo de 
on�anza al (1 − α) · 100% de

nivel de 
on�anza partiendo del intervalo anterior, y obtendremos que:

IC(1−α)·100%
(

σ2
)

=

(

(n− 1)σ̂2

χ2
α/2,n−1

,
(n− 1)σ̂2

χ2
1−α/2,n−1

)

Ejemplo 4:
Cal
ular un intervalo de 
on�anza para la varianza para los datos del ejemplo 1, suponiendo

que la varianza es des
ono
ida.

Lo primero que ha
emos es 
al
ular una estima
ión de la varianza pobla
ional utilizando

la 
uasivarianza muestral S2
, tal y 
omo hi
imos en el ejemplo 2, obteniéndose σ̂2 = 13.8611.

Como tenemos una muestra de tamaño n = 9, el intervalo de 
on�anza será IC95% (σ2) =
(

(n−1)σ̂2

χ2
0.025,n−1

, (n−1)σ̂2

χ2
0.975,n−1

)

⇒ IC95% (σ2) =
(

8·13.8611
χ2
0.025,8

, 8·13.8611
χ2
0.975,8

)

.

Como χ2
0.025,8 = 17.535 y χ2

0.975,8 = 2.18 tendremos que IC95% (σ2) =
(

8·13.8611
17.535

, 8·13.8611
2.18

)

⇒

IC95%

(

σ2
)

= (6.324, 50.866)

8.4.5 Intervalo de 
on�anza para la diferen
ia de medias µ1 − µ2

Supongamos que tenemos dos variables aleatorias independientes X1 y X2 que siguen distribu-


iones normales N(µ1, σ1) y N(µ2, σ2), respe
tivamente. Vamos a estudiar 
omo determinar un

intervalo de 
on�anza para la diferen
ia de medias µ1−µ2 . Sabemos que los estadísti
os mues-

trales que nos permiten estimar las medias pobla
ionales son las medias muestrales X̄1 y X̄2 que
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seguirán distribu
iones normales de forma que X̄1 ∼ N (µ1, σ1/√n1) y X̄2 ∼ N (µ2, σ2/√n2), siendo
n1 y n2 los 
orrespondientes tamaños muestrales. Dado que se trata de dos distribu
iones nor-

males, la diferen
ia de estas variables aleatorias independientes también seguirá una distribu
ión

normal de media µ1 − µ2 y de varianza

σ2
1

n1

+
σ2
2

n2

, o sea, X̄1 − X̄2 ∼ N



µ1 − µ2,

√

σ2
1

n1

+
σ2
2

n2





.

Sabiendo esto vamos a ver 
omo 
onstruir los intervalos de 
on�anza para µ1 − µ2.

(a) Varianzas pobla
iones σ2
1 y σ2

2 
ono
idas:

Como sabemos que la diferen
ia de las medias muestrales sigue una distribu
ión normal, un

intervalo de probabilidad para la diferen
ia de medias al (1−α)·100% de probabilidad tendremos

que IP(1−α)·100%
(

X̄1 − X̄2

)

=



µ1 − µ2 − zα/2

√

σ2
1

n1

+
σ2
2

n2

, µ1 − µ2 + zα/2

√

σ2
1

n1

+
σ2
2

n2





Por lo tanto, si µ̂1 y µ̂2 son estima
iones puntuales de µ1 y µ2 podremos 
onstruir un intervalo

de 
on�anza para la diferen
ia de medias a partir del intervalo de probabilidad anterior y las

estima
iones puntuales. De modo que:

IC(1−α)·100% (µ1 − µ2) =



µ̂1 − µ̂2 − zα/2

√

σ2
1

n1
+

σ2
2

n2
, µ̂1 − µ̂2 + zα/2

√

σ2
1

n1
+

σ2
2

n2





Ejemplo 5:
Consideremos la pobla
ión des
rita en el ejemplo 1 y supongamos que tenemos otra muestra

dada por {17, 14, 2, 12, 12, 6, 5, 11, 5} 
on varianza σ2 = 16. Cal
ular un intervalo de 
on�anza

para la diferen
ia de las medias de ambas pobla
iones.

Para la primera de las pobla
iones 
al
ulamos la media en el ejemplo 1, obteniéndose 
omo

estima
ión para la media de di
ha pobla
ión µ̂1 = 9.89.

Para la segunda pobla
ión 
al
ulamos también una estima
ión puntual de la media pobla-


ional, utilizando el estadísti
o media muestral, obteniéndose µ̂2 = 9.33.

Como σ2
1 = σ2

2 = 16 y n1 = n2 = 9, el intervalo de 
on�anza para la diferen
ia de medias

será IC95% (µ1 − µ2) =

(

9.89− 9.33− z0.025

√

16

9
+

16

9
, 9.89− 9.33 + z0.025

√

16

9
+

16

9

)

, 
omo
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z0.025 = 1.96, tendremos que IC95% (µ1 − µ2) =

(

0.56− 1.96
4

3

√
2, 0.56 + 1.96

4

3

√
2

)

⇒

IC95% (µ1 − µ2) = (−3.1, 4.3)

(b) Varianzas pobla
iones σ2
1 y σ2

2 des
ono
idas y se puede suponer que σ2
1 ≃ σ2

2:

Como X̄1 y X̄2 siguen distribu
iones normales, su diferen
ia también seguirá una distribu
ión

normal de media µ1 − µ2 y 
uya varianza des
ono
emos, pero la podemos estimar en el 
aso

de que se pueda suponer que las dos pobla
iones tienen varianzas similares (σ2
1 ≃ σ2

2). En

primer lugar estimaremos las varianzas pobla
ionales de las muestras utilizando la 
uasivarianza


omún, 
umpliéndose que σ̂2 = σ̂2
1 = σ̂2

2 . La 
uasivarianza 
omún se 
al
ulará 
omo S2 =
(n1 − 1)S2

1 + (n2 − 1)S2
2

n1 + n2 − 2
, siendo S2

1 y S2
2 las 
uasivarianzas muestrales de ambas muestras,

dando lugar a una estima
ión σ̂2
para la varianza de X1 y de X2. Por lo que la estima
ión para

la varianza pobla
ional de X̄1 − X̄2 será σ̂2
X̄1−X̄2

=
σ̂2

n1
+

σ̂2

n2
= σ̂2

(

1

n1
+

1

n2

)

En este 
aso, la variable T =
¯(X1 − X̄2)− (µ1 − µ2)

σ̂
√

1
n1

+ 1
n2

seguirá una distribu
ión t de Student

de n1 +n2 − 2 grados de libertad. Por lo tanto, un intervalo del (1−α) · 100% de probabilidad

para la variable aleatoria de la diferen
ia de medias muestrales será:

IP(1−α)·100%
(

X̄1 − X̄2

)

=

(

µ1 − µ2 − tα/2,n1+n2−2 S
√

1

n1
+

1

n2
, µ1 − µ2 + tα/2,n1+n2−2 S

√

1

n1
+

1

n2

)

A partir de di
ho intervalo, si µ̂1 y µ̂2 son estima
iones muestrales de las medias pobla-


ionales, un intervalo de 
on�anza 
on un nivel de 
on�anza del (1−α) ·100% para la diferen
ia

de las medias pobla
iones es:

IC(1−α)·100% (µ1 − µ2) =

(

µ̂1 − µ̂2 − tα/2,n1+n2−2 σ̂

√

1

n1
+

1

n2
, µ̂1 − µ̂2 + tα/2,n1+n2−2 σ̂

√

1

n1
+

1

n2

)


on σ̂2
estimado utilizando S2 =

(n1 − 1)S2
1 + (n2 − 1)S2

2

n1 + n2 − 2
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Ejemplo 6:
Considerar el siguiente par de muestras y, sabiendo que provienen de distribu
iones normales


on varianzas similares, estable
er un intervalo 
on un nivel del 
on�anza de 0.95 para la

diferen
ia de medias.

Muestra 1: {1.78, 0.52, 5.13, 3.86, 6.29, 2.51, 2.11, 7.66, 6.27,−4.57}
Muestra 2: {7.47,−0.80,−0.60, 0.03, 4.49,−0.14,−0.99, 0.74, 1.45, 5.38}

En primer lugar 
al
ulamos las estima
iones para las medias de las dos muestras, µ̂1 y µ̂2,

utilizando el estimador X̄ y las estima
iones de las varianzas, σ̂2
1 y σ̂

2
2, utilizando la 
uasivarianza

S2
. Los resultados que se obtienen son µ̂1 = 3.52 y σ̂2

1 = 12.69 y µ̂2 = 1.70 y σ̂2
2 = 8.95

Por lo tanto la estima
ión para la varianza 
onjunta será σ̂2 =
9 · 12.69 + 9 · 8.95

18
= 10.82 ⇒

⇒ σ̂ = 3.289. Así pues, el intervalo de 
on�anza pedido será:

IC95% (µ1 − µ2) =

(

3.52− 1.70− t0.025,18 3.289

√

1

10
+

1

10
, 3.52− 1.70 + t0.025,18 3.289

√

1

10
+

1

10

)

.

Como t0.025,18 = 2.101, tendremos que:

IC95% (µ1 − µ2) = (1.82− 2.101 · 1.471, 1.82 + 2.101 · 1.471) ⇒

IC95% (µ1 − µ2) = (−1.27, 4.91)

(
) Varianzas pobla
iones σ2
1 y σ2

2 des
ono
idas y σ2
1 6= σ2

2:

Si las varianzas pobla
ionales no se 
ono
en y no se pueden suponer iguales, se estiman 
ada

una de ellas 
on las 
uasivarianzas muestrales 
orrespondientes, obteniéndose las estima
iones

σ̂2
1 y σ̂2

2 para las varianzas. En este 
aso, la varianza de diferen
ia de medias se puede estimar se

puede estimar 
on S2
X̄1−X̄2

=
S2
1

n1
+

S2
2

n2
teniéndose que σ̂2

X̄1−X̄2
=

σ̂2
1

n1
+

σ̂2
2

n2
por lo que la variable

T =
¯(X1 − X̄2)− (µ1 − µ2)

√

S2
1

n1
+

S2
2

n2

seguirá una distribu
ión t de Student 
on g grados de libertad,

siendo g el número natural más próximo a h =

(

σ̂2
1

n1
+

σ̂2
2

n2

)2

(σ̂2
1/n1)

2

n1+1
+

(σ̂2
2/n2)

2

n2+1

− 2. Por este motivo, un

intervalo del (1− α) · 100% de probabilidad para la diferen
ia de medias es:

IP(1−α)·100%
(

X̄1 − X̄2

)

=



µ1 − µ2 − tα/2,g

√

S2
1

n1

+
S2
1

n2

, µ1 − µ2 + tα/2,g

√

S2
1

n1

+
S2
2

n2




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Por lo tanto un intervalo de 
on�anza para la diferen
ia de las medias pobla
ionales, dadas

las estima
iones puntuales µ̂1 y µ̂2, es:

IC(1−α)·100% (µ1 − µ2) =



µ̂1 − µ̂2 − tα/2,g

√

σ̂2
1

n1
+

σ̂2
1

n2
, µ̂1 − µ̂2 + tα/2,g

√

σ̂2
1

n1
+

σ̂2
2

n2





Ejemplo 7:
Repetir el ejemplo 5 suponiendo que las varianzas de ambas pobla
iones son des
ono
idas.

Para la primera de las pobla
iones 
al
ulamos la media en el ejemplo 1, obteniéndose 
omo

estima
ión para la media de di
ha pobla
ión µ̂1 = 9.89. Además 
al
ulamos una estima
ión para

la varianza en el ejemplo 2, utilizando la 
uasivarianza muestral, obteniéndose σ̂2
1 = 13.8611

Para la segunda pobla
ión 
al
ulamos en el ejemplo anterior una estima
ión de la media µ̂2 =
9.33. Además si estimamos la varianza pobla
ional para esta pobla
ión, usando el estimador


uasivarianza muestral, obtenemos σ̂2
2 = 25.0

Como no está 
laro que las varianzas sean iguales, tendremos que el intervalo de 
on�anza

para la diferen
ia de medias es:

IC95% (µ1 − µ2) =

(

9.89− 9.33− t0.025,g

√

13.8611

9
+

25

9
, 9.89− 9.33 + t0.025,g

√

13.8611

9
+

25

9

)

y


omo h =
( 13.8611

9
+ 25

9 )
2

(13.8611/9)2

10
+
(25/9)2

10

− 2 = 16.48, tomaremos g = 16 y 
omo t0.025,16 = 2.12, por lo tanto

IC95% (µ1 − µ2) = (0.56− 2.12 · 2.08, 0.56 + 2.12 · 2.08) ⇒

IC95% (µ1 − µ2) = (−3.85, 4.97)

8.4.6 Intervalo de 
on�anza para la diferen
ia de propor
iones p1− p2

Consideremos ahora dos pobla
iones que siguen distribu
iones binomialesBin(n1, p1) yBin(n2, p2),
respe
tivamente, 
uyas probabilidades p1 y p2 son des
ono
idas. Si queremos ha
er una esti-

ma
ión puntual de la diferen
ia de probabilidades, p1 − p2, un buen estimador es la diferen
ia

de propor
iones P1−P2, donde P1 es la propor
ión de éxitos de la muestra 1 y P2 la propor
ión

de éxitos de la muestra 2.
Suponiendo que se 
umplen las 
ondi
iones de normalidad para ambas distribu
iones, esto

es, n1p1 > 5, n1(1−p1) > 5 y n2p2 > 5, n2(1−p2) > 5, sabemos que las distribu
iones binomiales

se puede aproximar por normales de medias p1 y p2, respe
tivamente, y varianzas

p1(1− p1)

n1
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y

p2(1− p2)

n2
, respe
tivamente, por lo que la diferen
ia de probabilidades seguirá también una

distribu
ión normal de media p1 − p2 y de varianza

p1(1− p1)

n1
+

p2(1− p2)

n2
. Por lo tanto, un

intervalo de probabilidad al (1− α) · 100% para el estimador P1 − P2 será:

IP(1−α)·100%(P1−P2)=



p1−p2 − zα/2

√

p1(1− p1)

n1
+

p2(1− p2)

n2
, p1−p2 + zα/2

√

p1(1− p1)

n1
+

p2(1− p2)

n2





A partir de aquí, si tenemos dos estima
iones puntuales p̂1 y p̂2 para las probabilida-

des pobla
ionales, bajo el supuesto de tamaños muestrales grandes, se obtiene, 
omo en 
a-

sos anteriores, el intervalo de 
on�anza para la diferen
ia de probabilidades pobla
ionales:

IC(1−α)·100%(p1−p2)=



p̂1−p̂2 − zα/2

√

p̂1(1−p̂1)

n1
+

p̂2(1−p̂2)

n2
, p̂1−p̂2 + zα/2

√

p̂1(1−p̂1)

n1
+

p̂2(1−p̂2)

n2





Ejemplo 8:
Considerar el jugador de balon
esto del ejemplo 3 y, sabiendo que un 
ompañero suyo ha

a
ertado 40 tiros libres de 50 intentos, 
al
ular un intervalo para la diferen
ia de probabilidades

de a
ierto entre estos dos jugadores.

Del primer jugador tenemos una estima
ión para su probabilidad de en
estar dada por

p̂1 = 0.85, mientras que para el segundo jugador, di
ha estima
ión es p̂2 = 0.8. Con estos datos y
dado que los tamaños muestrales son grandes (se satisfa
e que np > 5 y n(1−p) > 5 para ambas
muestras) tendremos que el intervalo de 
on�anza 
on 0.95 de nivel de 
on�anza será IC95%(p1−
p2) =

(

0.85− 0.8− z0.025

√

0.85·0.15
100

+ 0.8·0.2
50

, 0.85− 0.8 + z0.025

√

0.85·0.15
100

+ 0.8·0.2
50

)

, 
omo z0.025 =

1.96 tendremos que IC95%(p1 − p2) = (0.05− 1.96 · 0.067, 0.05 + 1.96 · 0.067) ⇒

IC95%(p1 − p2) = (−0.08, 0.18)

8.4.7 Intervalo de 
on�anza para el 
o
iente de varianzas

σ2

1/σ2

2

Supongamos que tenemos dos pobla
iones normales de varianzas σ2
1 y σ2

2, respe
tivamente.

Vamos a 
onstruir un intervalo de 
on�anza para el 
o
iente de varianzas, suponiendo que

las muestras son de tamaños n1 y n2, respe
tivamente, y los estimadores puntuales para las

varianzas son las 
uasivarianzas muestrales S2
1 y S2

2 . Vimos en el 
apítulo anterior que la

variable F =
S2
1/σ2

1

S2
2/σ2

2

sigue una distribu
ión F de Fisher 
on n1 − 1 grados de libertad en el

numerador y n2 − 1 grados de libertad en el denominador, F(n1−1,n2−1). De�niendo Fα,n1−1,n2−1

tal que p (F > Fα;n1−1,n2−1) = α y re
ordando que F1−α;n1−1,n2−1 = 1/Fα;n2−1,n1−1 tendremos que
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un intervalo del (1 − α) · 100% de probabilidad para el estimador puntual para el 
o
iente de

varianzas,

S2
1

S2
2

, será IP(1−α)·100%

(S2
1

S2
2

)

=





σ2
1

σ2
2

Fα/2;n2−1,n1−1

,
σ2
1

σ2
2

Fα/2;n1−1,n2−1





Por lo que, si σ̂2
1 y σ̂2

2 son estima
iones puntuales para las varianzas pobla
ionales (obtenidas

a partir del estadísti
os 
uasivarianza muestral), tendremos que un intervalo de 
on�anza para

las varianzas pobla
ionales será:

IC(1−α)·100%

(

σ2
1

σ2
2

)

=





σ̂2
1

σ̂2
2

Fα/2;n1−1,n2−1
,
σ̂2
1

σ̂2
2

Fα/2;n2−1,n1−1





Ejemplo 9:
Considerar las muestras del ejemplo 7 y 
al
ular un intervalo de 
on�anza para el 
o
iente

de varianzas, de modo que se pueda analizar si es razonable 
onsiderar que ambas varianzas

son iguales o no.

Para estas muestras hemos obtenido las estima
iones de las varianzas, σ̂2
1 y σ̂2

2 , utilizando


omo estimador la 
uasivarianza. Los resultados obtenidos son σ̂2
1 = 13.8611 y σ̂2

2 = 25.0.
Como el tamaño muestral es n1 = n2 = 9, el intervalo de 
on�anza bus
ado será:

IC95%

(

σ2
1

σ2
2

)

=

(

13.8611/25.0

F0.025;8,8
,
13.8611

25.0
F0.025;8,8

)

Como F0.025;8,8 = 4.4333 tendremos que IC95%

(

σ2
1

σ2
2

)

=

(

0.554

4.4333
, 0.554 · 4.4333

)

⇒

IC95%

(

σ2
1

σ2
2

)

= (0.125, 2.458)

Como el intervalo de 
on�anza para el 
o
iente de las varianzas pobla
ionales 
ontiene al

valor 1, sería razonable 
onsiderar que ambas varianzas son iguales

σ2
1

σ2
2

= 1

8.4.8 Intervalo de 
on�anza para datos apareados

En algunos de los apartados anteriores hemos trabajado 
on dos pobla
iones diferentes, pero

suponiendo que ambas eran independientes. Sin embargo, no siempre es así, ya que en algunos


asos las muestras que extraemos de las pobla
iones son dependientes. Supongamos ahora que

tenemos dos pobla
iones normales N(µ1, σ1) y N(µ2, σ2) de las 
uales extraemos dos muestras,
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dependientes una de la otra, del mismo tamaño muestral n. Este tipo de situa
iones se suele

referir a experimentos en los que medimos una determinada 
ara
terísti
a de una muestra y

después de un determinado tratamiento de la muestra volvemos a medir la misma 
ara
terísti
a.

A este tipo de experimentos se les denomina observa
iones apareadas.

En este 
aso lo que nos interesa es 
onstruir un intervalo de 
on�anza para la diferen
ia

entre las muestras, de modo que si los valores muestrales que tenemos son {x1i}ni=1 para la

pobla
ión 1 y {x2i}ni=1 para la pobla
ión 2, de�niremos la diferen
ia entre los datos apareados,

di = x1i − x2i para i = 1, 2, . . . , n. Así 
onstruiremos una variable aleatoria D = X1 − X2,

que para una muestra su�
ientemente grande se puede 
onsiderar que sigue una distribu
ión

normal de media µD = µ1 − µ2 y de varianza σ2
D, que 
umplirá que σ2

D 6= σ2
1 + σ2

2 ya que se

trata de variables dependientes. Las estima
iones puntuales de estos parámetros pobla
ionales

las 
al
ularemos utilizando los estimadores D̄ =
1

n

n
∑

i=1

di y S2
D =

1

n− 1

n
∑

i=1

(

di − D̄
)2
, dando

lugar a las estima
iones puntuales µ̂D y σ̂2
D.

Como la variable aleatoria D̄ seguirá una distribu
ión normal de media µD y de varianza

σ2
D/n, un intervalo de probabilidad al (1 − α) · 100% para la media de las diferen
ias D̄ será

IP(1−α)·100%(D̄) =

(

µD−tα/2,n−1
SD√
n
, µD+tα/2,n−1

SD√
n

)

que se aproxima por IP(1−α)·100%(D̄) =
(

µD−zα/2
SD√
n
, µD+zα/2

SD√
n

)

si la muestra es grande (n > 30).

Así pues, el intervalo de 
on�anza para la media pobla
ional de las diferen
ias, µD, se podrá

obtener en fun
ión de las estima
iones puntuales µ̂D y σ̂2
D, 
omo:

IC(1−α)·100%(µD) =

(

µ̂D − tα/2,n−1
σ̂D√
n
, µ̂D + tα/2,n−1

σ̂D√
n

)

que se aproxima por:

IC(1−α)·100%(µD) =

(

µ̂D − zα/2
σ̂D√
n
, µ̂D + zα/2

σ̂D√
n

)

si la muestra es grande.

Ejemplo 10:
Considerar una muestra de 8 pa
ientes a los que se les administra un medi
amento para

disminuir la presión arterial. Se miden los siguientes valores de la presión arterial antes y

después de administrar el medi
amento:

Antes 122 110 95 97 156 120 141 92
Después 121 115 95 112 119 115 104 91
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Cal
ular un intervalo de 
on�anza para la media de la diferen
ia y 
omentar el resultado.

En primer lugar 
al
ulamos las diferen
ias individuales, di = xdi − xai y, a partir de ahí,

una estima
ión de la media de las diferen
ias utilizado el estimador D̄. Igualmente 
al
ulamos

una estima
ión para σ2
D utilizando la 
uasivarianza muestral.

Teniendo en 
uenta que:

Antes 122 110 95 97 156 120 141 92
Después 121 115 95 112 119 115 104 91

Diferen
ia, di −1 5 0 15 −37 −5 −37 −1

tendremos que µ̂D = −7.625 y σ̂2
D = 364.27 ⇒ σ̂D = 19.086. Por lo tanto, el intervalo de


on�anza pedido será IC95%(µD) =

(

−7.625− t0.025,7
19.086√

8
,−7.625 + t0.025,7

19.086√
8

)

. Como

t0.025,7 = 2.365 tendremos que:

IC95%(µD) = (−7.625− 2.365 · 6.748,−7.625 + 2.365 · 6.748) ⇒

IC95%(µD) = (−23.58, 8.33)

Analizando estos datos no podemos asegurar que el medi
amento sirva para disminuir la

presión arterial, dado que en el intervalo de 
on�anza para la media de la diferen
ia están

in
luídos valores positivos, lo 
ual signi�
aría que no sólo es posible que el medi
amento no

disminuya la presión arterial, sino que también podría aumentarla.



Capítulo 9

Hipótesis estadísti
as I

Contrastes de hipótesis. Tipos de errores. Región


ríti
a. Nivel de signi�
a
ión, valor P y poten
ia de un


ontraste. Contrastes relativos a propor
iones, medias

y varianzas. Tamaños muestrales en los 
ontrastes.

9.1 Contrastes de hipótesis

9.1.1 Introdu

ión

En mu
hos problemas de investiga
ión se tiene que 
omprobar, 
on unos 
iertos márgenes de

error, si una hipótesis es 
orre
ta o no. En 
iertos 
asos estas hipótesis están referidas a los

valores de los parámetros de una o varias pobla
iones, o a la 
ompara
ión de una pobla
ión 
on

un modelo o 
on otra pobla
ión. Por ejemplo, queremos saber si la media de una pobla
ión

tiene un determinado valor o no, o si la dispersión de una pobla
ión es mayor o menor que la

de otra, et
.

Un 
ontraste de hipótesis estadísti
o es un pro
edimiento que nos permitirá a
eptar o re
ha-

zar una hipótesis sobre una pobla
ión, 
on un determinado error, utilizando los datos de una

muestra aleatoria de di
ha pobla
ión. Si la hipótesis se formula sobre un determinado parámetro

de la pobla
ión se di
e que el 
ontraste es parámetri
o, mientras que si los 
ontrastes se re�eren

al tipo de distribu
ión se denominan 
ontrastes no paramétri
os.

9.1.2 Formula
ión de un 
ontraste de hipótesis

En la realiza
ión de un 
ontraste de hipótesis ne
esitamos de�nir varias 
osas:

1. Hipótesis nula: El primer paso para formular un 
ontraste es estable
er la hipótesis

95
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estadísti
a que se quiere a
eptar o re
hazar. Di
ha hipótesis se denomina hipótesis nula,

H0, porque suele referirse que no hay diferen
ias entre el valor verdadero de lo que se

quiere 
ontrastar y el valor propuesto. Si θ es el parámetro pobla
ional que queremos

analizar y θ0 es el valor propuesto, la hipótesis nula será H0 : θ = θ0. Normalmente

se suelen formular hipótesis 
on inten
ión de re
hazarlas, tratando de demostrar que las

diferen
ias que se obtienen entre el valor real y el muestral no son debidas simplemente

a la �u
tua
ión estadísti
a. Así, si queremos demostrar que una moneda está tru
ada,

nuestra hipótesis nula será que la probabilidad de que salga, por ejemplo, 
ara es 0.5
(esto es, H0 : p = 0.5) de modo que al realizar un muestreo y analizar el valor muestral

obtenido p̂ podamos de
ir si las diferen
ias obtenidas entre p̂ y p = 0.5 son expli
ables

dentro de las �u
tua
iones estadísti
as, en 
uyo 
aso a
eptamos la hipótesis nula, o no,

re
hazándose la hipótesis nula.

2. Hipótesis alternativa: Por otro lado, se estable
e una hipótesis alternativa, H1, que se

a
epta 
uando se re
haza la hipótesis nula. Di
ha hipótesis alternativa puede ser:

(a) una nega
ión en sentido estri
to de la hipótesis nula, esto es H1 : θ 6= θ0, denominado


ontraste bilateral ; o

(b) una nega
ión en sentido amplio, bien porque 
reamos que el parámetro pobla
ional

es mayor que el valor propuesto, esto es H1 : θ > θ0 (
ontraste unilateral dere
ho); o bien
porque 
reamos que el parámetro pobla
ional es menor que el valor propuesto, H1 : θ < θ0
(
ontraste unilateral izquierdo).

En el ejemplo anterior de la moneda la hipótesis alternativa sería: (a) para un 
on-

traste bilateral, H1 : p 6= 0.5, y (b) para un 
ontraste unilateral, o bien H1 : p < 0.5
si sospe
hamos que la probabilidad de salir 
ara es menor que la de salir 
ruz, o bien

H1 : p > 0.5 si sospe
hamos lo 
ontrario.

3. Estadísti
o de 
ontraste: Para realizar el 
ontraste de hipótesis se ne
esita utilizar un

estadísti
o de prueba o de 
ontraste o fun
ión de de
isión 
uya distribu
ión se supone


ono
ida. En el ejemplo anterior de la moneda, usaríamos 
omo estadísti
o de prueba

la propor
ión de una distribu
ión binomial, P , que sabemos que sigue, para tamaños

muestrales grandes, una distribu
ión normal, P ∼ N

(

p,

√

p(1− p)

n

)

.

4. Nivel de signi�
a
ión: Una vez de�nido el estadísti
o del 
ontraste, se �ja un nivel de

signi�
a
ión α para el 
ontraste, lo que permite obtener: (a) una región de a
epta
ión

para H0, que 
orresponderá a un intervalo 
on probabilidad (1−α) para el estadísti
o de

ontraste; y (b) su 
orrespondiente región de re
hazo, que será la 
omplementaria en la

re
ta real y que determinará la región de probabilidad α para los valores menos probables

del estadísti
o en el 
aso de que H0 fuese 
ierta.
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Una vez de�nido todo lo anterior, tomaremos una muestra de tamaño n de la pobla
ión, hare-

mos una estima
ión muestral del parámetro pobla
ional y, dependiendo de que la estima
ión

muestral esté en la región de a
epta
ión o en la región de re
hazo, a
eptaremos o re
hazaremos

la hipótesis nula.

Ejemplo 1:

Figura 9.1: Esquema de un 
ontraste bilateral para la

propor
ión p de una distribu
ión binomial

Supongamos que queremos saber

si una moneda está tru
ada. Va-

mos a analizar 
omo realizar un


ontraste de hipótesis tanto en el

supuesto de que la hipótesis alterna-

tiva fuese una oposi
ión estri
ta a la

hipótesis nula, 
omo en el 
aso 
on-

trario de una oposi
ión en un sen-

tido amplio.

• Contraste bilateral : Suponga-

mos que sospe
hamos que una

moneda está tru
ada, pero no sabemos en qué sentido, si en el de que la probabilidad

de 
ara sea mayor que la de 
ruz o vi
eversa. En este 
aso, el 
ontraste de hipótesis se

formularía de la siguiente manera, suponiendo que p fuese la probabilidad de que salga


ara:

{

H0 : p = 0.5

H1 : p 6= 0.5

De�nimos ahora el estadísti
o del 
ontraste, que en este 
aso será la propor
ión de éxitos

de la muestra, P =
#éxitos

#ensayos

. Sabemos que di
ho estadísti
o sigue una distribu
ión

normal, P ∼ N

(

p,

√

p(1− p)

n

)

. Además, si la hipótesis nula es 
ierta, di
ha distribu
ión

será P ∼ N

(

p0,

√

p0(1− p0)

n

)

, 
on p0 = 0.5.

Posteriormente, �jamos un nivel de signi�
a
ión α y, por lo tanto, la región de a
epta
ión

de H0, RAα, es un intervalo de probabilidad al (1−α) ·100% para P , esto es, un intervalo

en el 
ual se en
ontrará P 
on probabilidad (1 − α) en el 
aso de que la hipótesis nula
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sea 
ierta. Di
ho intervarlo será, según vimos en 
apítulo anterior:

RAα = IP(1−α)·100%(P ) =

(

p0 − zα/2

√

p0(1− p0)

n
, p0 + zα/2

√

p0(1− p0)

n

)

Por lo tanto, a
eptaremos H0 si nuestro valor muestral p̂ está en di
ho intervalo, p̂ ∈
IP(1−α)·100%(P ) = RAα.

La región de re
hazo o región 
ríti
a será el intervalo 
omplementario al anterior:

RCα =

(

−∞, p0 − zα/2

√

p0(1− p0)

n

]

∪
[

p0 + zα/2

√

p0(1− p0)

n
,∞
)

de modo que re
hazaremos la hipótesis nula H0 y, por tanto, a
eptaremos la alternativa

H1 si nuestro valor muestral p̂ está en di
ha región, p̂ ∈ RCα. Esto es debido a que si la

hipótesis nula es 
ierta, la probabilidad de que el valor muestral p̂ 
aiga en la región de

re
hazo RCα es muy baja (sólo un α · 100%) y, por lo tanto, 
on
luiremos que si hemos

obtenido un valor muestral en esa región es debido a que la hipótesis nula es falsa, y no

a que se haya produ
ido un su
eso de tan baja probabilidad.

• Contraste unilateral: De nuevo, bajo la suposi
ión de que la moneda está tru
ada, vamos

a 
onsiderar que tenemos sospe
has de que la probabilidad de que salga 
ara es mayor que

la de que salga 
ruz. En este 
aso, si p es la probabilidad de que salga 
ara, el 
ontraste

se formularía de la siguiente manera:

{

H0 : p = 0.5

H1 : p > 0.5

El estadísti
o de 
ontraste será de nuevo la propor
ión de éxitos P y en este 
aso el

Figura 9.2: Esquema de un 
ontraste unilateral dere
ho (a la dere
ha) y un 
ontraste unilateral

izquierdo (a la izquierda) para la propor
ión p de una distribu
ión binomial
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intervalo de probabilidad para P no estará 
entrado en p0 = 0.5, sino que será asimétri
o:

RAα = IP(1−α)·100%(P ) =

(

−∞, p0 + zα

√

p0(1− p0)

n

)

de modo que a
eptaremos H0 si el valor muestral p̂ se en
uentra en di
ho intervalo o

región de a
epta
ión RAα. En este 
aso, la región de re
hazo que nos permitirá a
eptar

la hipótesis alternativa H1 si el valor muestral p̂ se en
uentra en di
ho intervalo quedará

a la dere
ha (
ontraste unilateral dere
ho) y será:

RCα =

[

p0 + zα

√

p0(1− p0)

n
,∞
)

Por el 
ontrario, si tuviesemos sospe
has de que la probabilidad de obtener 
ara es menor

que la de obtener 
ruz, el 
ontraste de hipótesis sería unilateral izquierdo y se enun
iará

de la siguiente manera:

{

H0 : p = 0.5

H1 : p < 0.5

la región de a
epta
ión de la hipótesis nula será, 
on p0 = 0.5,

RAα = IP(1−α)·100%(P ) =

(

p0 − zα

√

p0(1− p0)

n
,∞
)

y la región de re
hazo será:

RCα =

(

−∞, p0 − zα

√

p0(1− p0)

n

]

Ejemplo 2:
Supongamos que en el ejemplo anterior hemos tirado la moneda 50 ve
es y hemos obtenido


ara 35 ve
es.

El valor muestral que hemos obtenido para la probabilidad de 
ara será p̂ =
35

50
= 0.7. Este

dato podría ha
ernos sospe
har que la moneda está tru
ada y que la probabilidad de salir 
ara

es mayor que la de salir 
ruz. Así pues, el 
ontraste de hipótesis lo realizaremos de la siguiente

forma:

{

H0 : p = 0.5

H1 : p > 0.5
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Eligiendo un nivel de signi�
a
ión α = 0.05, tendremos que: la región de re
hazo será

RC0.05 =

[

p0 + z0.05

√

p0(1− p0)

n
,∞
)

. Como p0 = 0.5, n = 50 y z0.05 = 1.645, tendremos que:

RC0.05 = [0.616,∞)

Como p̂ = 0.7 ∈ RC0.05 re
hazaremos la hipótesis nula y a
eptamos la alternativa, 
on-

siderando, por lo tanto, que la moneda está tru
ada en el sentido de que la probabilidad de

salir 
ara es mayor que la de salir 
ruz. La expli
a
ión de por qué tomamos esta de
isión es

que de ser 
ierta la hipótesis de que la probabilidad de salir 
ara es p0 = 0.5 (H0 
ierta), sólo

habría un 5% de probabilidad de que nos diese p̂ > 0.616 (región de re
hazo). Por lo tanto, si a

nosotros nos ha salido p̂ > 0.616 (que es un su
eso po
o probable si H0 es 
ierta) es posible que

se deba a que H0 es falsa, por lo que re
hazamos la hipótesis nula y a
eptamos la alternativa.

9.2 Tipos de errores, nivel de signi�
a
ión y poten
ia de

un 
ontraste

Cuando realizamos un 
ontraste de hipótesis de 
ara a tomar una de
isión sobre un parámetro

pobla
ional, estamos sujetos a in
ertidumbres debidas al muestreo y al nivel de signi�
a
ión

que 
onsideremos. Eso signi�
a que podemos 
ometer errores, o bien re
hazando la hipótesis

nula 
uando es verdadera o bien a
eptándola 
uando es falsa. En el primer 
aso 
ometeremos

un error que se denomina de tipo I y en el segundo 
aso el error 
ometido será de tipo II.

Estos tipos de errores se resumen en la siguiente tabla:

De
isión

Hipótesis

H0 verdadera H0 falsa

Se a
epta H0 De
isión 
orre
ta Error de tipo II

Se re
haza H0 Error de tipo I De
isión 
orre
ta

Evidentemente la probabilidad de 
ometer un error tipo I está rela
ionada 
on el nivel de

signi�
a
ión α. Esto es debido a que di
ho nivel de signi�
a
ión nos indi
a que si realizamos un

gran número de ve
es el 
ontraste de hipótesis propuesto, un α · 100% de ve
es re
hazaremos la

hipótesis nula siendo 
ierta, por lo tanto un α · 100% de ve
es 
ometeremos un error tipo I. Por

otro lado α también determina los tamaños de las regiones 
ríti
a y de a
epta
ión, un menor

valor de α supone un mayor valor de la región de a
epta
ión, lo 
ual puede llevarnos a 
ometer

mayores errores de tipo II, 
omo veremos a 
ontinua
ión. En general se suelen usar niveles de

signi�
a
ión de 0.05 ó de 0.01.
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Figura 9.3: Esquema para el 
ál
ulo de los errores de tipo II

Vamos a analizar ahora la

probabilidad de 
ometer un

error de tipo II, denotada nor-

malmente por β. Di
ho error

es imposible de 
al
ular a no

ser que se tenga una hipóte-

sis alternativa espe
í�
a. Por

ejemplo, en el supuesto de la

moneda tru
ada, donde nuestra

hipótesis nula es H0 : p = 0.5 y la hipótesis alternativa H1 : p 6= 0.5, podemos preguntarnos

por el error de tipo II que 
ometeríamos si a
eptamos la hipótesis nula en el supuesto de que la

verdadera probabilidad de que salga 
ara no sea p = p0 = 0.5 sino p = p1 6= 0.5. Di
ho error β
se 
al
ulará 
omo la probabilidad de que dado el estadísti
o muestral P obtengamos un valor

muestral en la región de a
epta
ión de H0 supuesto que el auténti
o valor pobla
ional de di
ho

parámetro es p = p1. El 
ál
ulo de este error de tipo II queda ilustrado en la �gura 9.3.

Según lo anterior, está 
laro que los errores de tipo I y de tipo II se rela
ionan entre sí.

Para una muestra dada, la disminu
ión del error de tipo I, esto es, la disminu
ión del nivel de

signi�
a
ión α, supone una mayor región de a
epta
ión y, por lo tanto, un mayor error de tipo

II, ya que aumenta β. Para 
ada 
aso parti
ular habrá que estudiar 
uál de los errores es más

importante 
ontrolar y �jar las regiones de a
epta
ión y re
hazo de modo que se disminuya

el error menos deseable. Esto nos lleva a de�nir un 
on
epto importante en el 
ontraste de

hipótesis: la poten
ia del 
ontraste. Di
ha poten
ia del 
ontraste es la probabilidad de re
hazar

la hipótesis nula H0 
uando es falsa, por lo tanto, la poten
ia del 
ontraste será 1 − β y

depende del valor verdadero del parámetro pobla
ional que se quiere estudiar. La poten
ia

de un 
ontraste nos da una medida de la sensibilidad para dete
tar diferen
ias en los valores

del parámetro. Si se �ja de antemano el nivel de signi�
a
ión, elegiremos siempre el tipo de


ontraste que presente una poten
ia mayor para un determinado tamaño muestral.

Con todo esto, podemos repetir la tabla anterior asignando la probabilidad de 
ada de
isión

en fun
ión de la de
isión que tomemos 
ondi
ionada a que H0 sea verdadera o falsa:

De
isión

Hipótesis

H0 verdadera H0 falsa

Se a
epta H0
De
isión 
orre
ta Error de tipo II

1− α = p(a
eptar H0|H0 verdad) β = p(a
eptar H0|H0 falsa)

Se re
haza H0
Error de tipo I De
isión 
orre
ta

α = p(re
hazar H0|H0 verdad) 1− β = p(re
hazar H0|H0 falsa)
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Ejemplo 3:
En el ejemplo anterior en el que hemos tirado la moneda 50 ve
es, vimos que un 
ontraste

de hipótesis unilateral dere
ho del tipo:

{

H0 : p = p0 = 0.5

H1 : p > 0.5


on un nivel de signi�
a
ión α = 0.05, daba lugar a una región de a
epta
ión RA0.05 =
(−∞, 0.616) y una región de re
hazo RC0.05 = [0.616,∞).

Si suponemos que el verdadero valor para la probabilidad de obtener 
ara es p1 = 0.75, el

error de tipo II lo obtendremos viendo que probabilidad de la distribu
iónN

(

p1,

√

p1(1− p1)

n

)

está en el intervalo RA0.05 = (−∞, 0.616). Si 
onsideramos que P ∼ N

(

p1,

√

p1(1− p1)

n

)

=

N (0.75, 0.0612), tendremos que β = p(P < 0.616) = p

(

Z <
0.616− 0.75

0.0612

)

= p(Z < −2.188)

siendo Z ∼ N(0, 1). Por lo tanto, mirando en las tablas, tendremos que β = 0.014. La poten
ia
de este 
ontraste será 1− β = 0.986.

Sin embargo, si el verdadero valor de la probabilidad de obtener 
ara fuese p1 = 0.65, el error

de tipo II sería diferente, ya que tendríamos que 
onsiderar que P ∼ N

(

p1,

√

p1(1− p1)

n

)

=

N (0.65, 0.0675) y tendríamos β = p(P < 0.616) = p

(

Z <
0.616− 0.65

0.0675

)

= p(Z < −0.504) =

0.307, en 
uyo 
aso la poten
ia del 
ontraste sería 1− β = 0.693

En este mismo ejemplo, si en lugar de tirar la moneda 50 ve
es la tiramos 100 ve
es, la

región de a
epta
ión y de re
hazo para un mismo nivel de signi�
a
ión α = 0.05 
ambiarán ya

que ha 
ambiado el tamaño muestral, obteniéndose:

RA0.05=

(

−∞, p0 + z0.05

√

p0(1− p0)

n

)

=(−∞, 0.582) y RC0.05=

[

p0 + z0.05

√

p0(1− p0)

n
,∞
)

=

[0.582,∞). Ahora, en el supuesto de que la verdadera probabilidad de obtener 
ara fuese p1 =

0.65, el error de tipo II habrá disminuido, ya que supondremos que P ∼N

(

p1,

√

p1(1− p1)

n

)

=

N (0.65, 0.0477), por lo tanto β = p(P < 0.582) = p

(

Z <
0.582− 0.65

0.0477

)

= p(Z < −1.420) =

0.078 y la poten
ia de este 
ontraste será 1− β = 0.922
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9.3 P -valor de un 
ontraste de hipótesis

Cuando realizamos un 
ontraste de
idimos si a
eptamos o re
hazamos la hipótesis nula H0 en

fun
ión de que el valor del parámetro muestral se en
uentre en la región de a
epta
ión o en

la de re
hazo. Sin embargo, es interesante saber, tanto si a
eptamos 
omo si re
hazamos la

hipótesis nula, el grado de a
uerdo entre los datos de nuestra muestra y la de
isión que hemos

tomado. Para ello utilizaremos el P -valor, que mide el grado de a
epta
ión de la hipótesis

nula para nuestros datos muestrales, de modo que 
uanto mayor es el P -valor más se ajustan

nuestros datos a la hipótesis nula y 
uanto menor es di
ho valor más fuerte es el argumento

para re
hazar la hipótesis nula. El P -valor será una probabilidad que 
al
ularemos a partir del

valor muestral del estadísti
o siguiendo el pro
edimiento des
rito a 
ontinua
ión:

• Contraste bilateral: Supongamos que tenemos un 
ontraste bilateral para el parámetro

θ, de modo que

{

H0 : θ = θ0

H1 : θ 6= θ0
, y hemos obtenido θ̂ 
omo la estima
ión de θ a partir de

nuestra muestra usando el estimador A. El P -valor en este 
aso se 
al
ulará 
omo:

P -valor = p
(

|A− θ0| >
∣

∣

∣
θ̂ − θ0

∣

∣

∣

)

supuesto que H0 es 
ierta.

• Contraste unilateral: Supongamos que tenemos un 
ontraste unilateral dere
ho para el

parámetro θ,

{

H0 : θ = θ0

H1 : θ > θ0
, y θ̂ es el valor muestral obtenido 
on el estimador A, el

P -valor será:

P -valor = p
(

A− θ0 > θ̂ − θ0

)

suponiendo que H0 es 
ierta.

En el 
aso de que el 
ontraste sea unilateral izquierdo,

{

H0 : θ = θ0

H1 : θ < θ0
, el P -valor será:

P -valor = p
(

θ0 − A > θ0 − θ̂
)

suponiendo que H0 es 
ierta.
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Figura 9.4: Esquema del 
ál
ulo del P -valor para un 
ontraste bilateral (a la dere
ha) y para

un 
ontraste unilateral izquierdo (a la izquierda).

9.4 Contrastes de hipótesis para una pobla
ión

9.4.1 Contraste de una propor
ión de una binomial

Supongamos que queremos 
ontrastar el valor del parámetro pobla
ional p de una distribu
ión

binomial. Para ello utilizaremos el estadísti
o P =
#éxitos

#ensayos

, que sabemos que si el tamaño

muestral n es grande (en la prá
ti
a se a
epta si np > 5 y n(1− p) > 5) sigue una distribu
ión

normal P ∼ N

(

p,

√

p(1− p)

n

)

.

Si queremos 
ontrastar la propor
ión p 
on un valor teóri
o p0, la variable aleatoria tipi�
ada

Z =
P − p0

√

p0(1− p0)

n

seguirá una distribu
ión normal Z ∼ N(0, 1)
Suponiendo que p̂ es la estima
ión muestral que hemos obtenido, el valor de la variable

que usaremos en el 
ontraste para 
omparar 
on las regiones de a
epta
ión y de re
hazo será

zmuestral =
p̂− p0

√

p0(1− p0)

n
Por lo tanto, dado el nivel de signi�
a
ión α, el 
ontraste y las regiones de a
epta
ión y


ríti
as para el estadísti
o Z serán:

• Contraste bilateral:

� Contraste:

{

H0 : p = p0

H1 : p 6= p0
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� Región de a
epta
ión: RAα =
(

−zα/2, zα/2

)

, a
eptamos H0 si zmuestral ∈ RAα

� Región 
ríti
a: RCα =
(

−∞,−zα/2

]

∪
[

zα/2,∞
)

• Contraste unilateral dere
ho:

� Contraste:

{

H0 : p = p0

H1 : p > p0

� Región de a
epta
ión: RAα = (−∞, zα), a
eptamos H0 si zmuestral ∈ RAα

� Región 
ríti
a: RCα = [zα,∞)

• Contraste unilateral izquierdo:

� Contraste:

{

H0 : p = p0

H1 : p < p0

� Región de a
epta
ión: RAα = (−zα,∞), a
eptamos H0 si zmuestral ∈ RAα

� Región 
ríti
a: RCα = (−∞,−zα]

Ejemplo 4:
Supongamos que un jugador de balon
esto tenía ha
e 3 años un por
entaje de a
iertos en

tiros libre del 90%. A día de hoy, para tratar de 
omprobar si di
ho por
entaje se mantiene

ha
e 100 lanzamientos y a
ierta sólo 85, ¾podemos 
onsiderar que su por
entaje de a
iertos no

ha variado?

Usaremos un nivel de signi�
a
ión α = 0.05. Vamos a apli
ar un 
ontraste bilateral sobre

la propor
ión de una binomial, puesto que no tenemos indi
a
iones de que el por
entaje de

a
iertos haya aumentado o disminuído en los 3 años trans
urridos. Así pues, tendremos que:

{

H0 : p = 0.9

H1 : p 6= 0.9

El estadísti
o que utilizaremos será Z =
P − 0.9
√

0.9 · 0.1
100

=
P − 0.9

0.03
y el valor muestral de Z será

zmuestral =
P − p0
√

p0(1−p0)
n

=
0.85− 0.9

0.03
= −1.667.
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Como la región de a
epta
ión para α = 0.05 es RA0.05 = (−z0.025, z0.025) = (−1.96, 1.96),
tendremos que zmuestral ∈ RA0.05, así que no podemos re
hazar la hipótesis nula de que el

por
entaje de a
iertos del jugador es el mismo que ha
e 3 años.

En este 
aso el P -valor es: P -valor = 1 − p(−1.667 < Z < 1.667) = 2 · p(Z > 1.667) =
2 · 0.0478 = 0.0956, lo que signi�
a que si re
hazasemos la hipótesis nula nos equivo
aríamos

un 9.56% de las ve
es.

9.4.2 Contraste de la media de una pobla
ión normal

En el 
aso de querer realizar un 
ontraste sobre el valor des
ono
ido de la media de una

variable aleatoria X ∼ N (µ, σ) 
uyo valor muestral µ̂ se habrá obtenido mediante el estimador

X̄ , tendremos que 
onsiderar dos 
asos posibles:

(a) Varianza pobla
ional σ2

ono
ida:

En este 
aso sabemos que la variable aleatoria X̄ seguirá una distribu
ión normal X̄ ∼ N

(

µ,
σ√
n

)

,

donde n es el tamaño muestral. En este 
aso, suponiendo que el valor teóri
o de la media pobla-


ional es µ0, utilizaremos la variable tipi�
ada

Z =
X̄ − µ0

σ/√n

que seguirá una distribu
ión Z ∼ N(0, 1), y el valor muestral que usaremos a
eptar o re
hazar

la hipótesis nula será zmuestral =
µ̂− µ0

σ/√n
.

Suponiendo un nivel de signi�
a
ión α, el 
ontraste y los 
orrespondientes intervalos de

a
epta
ión y 
ríti
os serán:

• Contraste bilateral:

� Contraste:

{

H0 : µ = µ0

H1 : µ 6= µ0

� Región de a
epta
ión: RAα =
(

−zα/2, zα/2

)

, a
eptamos H0 si zmuestral ∈ RAα

� Región 
ríti
a: RCα =
(

−∞,−zα/2

]

∪
[

zα/2,∞
)

• Contraste unilateral dere
ho:
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� Contraste:

{

H0 : µ = µ0

H1 : µ > µ0

� Región de a
epta
ión: RAα = (−∞, zα), a
eptamos H0 si zmuestral ∈ RAα

� Región 
ríti
a: RCα = [zα,∞)

• Contraste unilateral izquierdo:

� Contraste:

{

H0 : µ = µ0

H1 : µ < µ0

� Región de a
epta
ión: RAα = (−zα,∞), a
eptamos H0 si zmuestral ∈ RAα

� Región 
ríti
a: RCα = (−∞,−zα]

Ejemplo 5:
Un fabri
ante de monitores para ordenador asegura que la vida media de sus monitores es

3000 horas, 
on desvia
ión típi
a de 48.6. A
eptando 
omo válido el valor de la desvia
ión

típi
a, se quiere 
ontrastar si la vida media es de 3000 horas o menor. Se 
ontrola la dura
ión

de 45 monitores elegidos al azar de su produ

ión y se obtiene una vida media de 2960 horas.

A la vista de los resultados, ¾qué se puede 
on
luir?

En este 
aso, el 
ontraste de hipótesis que plantearemos será unilateral izquierdo, ya que

podemos tener sospe
has que la vida media de los monitores es menor que lo que asegura el

fabri
ante, por lo tanto:

{

H0 : µ = 3000

H1 : µ < 3000

El estadísti
o para el 
ontraste será Z =
X̄ − 3000
48.6/

√
45

=
X̄ − 3000

7.245
y el valor muestral que toma

di
ho estadísti
o en nuestro 
aso será zmuestral =
2960− 3000

7.245
= −5.52.

Como la región de a
epta
ión para α = 0.05 es RA0.05 = (−z0.05,∞) = (−1.645,∞), ten-
dremos que zmuestral /∈ RA0.05 así que re
hazaremos la hipótesis nula y a
eptaremos que

la vida media de los monitores es menor de 3000 horas. De he
ho, 
omo el P -valor es:

P -valor = p(Z < −5.52) < 0.19 · 10−7
, tendremos una probabilidad muy alta de no estar

equivo
ándonos en nuestra de
isión, ya que la probabilidad de que sea 
ierta la hipótesis nula

es inferior al 0.19 · 10−7
.



108 Hipótesis estadísti
as I

(b) Varianza pobla
ional σ2
des
ono
ida:

Aunque sabemos que la variable aleatoria X̄ seguirá una distribu
ión normal X̄∼N

(

µ,
σ√
n

)

,

donde n es el tamaño muestral, 
omo en este 
aso no 
ono
emos el valor de la varianza, σ2
, en

primer lugar tendremos que estimar di
ho valor a partir de los datos de la muestra. Para ello

utilizaremos 
omo estimador la 
uasivarianza muestral, S2
. De este modo, suponiendo que el

valor teóri
o de la media pobla
ional es µ0, el estadísti
o que usaremos para el 
ontraste será:

T =
X̄ − µ0

S/√n

que seguirá una distribu
ión t-Student 
on n− 1 grados de libertad, T ∼ tn−1.

Por lo tanto, si µ̂ y σ̂2
son los valores muestrales de la media y la varianza obtenidos a partir

de los estimadores X̄ y S2
, respe
tivamente, el valor muestral del estadísti
o T que usaremos

para el 
ontraste de hipótesis será tmuestral =
µ̂− µ0

σ̂/√n
.

Suponiendo un nivel de signi�
a
ión α, el 
ontraste y los 
orrespondientes intervalos de

a
epta
ión y 
ríti
os serán:

• Contraste bilateral:

� Contraste:

{

H0 : µ = µ0

H1 : µ 6= µ0

� Región de a
epta
ión: RAα =
(

−tα/2,n−1, tα/2,n−1

)

, a
eptamos H0 si tmuestral ∈ RAα

� Región 
ríti
a: RCα =
(

−∞,−tα/2,n−1

]

∪
[

tα/2,n−1,∞
)

• Contraste unilateral dere
ho:

� Contraste:

{

H0 : µ = µ0

H1 : µ > µ0

� Región de a
epta
ión: RAα = (−∞, tα,n−1), a
eptamos H0 si tmuestral ∈ RAα

� Región 
ríti
a: RCα = [tα,n−1,∞)

• Contraste unilateral izquierdo:

� Contraste:

{

H0 : µ = µ0

H1 : µ < µ0
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� Región de a
epta
ión: RAα = (−tα,n−1,∞), a
eptamos H0 si tmuestral ∈ RAα

� Región 
ríti
a: RCα = (−∞,−tα,n−1]

En el 
aso de que la muestra sea grande (n > 30) se puede aproximar el 
omportamiento de la

variable aleatoria T a una normal tipi�
ada.

Ejemplo 6:
Supongamos que la vida media de una determinada espe
ie animal sigue una distribu
ión

normal y que queremos 
omprobar que di
ha vida media es 12 años. Si tenemos una muestra

de la edad de 9 miembros de di
ha espe
ie animal, dada por {4, 13, 8, 12, 8, 15, 14, 7, 8}. ¾Qué

on
lusión podemos obtener 
on estos resultados?

En primer lugar estimaremos la media y la varianza pobla
ionales utilizando los estimadores

X̄ y S2
, obteniéndose µ̂ = 9.89 y σ̂2 = 13.8611 ⇒ σ̂ = 3.72.

El 
ontraste de hipótesis que plantearemos es:

{

H0 : µ = 12

H1 : µ 6= 12

Sabemos que el estadísti
o T =
X̄ − µ0

S/√n
=

X̄ − 12
S/3

se 
omportará 
omo una t-Student 
on

n − 1 = 8 grados de libertad. La región de a
epta
ión de este 
ontraste 
on α = 0.05 será

RA0.05 = (−t0.025,8, t0.025,8), 
omo t0.025,8 = 2.306 tendremos que RA0.05 = (−2.306, 2.306).

Como el valor muestral de la variable T en nuestro 
aso es tmuestral =
µ̂− 12

σ̂/3
=

9.89− 12
3.72/3

=

−1.70, y se 
umple que tmuestral ∈ RA0.05 a
eptaremos la hipótesis nula de que la vida media

de esa espe
ie animal es 12 años.

9.4.3 Contraste de la varianza de una pobla
ión normal

Supongamos que queremos realizar un 
ontraste de hipótesis sobre el valor de la varianza de

una pobla
ión normal N(µ, σ). En este 
aso 
onviene re
ordar que la variable aleatoria

χ2 = (n− 1)
S2

σ2

donde S2
es la 
uasivarianza muestral, σ2

la varianza pobla
ional y n el tamaño muestral, se


omporta 
omo una distribu
ión 
hi-
uadrado 
on n− 1 grados de libertad, χ2 ∼ χ2
n−1.
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De este modo, si σ2
0 es el valor teóri
o para la varianza que queremos 
ontrastar y σ̂2

es la

estima
ión muestral de la varianza obtenida a partir del estimador 
uasivarianza muestral S2
,

tendremos que el valor muestral que usaremos en el 
ontraste será χ2
muestral = (n− 1)

σ̂2

σ2
0

.

Suponiendo un nivel de signi�
a
ión α, el 
ontraste y los 
orrespondientes intervalos de

a
epta
ión y 
ríti
os serán:

• Contraste bilateral:

� Contraste:

{

H0 : σ2 = σ2
0

H1 : σ2 6= σ2
0

� Región de a
epta
ión: RAα =
(

χ2
1−α/2,n−1, χ

2
α/2,n−1

)

, a
eptamosH0 si χ
2
muestral ∈ RAα

� Región 
ríti
a: RCα =
[

0, χ2
1−α/2,n−1

]

∪
[

χ2
α/2,n−1,∞

)

• Contraste unilateral dere
ho:

� Contraste:

{

H0 : σ2 = σ2
0

H1 : σ2 > σ2
0

� Región de a
epta
ión: RAα =
[

0, χ2
α,n−1

)

, a
eptamos H0 si χ
2
muestral ∈ RAα

� Región 
ríti
a: RCα =
[

χ2
α,n−1,∞

)

• Contraste unilateral izquierdo:

� Contraste:

{

H0 : σ2 = σ2
0

H1 : σ2 < σ2
0

� Región de a
epta
ión: RAα =
(

χ2
1−α,n−1,∞

)

, a
eptamos H0 si χ
2
muestral ∈ RAα

� Región 
ríti
a: RCα =
[

0, χ2
1−α,n−1

]

Ejemplo 7:
Analizar si en el ejemplo anterior la varianza pobla
ional puede ser σ2

0 = 12.

Hemos 
al
ulado una estima
ión de la varianza pobla
ional σ2
utilizando la 
uasivarianza

muestral S2
, obteniéndose σ̂2 = 13.8611.

El 
ontraste de hipótesis que plantearemos es:

{

H0 : σ2 = 12

H1 : σ2 6= 12



9.5 Contrastes de hipotesis: dos pobla
iones 111

Como el tamaño muestral es n = 9, el estadísti
o para el 
ontraste será χ2 = (9− 1)
S2

12
=

2S2

3

y seguirá una distribu
ión χ2
8. El valor muestral del estadísti
o será χ2

muestral =
2σ̂2

3
= 9.241.

Como la región de a
epta
ión del 
ontraste, para α = 0.05, es RA0.05 =
(

χ2
0.975,8, χ

2
0.025,8

)

=
(2.180, 17.535) y χ2

muestral ∈ RA0.05 a
eptaremos la hipótesis nula de que el valor de la varianza

pobla
ional es σ2 = 12

9.5 Contrastes de hipótesis para dos pobla
iones

9.5.1 Contraste de 
ompara
ión de dos propor
iones

Supongamos ahora que tenemos dos pobla
iones que siguen distribu
iones binomiales,Bin(n1, p1)
y Bin(n2, p2), y queremos ha
er un 
ontraste de hipótesis para 
omparar los parámetros p1 y
p2. Si suponemos que las muestras son grandes, los estadísti
os P1 y P2 tienen distribu
iones

normales, P1 ∼ N



p1,

√

p1(1− p1)

n1





y P2 ∼ N



p2,

√

p2(1− p2)

n2





, por lo tanto, el estadís-

ti
o P1−P2 también seguirá una distribu
ión normal y será un buen estimador de la diferen
ia

de los parámetros pobla
ionales p1 − p2.

Así pues, 
omo P1 − P2 ∼ N



p1 − p2,

√

p1(1− p1)

n1
+

p2(1− p2)

n2





, el estadísti
o

Z =
P1 − P2 − (p1 − p2)

√

p1(1− p1)

n1

+
p2(1− p2)

n2

se 
omporta 
omo una variable normal tipi�
ada. Si queremos 
ontrastar si las propor
iones

muestrales son iguales, la hipótesis nula será H0 : p1 = p2 . Por lo tanto estimaremos la

varianza pobla
ional de X̄1 − X̄2, σ
2
X̄1−X̄2

=

√

p1(1− p1)

n1
+

p2(1− p2)

n2
, 
onsiderando que p1 =

p2 y que di
ha propor
ión puede ser estimada 
on una propor
ión muestral 
onjunta p̂ =
#total de éxitos

#total de ensayos

=
n1p̂1 + n2p̂2
n1 + n2

, donde p̂1 y p̂2 son las propor
iones muestrales para 
ada una

de las distribu
iones. Así, el valor muestral que tendremos que utilizar en nuestro 
ontraste de

hipótesis de igualdad de propor
iones será zmuestral =
p̂1 − p̂2

√

p̂(1− p̂)

n1
+

p̂(1− p̂)

n2

.
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Con todo esto tendremos que, dado el nivel de signi�
a
ión α, el 
ontraste y las regiones de
a
epta
ión y 
ríti
as para el estadísti
o Z serán:

• Contraste bilateral:

� Contraste:

{

H0 : p1 = p2 ⇔ p1 − p2 = 0

H1 : p1 6= p2 ⇔ p1 − p2 6= 0

� Región de a
epta
ión: RAα =
(

−zα/2, zα/2

)

, a
eptamos H0 si zmuestral ∈ RAα

� Región 
ríti
a: RCα =
(

−∞,−zα/2

]

∪
[

zα/2,∞
)

• Contraste unilateral dere
ho:

� Contraste:

{

H0 : p1 = p2 ⇔ p1 − p2 = 0

H1 : p1 > p2 ⇔ p1 − p2 > 0

� Región de a
epta
ión: RAα = (−∞, zα), a
eptamos H0 si zmuestral ∈ RAα

� Región 
ríti
a: RCα = [zα,∞)

• Contraste unilateral izquierdo:

� Contraste:

{

H0 : p1 = p2 ⇔ p1 − p2 = 0

H1 : p1 < p2 ⇔ p1 − p2 < 0

� Región de a
epta
ión: RAα = (−zα,∞), a
eptamos H0 si zmuestral ∈ RAα

� Región 
ríti
a: RCα = (−∞,−zα]

Ejemplo 8:
Supongamos que queremos 
omparar dos va
unas para saber 
ual es más e�
az en la pro-

te

ión 
ontra una determinada enfermedad. La primera de las va
unas se apli
a a una muestra

de 200 individuos de los 
uales sólo 50 desarrollan la enfermedad. La segunda va
una se apli
a

a una muestra de 180 individuos, de los 
uales, sólo 36 desarrollan la enfermedad. ¾Qué se

puede 
on
luir sobre la e�
a
ia de di
has va
unas?

Si 
onsideramos las variables aleatorias que indi
an el número de individuos que no desarro-

llan la enfermedad, en ambos 
asos di
has variables aleatorias siguen distribu
iones binomiales.

En el primer 
aso 
on n1 = 200 y probabilidad muestral p̂1 =
150

200
= 0.75 y en el segundo 
aso

n2 = 180 y probabilidad muestral p̂2 =
144

180
= 0.80.
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Ante estos datos podríamos sospe
har que la segunda va
una es más e�
az que la primera,

por lo que plantearemos el siguiente 
ontraste unilateral:

{

H0 : p1 = p2 ⇔ p1 − p2 = 0

H1 : p1 < p2 ⇔ p1 − p2 < 0

Considerando que la hipótesis nula es 
ierta, la variable aleatoria Z=
P1 − P2

√

p1(1−p1)
n1

+ p2(1−p2)
n2

seguirá una distribu
ión normal N(0, 1).

Como la propor
ión muestral 
onjunta es p̂ =
n1p̂1 + n2p̂2
n1 + n2

=
150 + 144

200 + 180
= 0.7737

El valor muestral del estadísti
o Z 
onsiderando los datos del enun
iado será:

zmuestral=
0.75− 0.80

√

0.7737(1− 0.7737)
(

1
200

+ 1
180

)

= −1.163

Si tomamos α = 0.05, la región de a
epta
ión es RA0.05 = (−z0.05,∞) = (−1.645,∞). Como

zmuestral ∈ RA0.05, a
eptaremos la hipótesis nula H0, lo que signi�
a que ambas va
unas tienen

la misma e�
a
ia.

9.5.2 Contraste de las medias de dos pobla
iones normales indepen-

dientes

Supongamos que tenemos dos variables aleatorias independientes X1 y X2 que siguen distribu-


iones normales N(µ1, σ1) y N(µ2, σ2), respe
tivamente. Si queremos 
omparar las medias de

di
has distribu
iones tendremos que tener en 
uenta que las variables aleatorias X̄1 y X̄2 tam-

bién siguen distribu
iones normales, N

(

µ1,
σ1√
n1

)

y N

(

µ2,
σ2√
n2

)

y, por lo tanto, la variable

aleatoria X̄1− X̄2 sigue una distribu
ión N



µ1 − µ2,

√

σ2
1

n1
+

σ2
2

n2





. Para analizar si las medias

pobla
ionales son iguales o no tendremos que tener en 
uenta las siguientes posibilidades:
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(a) Varianzas pobla
ionales σ2
1 y σ2

2 
ono
idas:

Si las varianzas pobla
ionales de las variables aleatorias X1 y X2 son 
ono
idas, sabemos que

la variable aleatoria

Z =
X̄1 − X̄2 − (µ1 − µ2)

√

σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

sigue una distribu
iónN(0, 1). Si µ̂1 y µ̂2 son los valores muestrales de las medias y 
onsiderando


ierta la hipótesis nula de igual de medias pobla
ionales, el valor muestral para el estadísti
o

Z es zmuestral =
µ̂1 − µ̂2
√

σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

.

Para un nivel de signi�
a
ión α, las regiones de a
epta
ión y de re
hazo, así 
omo el 
ontraste

planteado serán los siguientes:

• Contraste bilateral:

� Contraste:

{

H0 : µ1 = µ2 ⇔ µ1 − µ2 = 0

H1 : µ1 6= µ2 ⇔ µ1 − µ2 6= 0

� Región de a
epta
ión: RAα =
(

−zα/2, zα/2

)

, a
eptamos H0 si zmuestral ∈ RAα

� Región 
ríti
a: RCα =
(

−∞,−zα/2

]

∪
[

zα/2,∞
)

• Contraste unilateral dere
ho:

� Contraste:

{

H0 : µ1 = µ2 ⇔ µ1 − µ2 = 0

H1 : µ1 > µ2 ⇔ µ1 − µ2 > 0

� Región de a
epta
ión: RAα = (−∞, zα), a
eptamos H0 si zmuestral ∈ RAα

� Región 
ríti
a: RCα = [zα,∞)

• Contraste unilateral izquierdo:

� Contraste:

{

H0 : µ1 = µ2 ⇔ µ1 − µ2 = 0

H1 : µ1 < µ2 ⇔ µ1 − µ2 < 0

� Región de a
epta
ión: RAα = (−zα,∞), a
eptamos H0 si zmuestral ∈ RAα

� Región 
ríti
a: RCα = (−∞,−zα]
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Ejemplo 9:
Consideremos una pobla
ión normal de varianza 
ono
ida σ2

1 = 16, para la que hemos

obtenido una muestra de 9 valores dada por {4, 13, 8, 12, 8, 15, 14, 7, 8}, y supongamos que te-

nemos otra pobla
ión normal de varianza σ2
2 = 20, para la que hemos obtenido la siguiente

muestra {17, 14, 2, 12, 12, 6, 5, 11, 5}. Realizar un 
ontraste de hipótesis sobre la igualdad de

medias.

El 
ontraste de hipótesis a realizar será:

{

H0 : µ1 = µ2 ⇔ µ1 − µ2 = 0

H1 : µ1 6= µ2 ⇔ µ1 − µ2 6= 0

y el estadísti
o que utilizaremos para di
ho 
ontraste es Z =
X̄1 − X̄2 − (µ1 − µ2)

√

σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

, que sigue

una distribu
ión N(0, 1). Bajo el supuesto de que se 
umple la hipótesis nula, tendremos que

Z =
X̄1 − X̄2
√

σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

, por lo que el valor muestral de di
ho estadísti
o será zmuestral =
µ̂1 − µ̂2
√

σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

.

Cal
ulamos los valores muestrales de las medias de las dos pobla
iones, obteniéndose µ̂1 =

9.89 y µ̂2 = 9.33, por lo tanto zmuestral =
9.89− 9.33
√

16

9
+

20

9

= 0.28

Considerando un nivel de signi�
a
ión α = 0.05, la región de a
epta
ión para la hipóte-

sis nula es RA0.05 = (−z0.025, z0.025) = (−1.96, 1.96). Como zmuestral ∈ RA0.05, a
eptaremos la

hipótesis nula de igualdad de medias. Además en este 
aso, 
omo el P -valor es muy alto,

P -valor = 1 − p(−0.28 < Z < 0.28) = 2 · p(Z > 0.28) = 2 · 0.3897 = 0.7794, podemos estar

seguros de la 
erteza de la hipótesis nula.

(b) Varianzas pobla
ionales des
ono
idas e iguales, σ2
1 = σ2

2:

Como podemos a
eptar que σ2
1 = σ2

2 = σ2
, la variable aleatoria Z =

X̄1 − X̄2 − (µ1 − µ2)

σ

√

1

n1

+
1

n2

seguirá una distribu
ión N(0, 1).

Sin embargo, 
omo des
ono
emos el valor de σ2
lo estimaremos utilizando la 
uasivarianza
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muestral 
onjunta S2 =
(n1 − 1)S2

1 + (n2 − 1)S2
2

n1 + n2 − 2
que sigue una distribu
ión χ2


on n1 +n2− 2

grados de libertad, obteniéndose la estima
ión σ̂2
. Por lo tanto, si de�nimos la variable aleatoria

T =
X̄1 − X̄2 − (µ1 − µ2)

S
√

1

n1
+

1

n2

sabemos que sigue una distribu
ión t-Student de n1 + n2 − 2 grados de libertad.

Si µ̂1 y µ̂2 son los valores muestrales de las medias y 
onsiderando 
ierta la hipótesis nula de

igual de medias pobla
ionales, el valor muestral para el estadísti
o T es tmuestral =
µ̂1 − µ̂2

σ̂

√

1

n1

+
1

n2

.

Para un nivel de signi�
a
ión α, las regiones de a
epta
ión y de re
hazo, así 
omo el 
ontraste

planteado serán los siguientes:

• Contraste bilateral:

� Contraste:

{

H0 : µ1 = µ2 ⇔ µ1 − µ2 = 0

H1 : µ1 6= µ2 ⇔ µ1 − µ2 6= 0

� Región de a
epta
ión: RAα =
(

−tα/2,n1+n2−2, tα/2,n1+n2−2

)

, a
eptamosH0 si tmuestral ∈
RAα

� Región 
ríti
a: RCα =
(

−∞,−tα/2,n1+n2−2

]

∪
[

tα/2,n1+n2−2,∞
)

• Contraste unilateral dere
ho:

� Contraste:

{

H0 : µ1 = µ2 ⇔ µ1 − µ2 = 0

H1 : µ1 > µ2 ⇔ µ1 − µ2 > 0

� Región de a
epta
ión: RAα = (−∞, tα,n1+n2−2), a
eptamos H0 si tmuestral ∈ RAα

� Región 
ríti
a: RCα = [tα,n1+n2−2,∞)

• Contraste unilateral izquierdo:

� Contraste:

{

H0 : µ1 = µ2 ⇔ µ1 − µ2 = 0

H1 : µ1 < µ2 ⇔ µ1 − µ2 < 0

� Región de a
epta
ión: RAα = (−tα,n1+n2−2,∞), a
eptamos H0 si tmuestral ∈ RAα

� Región 
ríti
a: RCα = (−∞,−tα,n1+n2−2]
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Ejemplo 10:
Considerar el siguiente par de muestras y, sabiendo que provienen de distribu
iones nor-

males 
on varianzas similares, realizar un 
ontraste de hipótesis para averiguar si la segunda

distribu
ión tiene una media menor.

Muestra 1: {1.78, 0.52, 5.13, 3.86, 6.29, 2.51, 2.11, 7.66, 6.27,−4.57}
Muestra 2: {7.47,−0.80,−0.60, 0.03, 4.49,−0.14,−0.99, 0.74, 1.45, 5.38}

El 
ontraste de hipótesis que planteamos es:

{

H0 : µ1 = µ2 ⇔ µ1 − µ2 = 0

H1 : µ1 > µ2 ⇔ µ1 − µ2 > 0

En primer lugar 
al
ulamos las estima
iones para las medias de las dos muestras, µ̂1 y µ̂2,

utilizando el estimador X̄ y las estima
iones de las varianzas, σ̂2
1 y σ̂

2
2, utilizando la 
uasivarianza

muestral, S2
1 y S2

2 . Los resultados que se obtienen son µ̂1 = 3.52 y σ̂2
1 = 12.69 y µ̂2 = 1.70 y

σ̂2
2 = 8.95

Por lo tanto la estima
ión para la varianza 
onjunta será σ̂2 =
9 · 12.69 + 9 · 8.95

18
= 10.82 ⇒

⇒ σ̂ = 3.289 (donde hemos utilizado S2 =
(n1−1)S2

1+(n2−1)S2
2

n1+n2−2
).

La variable aleatoria T =
X̄1 − X̄2 − (µ1 − µ2)

S
√

1

n1
+

1

n2

seguirá una distribu
ión t-Student 
on

n1 + n2−2 = 18 grados de libertad. Suponiendo que se satisfa
e la hipótesis nula, di
ho estadís-

ti
o se transformará en T =
X̄1 − X̄2

S
√

1

n1

+
1

n2

, 
uyo valor muestral es tmuestral =
µ̂1 − µ̂2

σ̂

√

1

n1

+
1

n2

=

3.52− 1.70

3.289

√

1

10
+

1

10

= 1.237.

La región de a
epta
ión, para α = 0.05, de H0 es RA0.05 = (−∞, t0.05,18) = (−∞, 1.734),
por lo que a
eptamos la hipótesis nula de igualdad de medias y re
hazamos que µ1 > µ2, ya

que tmuestral ∈ RA0.05

(
) Varianzas pobla
ionales des
ono
idas y distintas, σ2
1 6= σ2

2:

Como en este 
aso no se puede estable
er que ambas varianzas pobla
ionales sean iguales,

tendremos, en primer lugar, que estimarlas a partir de los datos muestrales utilizando las


uasivarianzas muestrales, S2
1 y S2

2 , dando lugar a las estima
iones σ̂2
1 y σ̂2

2.
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En este 
aso, la variable aleatoria

T =
X̄1 − X̄2 − (µ1 − µ2)

√

S2
1

n1
+

S2
2

n2

seguirá una distribu
ión t-Student 
on g grados de libertad, siendo g el entero más próximo

al número h =

(

σ̂2
1

n1
+

σ̂2
2

n2

)2

(σ̂2
1/n1)

2

n1+1
+

(σ̂2
2/n2)

2

n2+1

− 2. Por lo tanto, si µ̂1 y µ̂2 son los valores de las medias

muestrales, bajo el supuesto de que se satisfa
e la hipótesis nula, esto es, µ1 = µ2, el valor

muestral para el estadísti
o T será tmuestral =
µ̂1 − µ̂2
√

σ̂2
1

n1

+
σ̂2
2

n2

.

Para un nivel de signi�
a
ión α, las regiones de a
epta
ión y de re
hazo, así 
omo el 
ontraste

planteado serán los siguientes:

• Contraste bilateral:

� Contraste:

{

H0 : µ1 = µ2 ⇔ µ1 − µ2 = 0

H1 : µ1 6= µ2 ⇔ µ1 − µ2 6= 0

� Región de a
epta
ión: RAα =
(

−tα/2,g, tα/2,g
)

, a
eptamos H0 si tmuestral ∈ RAα

� Región 
ríti
a: RCα =
(

−∞,−tα/2,g
]

∪
[

tα/2,g,∞
)

• Contraste unilateral dere
ho:

� Contraste:

{

H0 : µ1 = µ2 ⇔ µ1 − µ2 = 0

H1 : µ1 > µ2 ⇔ µ1 − µ2 > 0

� Región de a
epta
ión: RAα = (−∞, tα,g), a
eptamos H0 si tmuestral ∈ RAα

� Región 
ríti
a: RCα = [tα,g,∞)

• Contraste unilateral izquierdo:

� Contraste:

{

H0 : µ1 = µ2 ⇔ µ1 − µ2 = 0

H1 : µ1 < µ2 ⇔ µ1 − µ2 < 0

� Región de a
epta
ión: RAα = (−tα,g,∞), a
eptamos H0 si tmuestral ∈ RAα
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� Región 
ríti
a: RCα = (−∞,−tα,g]

Ejemplo 11:
Repetir el ejemplo 9 suponiendo que las varianzas pobla
ionales son des
ono
idas (y no se

pueden 
onsiderar iguales).

El 
ontraste de hipótesis a realizar sigue siendo:

{

H0 : µ1 = µ2 ⇔ µ1 − µ2 = 0

H1 : µ1 6= µ2 ⇔ µ1 − µ2 6= 0

Para la primera de las pobla
iones 
al
ulamos la media muestral es µ̂1 = 9.89 y la estima
ión

de la varianza pobla
ional, obtenida utilizando la 
uasivarianza muestral, es σ̂2
1 = 13.8611

Para la segunda pobla
ión la estima
ión de la media es µ̂2 = 9.33 y la de la varianza,

obtenida usando el estimador 
uasivarianza muestral, es σ̂2
2 = 25.0

Sabemos que el estadísti
o T =
X̄1 − X̄2 − (µ1 − µ2)

√

S2
1

n1
+

S2
2

n2

sigue una distribu
ión t-Student 
on g

grados de libertad, siendo g el entero más próximo a h =

(

σ̂2
1

n1
+

σ̂2
2

n2

)2

(σ̂2
1/n1)

2

n1+1
+
(σ̂2

2/n2)
2

n2+1

−2 =
( 13.8611

9
+ 25

9 )
2

(13.8611/9)2

10
+
(25/9)2

10

−

2 = 16.48, por lo que tomaremos g = 16. El valor muestral de di
ho estadísti
o será,

bajo el supuesto de que se satisfa
e la hipótesis nula de igualdad de medias pobla
ionales,

tmuestral =
µ̂1 − µ̂2
√

σ̂2
1

n1
+

σ̂2
2

n2

=
9.89− 9.33
√

13.8611
9

+ 25
9

= 0.269

Como la región de a
epta
ión, para nivel de signi�
a
ión α = 0.05, de di
ho 
ontraste es

RA0.05 = (−t0.025,16, t0.025,16) = (−2.12, 2.12) y tmuestral ∈ RA0.05, a
eptaremos la hipótesis nula.

9.5.3 Contraste de hipótesis de igualdad de medias para datos aparea-

dos

Supongamos que tenemos un experimento de observa
iones apareadas, es de
ir, tenemos dos

muestras no independientes de tamaño n de dos pobla
iones normales. Según vimos en el

tema anterior, este problema se resuelve de�niendo una nueva variable aleatoria D que sea

la diferen
ia entre 
ada par de observa
iones apareadas. Para una muestra su�
ientemente

grande se puede 
onsiderar que D sigue una distribu
ión normal de media µD = µ1 − µ2 y
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de varianza σ2
D, que 
umplirá que σ2

D 6= σ2
1 + σ2

2 ya que se trata de variables dependientes.

Las estima
iones puntuales de estos parámetros pobla
ionales las 
al
ularemos utilizando los

estimadores D̄ =
1

n

n
∑

i=1

di y S2
D =

1

n− 1

n
∑

i=1

(

di − D̄
)2
, siendo di = x1i−x2i para i = 1, 2, . . . , n,

y dando lugar a las estima
iones puntuales µ̂D y σ̂2
D. El estadísti
o

T =
D̄ − µD

SD/√n

seguirá una distribu
ión t-Student de n− 1 grados de libertad. Como en este 
aso el 
ontraste

de hipótesis 
onsiste en probar si se satisfa
e la hipótesis nula H0 : µD = 0 o no, el valor

muestral del estadísti
o T , bajo la suposi
ión de que H0 es 
ierta, será tmuestral =
µ̂D

σ̂D/√n
.

Por lo que, para un nivel de signi�
a
ión de α, el 
ontraste de hipótesis y las regiones de

a
epta
ión y re
hazo son:

• Contraste bilateral:

� Contraste:

{

H0 : µD = 0

H1 : µD 6= 0

� Región de a
epta
ión: RAα =
(

−tα/2,n−1, tα/2,n−1

)

, a
eptamos H0 si tmuestral ∈ RAα

� Región 
ríti
a: RCα =
(

−∞,−tα/2,n−1

]

∪
[

tα/2,n−1,∞
)

• Contraste unilateral dere
ho:

� Contraste:

{

H0 : µD = 0

H1 : µD > 0

� Región de a
epta
ión: RAα = (−∞, tα,n−1), a
eptamos H0 si tmuestral ∈ RAα

� Región 
ríti
a: RCα = [tα,n−1,∞)

• Contraste unilateral izquierdo:

� Contraste:

{

H0 : µD = 0

H1 : µD < 0

� Región de a
epta
ión: RAα = (−tα,n−1,∞), a
eptamos H0 si tmuestral ∈ RAα

� Región 
ríti
a: RCα = (−∞,−tα,n−1]
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En el 
aso de que la muestra sea grande (n > 30) se puede aproximar el 
omportamiento de la

variable aleatoria T a una normal tipi�
ada.

Ejemplo 12:
Se apli
a un prodimiento para aumentar el rendimiento en 10 fábri
as muy diferentes, 
onsis-

tente en no dejar tomarse el bo
adillo a media mañana. Los rendimientos (en 
iertas unidades,


omo toneladas/día) antes y después son:

Antes: X1 13 22 4 10 63 18 34 6 19 43
Después: X2 15 22 2 15 65 17 30 12 20 42

Contrastar si aumenta la produ

ión el no permitir el bo
adillo de media mañana.

En este 
aso se trata de un 
ontraste unilateral dere
ho sobre la media µD de la diferen
ia

D = X2 −X1
{

H0 : µD = 0

H1 : µD > 0

Como las diferen
ias di son {2, 0,−2, 5, 2,−1,−4, 6, 1,−1}, tendremos que µ̂D = 0.8 y, además,

la estima
ión de la desvia
ión típi
a será σ̂D = 3.08, obtenida a partir de la 
uasidesvia
ión

típi
a de la muestra.

Como el estadísti
o T =
D̄ − µD

SD/√n
sigue una distribu
ión t-Student 
on n− 1 = 9 grados de

libertad, bajo el supuesto de que es 
ierta la hipótesis nula, el valor muestral de di
ho estadísti
o

es tmuestral =
0.8

3.08/
√
10

= 0.821.

Para α = 0.05 la región de a
epta
ión de H0 es RA0.05 = (−∞, t0.05,9) = (−∞, 1.833). Con
estos datos 
on
luiremos que no se puede re
hazar la hipótesis nula, por lo que no queda probado

que no permitir el bo
adillo de media mañana aumente la produ

ión.

9.5.4 Contraste de hipótesis para la 
ompara
ión de varianzas de

pobla
iones normales

Hemos visto en apartados anteriores que, en determinadas o
asiones, podemos estar interesados

en saber si dos pobla
iones normales tienen la misma varianza o no.

Supongamos que σ2
1 y σ

2
2 son las varianzas pobla
ionales de las dos pobla
iones y las variables

aleatorias S2
1 y S2

2 son las 
uasivarianzas muestrales. Vimos en 
apítulos anteriores que la

variable aleatoria

F =
S2
1/σ2

1

S2
2/σ2

2
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sigue una distribu
ión F de Fisher 
on n1 − 1 grados de libertad en el numerador y n2 − 1
grados de libertad en el denominador, F(n1−1,n2−1), siendo n1 y n2 los tamaños de las muestras

de las dos pobla
iones.

Si queremos 
ontrastar si las varianzas pobla
ionales de las dos pobla
iones son iguales, la

hipótesis nula será H0 : σ2
1 = σ2

2. Suponiendo que di
ha hipótesis es 
ierta, el estadísti
o F se

rees
ribirá 
omo F=
S2
1

S2
2

, 
uyo valor muestral será fmuestral =
σ̂2
1

σ̂2
2

, siendo σ̂2
1 y σ̂

2
2 las estima
iones

de la varianza pobla
ional obtenidas a partir del estadísti
o 
uasivarianza muestral.

Para un nivel de signi�
a
ión de α, el 
ontraste de hipótesis y las regiones de a
epta
ión y

re
hazo son:

• Contraste bilateral:

� Contraste:















H0 : σ2
1 = σ2

2 ⇔ σ2
1

σ2
2

= 1

H1 : σ2
1 6= σ2

2 ⇔ σ2
1

σ2
2

6= 1

� Región de a
epta
ión: RAα =

(

1

Fα/2;n2−1,n1−1

, Fα/2;n1−1,n2−1

)

, a
eptamos H0 si

fmuestral ∈ RAα

� Región 
ríti
a: RCα =

[

0,
1

Fα/2;n2−1,n1−1

]

∪
[

Fα/2;n1−1,n2−1,∞
)

• Contraste unilateral dere
ho:

� Contraste:















H0 : σ2
1 = σ2

2 ⇔ σ2
1

σ2
2

= 1

H1 : σ2
1 > σ2

2 ⇔ σ2
1

σ2
2

> 1

� Región de a
epta
ión: RAα = [0, Fα;n1−1,n2−1), a
eptamos H0 si fmuestral ∈ RAα

� Región 
ríti
a: RCα = [Fα;n1−1,n2−1,∞)

• Contraste unilateral izquierdo:

� Contraste:















H0 : σ2
1 = σ2

2 ⇔ σ2
1

σ2
2

= 1

H1 : σ2
1 < σ2

2 ⇔ σ2
1

σ2
2

< 1
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� Región de a
epta
ión: RAα =

(

1

Fα;n2−1,n1−1

,∞
)

, a
eptamos H0 si fmuestral ∈ RAα

� Región 
ríti
a: RCα =

[

0,
1

Fα;n2−1,n1−1

]

Ejemplo 13:
Contrastar si las varianzas de las pobla
iones del ejemplo 11 son iguales.

En el ejemplo 11 teníamos dos muestras de pobla
iones normales, para las 
uales obtuvimos


omo estima
iones de las varianzas muestrales los valores σ̂2
1 = 13.8611 y σ̂2

2 = 25.0, obtenidas

on el estimador 
uasivarianza muestral.

Como en este 
aso el 
ontraste de hipótesis es:















H0 : σ2
1 = σ2

2 ⇔ σ2
1

σ2
2

= 1

H1 : σ2
1 6= σ2

2 ⇔ σ2
1

σ2
2

6= 1

Como n1 = n2 = 9, la región de a
epta
ión deH0 es, para α = 0.05, RA0.05=

(

1

F0.025;8,8
, F0.025;8,8

)

=
(

1

4.433
, 4.433

)

= (0.226, 4.433). Como el valor muestral del estadísti
o de 
ontraste es fmuestral =

σ̂2
1

σ̂2
2

=
13.8611

25.0
= 0.554 ∈ RA0.05, a
eptaremos la hipótesis nula de igualdad de varianzas.
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Capítulo 10

Hipótesis estadísti
as II

Estadísti
a no paramétri
a. La prueba χ2
. Ajuste de

una distribu
ión observada a una distribu
ión teóri
a.

Pruebas de independen
ia y de homogeneidad.

10.1 Introdu

ión

En el 
apítulo anterior hemos estudiado 
ontrastes de hipótesis que nos permiten ha
er suposi-


iones sobre los parámetros pobla
ionales de una determinada distribu
ión de probabilidad,

que en general es una distribu
ión normal. Para poder ha
er di
has suposi
iones es ne
esario


onsiderar que nuestra muestra es aleatoria y proviene de una pobla
ión 
on una distribu
ión

dada.

En este 
apítulo vamos a presentar diversos 
ontrastes de hipótesis que nos permitirán


omprobar si la distribu
ión que suponemos para una pobla
ión es 
onsistente 
on la muestra,

si dos muestras diferentes pueden 
onsiderarse homogéneas o si las observa
iones de dos o más

parámetros de una pobla
ión son independientes. Estos 
ontrastes que no ha
en referen
ia a los

parámetros pobla
ionales sino al tipo de distribu
ión se denominan 
ontrastes no paramétri
os.

En primer lugar, analizaremos 
omo 
omprobar si los datos de una muestra siguen una

determinada distribu
ión de probabilidad, son los denominados 
ontrastes de bondad de ajuste.

Dentro de los 
ontrastes de bondad de ajuste, nos 
entraremos en las pruebas χ2
.

Posteriormente veremos otros 
ontrastes no paramétri
os (basados también en pruebas χ2
)

que nos permitirán 
omparar dos muestras para analizar si son homogéneas (
ontrastes de ho-

mogeneidad), o si dos o más 
ara
terísti
as de una pobla
ión son independientes o no (
ontrastes

de independen
ia).

125
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10.2 Pruebas χ2
de bondad de ajuste

En determinadas o
asiones ne
esitamos saber si una muestra dada se ajusta a un modelo teóri
o

o no. Debemos para ello diseñar un 
ontraste de que nos permita determinar si nuestra muestra

sigue la distribu
ión de probabilidad teóri
a 
onsiderada.

Para 
omprobar si nuestra muestra se puede des
ribir 
on una distribu
ión de probabilidad

dada formularemos el siguiente 
ontraste de probabilidad:

{

H0 : La muestra sigue la distribu
ión de probabilidad teóri
a elegida

H1 : La muestra no sigue la distribu
ión de probabilidad teóri
a elegida

Para ello, primero tenemos que de�nir un estadísti
o que nos permita evaluar el 
ontraste.

La forma de ha
erlo es darse 
uenta que al tratarse de una muestra aleatoria siempre va a

haber desvia
iones 
on respe
to a la pobla
ión teóri
a. Tendremos que 
omprobar si di
has

devia
iones son 
ompatibles 
on �u
tua
iones debidas al azar o si son debidas a que la muestra

no sigue la distribu
ión de densidad supuesta.

La prueba que des
ribiremos a 
ontinua
ión, denominada prueba χ2
de bondad de ajuste,


onsiste en 
omparar las fre
uen
ias observadas en la muestra 
on las fre
uen
ias esperadas si

la muestra siguiese la distribu
ión de probabilidad teóri
a. Di
has fre
uen
ias son o bien el

número de ve
es que se repite en nuestra muestra 
ada valor dado de la variable aleatoria o

bien el número de datos de nuestra muestra que se en
uentran 
ada intervalo de la variable

aleatoria (supuesto que hemos dividido re
orrido de la variable en intervalos).

Supongamos que nuestra variable aleatoria X puede tomar los valores X1, X2, ..., Xk, bien

porque es una variable dis
reta 
on di
ho re
orrido, o bien porque hemos agrupado en intervalos


entrados en di
hos valores nuestra variable aleatoria por ser 
ontinua. De�nimos Oi 
omo las

fre
uen
ias observadas en nuestra muestra para el valor Xi de la variable y Ei la fre
uen
ia

esperada, que se puede 
al
ular 
omo Ei = npi, siendo n el tamaño muestral y pi la probabilidad
para la variable Xi.

Valor de la variable X1 X2 . . . Xk Total

Fre
uen
ia observada O1 = n1 O2 = n2 . . . Ok = nk

k
∑

i=1

ni = n

Fre
uen
ia esperada E1 = np1 E2 = np2 . . . Ek = npk

k
∑

i=1

npi = n

Se puede demostrar que si de�nimos el siguiente estadísti
o, denominado estadísti
o de
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Pearson,

Q =

k
∑

i=1

(Oi − Ei)
2

Ei

di
ho estadísti
o, si Ei = npi > 5, se 
omporta de forma aproximada 
omo una distribu
ión


hi-
uadrado 
on k − 1 grados de libertad, χ2
k−1.

La razón intuitiva que expli
a por qué podemos asumir di
ho 
omportamiento la des
ribimos

a 
ontinua
ión. De�namos una variable aleatoria Oi que indi
a el número de ve
es que apare
e

Xi en nuestra muestra, por lo que si la muestra es su�
ientemente grande se puede aproximar

por una distribu
ión de Poisson de parámetro λi = Ei = npi, así que Oi ∼ Poi(npi). Si

λi = npi > 5 podemos aproximar di
ha distribu
ión de Poisson por una distribu
ión normal,

por lo que Oi ∼ N
(

λi,
√

λi

)

= N (npi,
√
npi), así que la variable aleatoria Zi =

Oi − npi√
npi

seguirá una distribu
ión N(0, 1). Si sumamos los 
uadrados de k variables normales tipi�
adas

independientes se 
omportará 
omo una distribu
ión 
hi-
uadrado 
on k grados de libertad, sin

embargo en nuestro 
aso no tenemos k variables linealmente independientes, ya que tenemos

la restri

ión

k
∑

i=1

Oi = n, por lo que Q =
k
∑

i=1

Z2
i =

k
∑

i=1

(Oi − npi)
2

npi
sigue una distribu
ión 
hi-


uadrado 
on k − 1 grados de libertad, Q ∼ χ2
k−1.

Por todo lo expresado anteriormente, para poder apli
ar el método anterior tendremos que

exigir que la muestra sea su�
ientemente grande (en la prá
ti
a 
uando n > 30) y que las

fre
uen
ias esperadas para 
ada Xi sean mayores que 5, npi > 5. Si esto último no se 
umple,

podremos agrupar diferentes valores deXi en un úni
o intervalo para que se 
umpla la 
ondi
ión,

lo que redu
irá los grados de libertad.

Anali
emos ahora el signi�
ado del estadísti
o Q. Como en los distintos sumandos de di
ho

estadísti
o apare
e en el numerador el 
uadrado de la diferen
ia entre la fre
uen
ia observada y

la esperada, 
uando menor sea el valor del estadísti
o Q menor será la diferen
ia entre el valor

esperado y el observado para las fre
uen
ias, así que di
has diferen
ias podrían ser debidas a

�u
tua
iones estadísti
as. Sin embargo, si las fre
uen
ias observadas son muy diferentes de

las esperadas, el estadísti
o Q será muy grande y signi�
a que es po
o probable que di
has

diferen
ias sean debidas a �u
tua
iones aleatorias debidas al muestreo y se deberán a que

la distribu
ión pobla
ional de la muestra no se 
orresponde 
on la distribu
ión teóri
a que

habíamos supuesto en nuestro 
ontraste.

Por todo lo expli
ado anteriormente podemos rees
ribir el 
ontraste de hipótesis para

analizar la bondad del ajuste 
omo:

{

H0 : Oi = npi, ∀i = 1, . . . , k

H1 : Oi 6= npi, para algún i
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En este 
aso, para un nivel de signi�
a
ión α las regiones de a
epta
ión y de re
hazo serán,

respe
tivamente:

RAα =
[

0, χ2
α,k−1

)

RCα =
[

χ2
α,k−1,∞

)

estando la región de re
hazo siempre a la dere
ha en este tipo de 
ontrastes de hipótesis. Así,

a
eptaremos la hipótesis nula para valores pequeños del estadísti
o Q (pequeñas diferen
ias en-

tre lo observado y lo esperado) y lo re
hazaremos para valores grandes de Q (grandes diferen
ias

entre lo observado y lo esperado).

Una 
onsidera
ión importante es que si, para 
al
ular las fre
uen
ias esperadas para la dis-

tribu
ión, tenemos que estimar previamente p parámetros de la pobla
ión, los grados de libertad

de la distribu
ión 
hi-
uadrado quedan redu
idos por el número p de parámetros que hayamos

estimados. Así, por ejemplo, si queremos analizar si una muestra sigue una distribu
ión normal

de la 
ual des
ono
emos su media y su varianza, previamente debemos estimarlas a partir de

la muestra, de modo que si tenemos k intervalos para el 
ál
ulo de la fre
uen
ia, el estadísti
o

Q =
k
∑

i=1

(Oi − npi)
2

npi
seguirá una distribu
ión χ2

k−1−2 = χ2
k−3 debido a los dos parámetros, me-

dia y varianza, que hemos estimado.

Ejemplo 1:
Queremos saber si un 
ierto dado está tru
ado, para ello lo lanzamos 600 ve
es obteniéndose

los siguientes resultados:

Xi 1 2 3 4 5 6
Oi 92 85 102 94 117 110

El 
ontraste de hipótesis que plantearemos será:

{

H0 : la pobla
ión sigue una distribu
ión uniforme

H1 : la pobla
ión no sigue una distribu
ión uniforme

En este 
aso, al lanzar el dado 600 ve
es, si la pobla
ión sigue una distribu
ión uniforme, el

valor esperado para el número de ve
es que sale 
ada 
ara del dado será npi = 600 · 1
6
= 100.

El número de grados de libertad en este 
aso es k − 1 = 6 − 1 = 5. Cal
ulamos el valor

muestral del estadísti
o Qmuestral =
6
∑

i=1

(Oi − 100)2

100
= 7.18. Tomando un nivel de signi�
a
ión

de α = 0.05, 
omo χ2
0.05,5 = 11.070 y se 
umple que Qmuestral < χ2

0.05,5 
on
luiremos que no
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se puede re
hazar la hipótesis nula H0 y que las �u
tua
iones 
on respe
to a las fre
uen
ias

observadas son debidas al azar.

Ejemplo 2:
Una fábri
a de 
omponentes ele
tróni
os de
ide analizar la e�
ien
ia en su 
adena de pro-

du

ión y mide, durante 40 días, el número de 
omponentes fallidos que se produ
en al día,

obteniéndose los siguientes resultados:

Xi = # 
omponentes fallidos 0 1 2 3 4 ≥ 5
Oi = fre
uen
ia (días) 3 6 12 11 1 7

Analizar si el número de errores diarios en la 
adena de produ

ión sigue una distribu
ión

de Poisson de parámetro λ = 2.

Vamos a realizar un 
ontraste de hipótesis para analizar si los datos muestrales se pueden

ajustar a una distribu
ión de Poisson 
on parámetro λ = 2, por lo tanto:
{

H0 : la pobla
ión sigue una distribu
ión de Poisson 
on λ = 2

H1 : la pobla
ión no sigue una distribu
ión de Poisson 
on λ = 2

En el 
aso de que se 
umpla la hipótesis nula, la fun
ión de densidad de probabilidad será

f(x) =
2xe−2

x!
y, por lo tanto, el número días en los que esperamos xi errores será Ei = nf(xi) =

40f(xi), así que tendremos:

Xi 0 1 2 3 4 ≥ 5
Oi 3 6 12 11 1 7
Ei 5.4 10.8 10.8 7.2 3.6 2.2

Como el valor esperado de los dos últimos intervalos es menor que 5, los agruparemos en

uno sólo:

Xi 0 1 2 3 ≥ 4
Oi 3 6 12 11 8
Ei 5.4 10.8 10.8 7.2 5.8

Cal
ulamos ahora el estadísti
o Q =
5
∑

i=1

(Oi − Ei)
2

Ei

que seguirá una distribu
ión χ2
4. Como

tenemos que Qmuestral = 6.17 y, 
onsiderando un nivel de signi�
a
ión α = 0.05, χ2
0.05,4 =
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9.488 > Qmuestral, a
eptaremos la hipótesis nula de que la distribu
ión de errores diarios en la


adena de produ

ión sigue una ley de Poisson 
on λ = 2.

Ejemplo 3:
La distribu
ión de fre
uen
ias de los diámetros normales en 
m, es de
ir, los diámetros de

los árboles a 1.30 
m del suelo, de 100 al
ornoques elegidos al azar es:

Diámetro (en 
m) (15, 20] (20, 25] (25, 30] (30, 35] (35, 40] (40, 45]
# al
ornoques 3 15 28 39 11 4

Analizar si podemos suponer que el diámetro de los árboles siguen una distribu
ión normal.

En primer lugar tenemos que estimar la media y la varianza de la pobla
ión, para lo que

usaremos los estimadores X̄ y S2
. Para ello, 
onstruímos previamente la siguiente tabla 
on

las fre
uen
ias y los valores de las variables:

Diámetro xi Oi = ni nixi nix
2
i

(15, 20] 17.5 3 52.5 918.75
(20, 25] 22.5 15 337.5 7593.75
(25, 30] 27.5 28 770.0 21175.00
(30, 35] 32.5 39 1267.5 41193.75
(35, 40] 37.5 11 412.5 15468.75
(40, 45] 42.5 4 170.0 7225.00

6
∑

i=1

ni = 100
6
∑

i=1

nixi = 3010.0
6
∑

i=1

nix
2
i = 93575.00

Por lo tanto, µ̂ =
1

n

6
∑

i=1

nixi = 30.1 y σ̂2 =
n

n− 1

(

1

n

6
∑

i=1

nix
2
i − µ̂2

)

= 30.04 ⇒ σ̂ = 5.48

Ahora estimamos las fre
uen
ias esperadas suponiendo que el diámetro de los al
ornoques

sigue una distribu
ión N(30.1, 5.48)

Diámetro pi Ei = npi Oi = ni

≤ 20 0.0327 3.27 3
(20, 25] 0.1433 14.33 15
(25, 30] 0.3167 31.67 28
(30, 35] 0.3217 32.17 39
(35, 40] 0.1502 15.02 11
> 40 0.0354 3.54 4
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Como el primer y el último intervalo tienen valores esperados de las fre
uen
ias menores

que 5 los agrupamos para obtener:

Diámetro pi Ei = npi Oi = ni

≤ 25 0.1760 17.60 18
(25− 30] 0.3167 31.67 28
(30− 35] 0.3217 32.17 39
> 35 0.1856 18.56 15

A partir de estos datos 
al
ulamos Qmuestral =

4
∑

i=1

(Oi −Ei)
2

Ei
= 2.57. Como tenemos k = 4

intervalos y hemos estimado p = 2 parámetros a partir de la muestra, el número de grados

de libertad es k − 1 − p = 4 − 1 − 2 = 1. Considerando un nivel de signi�
a
ión α = 0.05,

omo χ2

0.05,1 = 3.84 > Qmuestral = 2.57, a
eptaremos la hipótesis nula de que la distribu
ión del

diámetro del tron
o sigue una distribu
ión normal.

10.3 Pruebas χ2
de independen
ia de dos variables

En mu
has o
asiones se presentan problemas en los que apare
en dos o más 
ara
terísti
as de los

elementos de una pobla
ión y es ne
esario saber si son dependientes entre sí o independientes,

por ejemplo, el peso y la estatura de una pobla
ión de individuos. Vamos a expli
ar ahora


omo plantear un test de hipótesis, basado en la distribu
ión χ2
, que nos permita 
ontrastar la

independen
ia de dos variables.

Supongamos que tenemos una muestra de tamaño n de una pobla
ión para la 
ual hemos

medido dos 
ara
teres representados por las variables aleatorias X e Y , que pueden tomar los

valores x1, x2, . . . , xm la primera de ellas y y1, y2, . . . , yk la segunda. Denotaremos Oij = nij la

fre
uen
ia observada de la muestra de elementos que tienen 
onjuntamente X = xi e Y = yj.
Con estas fre
uen
ias observadas podemos 
onstruir una tabla de 
ontingen
ia que represente

todas las fre
uen
ias observadas para 
ualquier par de valores posibles (xi, yj), 
on i = 1, . . .m
y j = 1, . . . , k, de modo que tendremos:
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X
Y

y1 y2 · · · yk

x1 n11 n12 · · · n1k n1∗=

k
∑

j=1

n1j

x2 n21 n22 · · · n2k n2∗=

k
∑

j=1

n2j

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

xm nm1 nm2 · · · nmk nm∗=
k
∑

j=1

nmj

n∗1=

m
∑

i=1

ni1 n∗2 =

m
∑

i=1

ni2 · · · n∗k =

m
∑

i=1

nik n=

m
∑

i=1

k
∑

j=1

nij

Si suponemos que ambas variables, X e Y , son independientes se 
umplirá que la proba-

bilidad 
onjunta se puede expresar 
omo produ
to de las probabilidades marginales, p(X =
xi, Y = yj) = pij = p(X = xi)p(Y = yj) = pi∗ p∗j . Por lo tanto, el 
ontraste de hipótesis que

plantearemos será:

{

H0 : X e Y independientes ⇒ pij = pi∗ p∗j, ∀i = 1, . . . , m, ∀j = 1, . . . , k

H1 : X e Y dependientes ⇒ pij 6= pi∗ p∗j para algún par (i, j)

Teniendo esto en 
uenta y dado que las probabilidades marginales se pueden estimar a partir

de las fre
uen
ias marginales observadas, de modo que p̂i∗ =
ni∗
n

y p̂∗j =
n∗j
n
, si se satisfa
e la

hipótesis nula de independen
ia de las variables, las fre
uen
ias esperadas serán:

Eij = np̂ij = n
ni∗
n

n∗j
n

=
ni∗ n∗j

n

Para el 
ontraste de hipótesis de independen
ia de variables se usa el estadísti
o de Pearson

que vimos anterioremente, Q=
m
∑

i=1

k
∑

j=1

(Oij − Eij)
2

Eij

=
m
∑

i=1

k
∑

j=1

(

nij − ni∗ n∗j

n

)2

ni∗ n∗j

n

, que tomará va-

lores 
er
anos a 
ero si se satisfa
e la hipótesis nula de independen
ia en las variables, ya que en

ese 
aso la fre
uen
ia esperada y la observada serán pare
idas. En el 
aso de que H0 sea 
ierta,

el estadísti
o χ2
sigue una distribu
ión 
hi-
uadrado 
on ν = (m−1)(k−1) grados de libertad.

El motivo de que sean estos los grados de libertad es porque, si bien tenemos m×k fre
uen
ias

posibles, hay que tener en 
uenta que la suma de las fre
uen
ias por �las y por 
olumnas deben
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dar las fre
uen
ias marginales, así que para 
ada �la y 
ada 
olumna sólo habrá que 
al
ular

k − 1 y m − 1 valores, respe
tivamente. Por este motivo, el número de grados de libertad es

ν = (m− 1)(k − 1). De este modo, a
eptaremos la hipótesis nula 
on un nivel de signi�
a
ión

α si Qmuestral < χ2
α,ν y la re
hazaremos si Qmuestral > χ2

α,ν , 
on ν = (m− 1)(k − 1)

Al igual que su
edía 
uando ha
íamos pruebas de bondad de ajuste, tendremos que tener

en 
uenta que el estadísti
o de Pearson Q sigue una distribu
ión χ2
si las fre
uen
ias esperadas

son superiores a 5. En 
aso 
ontrario, habrá que agrupar varias 
lases para 
onseguir que todas

las fre
uen
ias esperadas sean mayores o iguales a 5.

Por último, 
onviene señalar que dado que las fre
uen
ias observadas son dis
retas, el es-

tadísti
o Q tomará valores dis
retos, pero su distribu
ión la estamos aproximando a una χ2
,

que es una fun
ión 
ontinua. Esta aproxima
ión puede introdu
ir 
ierto error en el análisis de

independen
ia de las variables, aunque, en general, sólo tendrá importan
ia 
uando se tengan

tablas de 
ontingen
ia 
on po
as 
lases y 
on fre
uen
ias esperadas pequeñas. Para solu
ionar

esto se suele apli
ar una 
orre

ión de 
ontinuidad, 
orre

ión de 
ontinuidad de Yates, que


onsiste en disminuir las diferen
ias entre las fre
uen
ias observadas y las esperadas en una


antidad 0.5. Así el estadísti
o de Pearson se de�niría, apli
ando la 
orre

ión de Yates, 
omo

Q=
m
∑

i=1

k
∑

j=1

(|Oij − Eij | − 0.5)2

Eij

. En la prá
ti
a, di
ha 
orre

ión sólo se apli
a a tablas de 
on-

tingen
ia de dimensión 2× 2 y 
uando las fre
uen
ias esperadas están entre 5 y 10.

Ejemplo 4:

Consideremos un estudio en el 
ual se quiere analizar si existe rela
ión entre el sexo de una

persona y su 
olor de pelo. Para ello se analiza una muestra de n = 100 personas, obteniéndose
los siguientes resultados:

Sexo

Color de pelo

Calvo Rubio Pelirrojo Moreno

Hombre 5 10 5 20
Mujer 0 18 12 30

En primer lugar 
al
ulamos las fre
uen
ias marginales y, a partir de ahí, las fre
uen
ias

esperadas si se satisfa
e la hipótesis nula de independen
ia de las variables, obteniéndose la

siguiente tabla:



134 Hipótesis estadísti
as II

Esperado

Observado

Calvo Rubio Pelirrojo Moreno Marginales

Hombre

2
5

11.2
10

6.8
5

20
20

40

Mujer

3
0

16.8
18

10.2
12

30
30

60

Marginales 5 28 17 50 100

Como las fre
uen
ias esperadas para la primera de la 
lase Calvo de la variable aleatoria

Color de pelo son menores que 5, agruparemos di
ha 
lase 
on otra, por ejemplo 
on Rubio,

obteniéndose la siguiente tabla:

Esperado

Observado

Calvo o Rubio Pelirrojo Moreno Marginales

Hombre

13.2
15

6.8
5

20
20

40

Mujer

19.8
18

10.2
12

30
30

60

Marginales 33 17 50 100

El valor muestral del estadísti
o de Pearson será:

Qmuestral =
(15− 13.2)2

13.2
+

(5− 6.8)2

6.8
+

(20− 20)2

20
+

(18− 19.8)2

19.8
+

(12− 10.2)2

10.2
+

(30− 30)2

30
=

1.20

Di
ha variable aleatoria seguirá una distribu
ión χ2

on (3 − 1)(2 − 1) = 2 grados de

libertad. Como χ2
0.05,2 = 5.991 y Qmuestral = 1.20 < χ2

0.05,2 = 5.991, 
on
luiremos que se

satisfa
e la hipótesis nula de independen
ia entre el 
olor del pelo y el sexo de la persona.

10.4 Pruebas χ2
de homogeneidad

Un problema similar al anterior es el 
ontraste de homogeneidad de varias muestras. En el


ontraste de independen
ia se medían dos 
ara
terísti
as de la misma muestra y en el 
ontraste

de homogeneidad lo que se ha
e es elegir k muestras y se trata de 
omprobar si todas pueden

pertene
er a una misma pobla
ión o, al menos, si la fun
ión de distribu
ión de la variable

observada es la misma en todas las muestras.
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Consideremos k muestras de tamaños n1, n2, . . . , nk, respe
tivamente, para las que medimos

una variable aleatoria X que puede tomar los valores x1, x2, . . . , xm. Si denominamos Oij = nij

la fre
uen
ia del valor xi observada en la muestra j tendremos la siguiente tabla de fre
uen
ias:

Clases

Muestras

Muestra 1 Muestra 2 · · · Muestra k Total

x1 n11 n12 · · · n1k n1∗ =

k
∑

j=1

n1j

x2 n21 n22 · · · n2k n2∗ =
k
∑

j=1

n2j

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

xm nm1 nm2 · · · nmk nm∗ =

k
∑

j=1

nmj

Tamaños muestrales n1 n2 · · · nk n =

k
∑

j=1

nj =

m
∑

i=1

ni∗

Si las muestras son homogéneas se 
umplirá que la probabilidad de obtener un determinado

valor xi será la misma para todas las muestras, por lo tanto se 
umplirá que pi1 = pi2 = · · · =
pik = pi∗, siendo pij = p(X = xi|muestra j). Además di
ha probabilidad la podremos estimar

utilizando los datos muestrales, de modo que p̂i∗ =
ni∗
n
, de modo que el valor estimado de la

fre
uen
ia de la variable xi en la muestra j será:

Eij = nj p̂i∗ =
ni∗nj

n

El 
ontraste de hipótesis que plantearemos para evaluar la homogeneidad de las muestras

será:

{

H0 : Las k muestras son homogéneas ⇒ pi1 = pi2 = · · · = pik = pi∗, ∀i = 1, . . .m

H1 : Las k muestras no son homogéneas ⇒ pij 6= pi∗ para alguna muestra j y para algún xi

El estadísti
o que usaremos en este 
ontraste será, al igual que en los 
asos anteriores,

el estadísti
o de Pearson Q =
m
∑

i=1

k
∑

j=1

(Oij −Eij)
2

Eij

=
m
∑

i=1

k
∑

j=1

(

nij − ni∗ nj

n

)2

ni∗ nj

n

, que seguirá una

distribu
ión 
hi-
uadrado 
on ν = (m− 1)(k − 1) grados de libertad. La forma de 
al
ular los

grados de libertad es la misma que en el 
aso del 
ontraste de independen
ia, ya que aunque
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ini
ialmente tenemos una tabla de fre
uen
ias m × k, 
omo en 
ada 
olumna la suma de las

fre
uen
ias debe dar el tamaño muestral y en 
ada �la la suma de las fre
uen
ias debe ser la

fre
uen
ia del 
orrespondiente valor muestral, sólo tendremos m−1 valores independientes por

olumna y k − 1 valores independientes por �la, así pues el número de grados de libertad será

ν = (m− 1)(k − 1).
De modo que a
eptaremos la hipótesis nula de muestras homogéneas a un nivel de signi�-


a
ión α si Qmuestral < χ2
α,ν 
on ν = (m− 1)(k − 1), y la re
hazaremos en 
aso 
ontrario.

Al igual que en 
asos anteriores, si el valor estimado para la fre
uen
ia es menor que 5,
agruparemos varios valores muestrales en una misma 
lase para asegurar que la fre
uen
ia es-

timada sea mayor o igual que 5.

Ejemplo 5:
Consideremos las siguientes fre
uen
ias en las notas de 4 grupos de primero de la asignatura

de estadísti
a:

Notas

Grupos

A B C D Total

Nt-Sb 14 5 13 5 37
Ap 26 31 23 10 90
SS 29 30 25 26 110

Tamaño muestral 69 66 61 41 237

Estudiar la homogeniedad de las 
ali�
a
iones al 
omparar los distintos grupos.

En primer lugar 
al
ulamos los valores estimados de las fre
uen
ias utilizando Eij =
ni∗ nj

n
,

siendo ni∗ la fre
uen
ia total para 
ada 
ali�
a
ión y nj el tamaño muestral del grupo j. Por
lo tanto,

Estimado

Observado

A B C D Total

Nt-Sb

10.8
14

10.3
5

9.5
13

6.4
5

37

Ap

26.2
26

25.1
31

15.6
23

15.6
10

90

SS

32.0
29

30.6
30

19.0
25

19.0
26

110

Tamaño muestral 69 66 61 41 237
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Cal
ulamos ahora el valor muestral del estadísti
o de PearsonQmuestral=

m
∑

i=1

k
∑

j=1

(Oij − Eij)
2

Eij
=

11.93.
Di
ho estadísti
o seguirá una distribu
ión χ2


on ν = (3− 1)(4− 1) = 6 grados de libertad
y 
omo χ2

0.05,6 = 12.592 > Qmuestral, a
eptaremos la hipótesis nula.

10.5 Otros estadísti
os utilizados en 
ontrastes no paramé-

tri
os

La prueba χ2
es utilizada en mu
hos 
ontrastes no parámetri
os tal y 
omo hemos visto en

apartados anteriores, sin embargo, no es la úni
a existente. Vamos ahora a enumerar brevemente

otros 
ontrastes no paramétri
os que pueden resultar de utilidad.

10.5.1 Prueba de Kolmogorov-Smirnov

La prueba de Kolmogorov-Smirnov (o test K-S) es un 
ontraste no paramétri
o para determinar

la bondad de ajuste de una muestra a una distribu
ión teóri
a. Es válida sólo para variables


ontinuas y tiene la ventaja, frente a la prueba χ2
de bondad de ajuste, de que se puede apli
ar

a muestras pequeñas y que su poten
ia (probabilidad de re
hazar H0 siendo falsa) es mayor

que la de la prueba χ2
.

El estadísti
o que se usa en este 
ontraste es el máximo de la diferen
ia entre la fun
ión de

distribu
ión de probabilidad teóri
a y la de la muestra:

Dn = max
1≤i≤n

|Fmuestra(xi)− F0(xi)|

siendo Fmuestra(xi) el valor de fun
ión de distribu
ión muestral en el punto xi de la muestra y

F0(xi) el 
orrespondiente para el valor teóri
o de la fun
ión de distribu
ión.

Di
ho estadísti
o Dn sigue una distribu
ión dedu
ida por Smirnov en el 
aso de que la

hipótesis nula sea 
ierta, 
uyos valores 
ríti
os Dn,α están tabulados y dependen del tamaño

muestral n. De este modo, a
eptaremos la hipótesis nula a un nivel de signi�
a
ión α si

Dn < Dn,α, lo que quiere de
ir que las diferen
ias entre el valor teóri
o y el muestral en la

fun
ión de distribu
ión son debidas al azar.

10.5.2 Prueba de los rangos 
on signo de Wil
oxon para dos muestras

apareadas

La prueba de los rangos 
on signo es una alternativa no paramétri
a a la prueba de la t de
Student para datos apareados. La ventaja es que no exige requisitos para poder apli
arlo.
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La hipótesis nula que se plantea es que las medianas de las dos pobla
iones de las que

pro
eden las muestras son iguales.

La prueba se basa en 
al
ular las diferen
ias entre dos muestras apareadas y ordenar de

menor a mayor el valor absoluto de di
has diferen
ias. Si la hipótesis nula es 
ierta la suma de

las posi
iones (también llamadas rangos) que o
upan las diferen
ias negativas debe ser igual a

la suma de los rangos de las diferen
ias positivas.

10.5.3 Prueba U de Mann-Whitney

El 
ontraste de Mann-Whitney sirve para analizar si dos muestras independientes pro
eden de

la misma pobla
ión. Es una prueba no paramétri
a alternativa al 
ontraste de igualdad de

medias de dos muestras independientes.

10.5.4 Prueba W de Shapiro-Wilk

Este prueba permite 
ontrastar si una muestra pro
ede de una pobla
ión normal. La ventaja de

este 
ontraste es que se puede apli
ar aunque la muestra sea pequeña. Se basa en la 
ompara
ión

de los 
uantiles muestrales 
on los teóri
os para una distribu
ión normal.



Capítulo 11

Introdu

ión al Análisis Multivariante

Prin
ipios de Análisis de la Varianza. Prueba de

Fisher (LSD). Prueba de Bartlett.

11.1 Introdu

ión al análisis multivariante

11.1.1 Con
eptos previos

En los 
apítulos anteriores hemos estudiado los 
ontrastes de hipótesis que permiten 
omparar

dos pobla
iones. En parti
ular se analizó el 
ontraste de hipótesis para 
omparar las medias

de dos pobla
iones normales, tanto en el 
aso de que las varianzas pobla
ionales fuesen iguales,


omo en el 
aso de que no lo fuesen. Sin embargo, en determinadas o
asiones interesa 
omparar

si más de dos pobla
iones normales, 
on la misma varianza pobla
ional, tienen la misma media

pobla
ional o no. Por ejemplo, si se quiere estudiar el efe
to de distintos tipos de abono en

la produ

ión agrí
ola de un determinado produ
to, la e�
a
ia de distintos tratamientos en la


ura
ión de una enfermedad o el efe
to de distintos tipos de dieta en la pérdida de peso lo que

interesa es analizar si hay diferen
ias que se puedan 
onsiderar signi�
ativas entre las distintas

muestras 
orrespondientes a los diferentes tratamientos apli
ados o si di
has diferen
ias son las

esperables en un muestreo aleatorio.

Por lo tanto, el 
ontraste de hipótesis que queremos plantear es:

{

H0 : µ1 = µ2 = µ3 = · · ·
H1 : µi 6= µj para algún par i, j

El motivo por el 
ual no resulta apropiado presentar un 
ontraste de igualdad de medias dos

a dos se expli
a a 
ontinua
ión. Supongamos que �jamos un nivel de signi�
a
ión α para 
ada


ontraste de dos muestras, esto es, una probabilidad de a
eptar la hipótesis nula de igualdad

de dos medias en el 
aso de ser 
ierta de 1 − α. Si tenemos k muestras habría que realizar

139
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(

k

2

)

=
k(k − 1)

2

ontrastes, por lo que la probabilidad de a
eptar H0 : µ1 = µ2 = µ3 = · · · =

µk siendo 
ierta es (1− α)
k(k−1)

2
, suponiendo que las muestras son independientes. Así que

re
hazaríamos H0 siendo 
ierta, esto es, 
ometeríamos un error de tipo I 
on una probabilidad

1 − (1− α)
k(k−1)

2
, que en general es bastante grande. Por ejemplo, si tuviesemos 4 muestras y

un nivel de signi�
a
ión α = 0.05 para 
ada 
ontraste de dos muestras, el nivel de signi�
a
ión

�nal de 
ompara
ión de las 
uatro muestras dos a dos sería 1 − (1− 0.05)
4·3
2 = 0.265, que es

demasiado grande para un error de tipo I.

Por este motivo, es ne
esario plantear un pro
edimiento que permita 
ontrastar la igualdad

de medias de k pobla
iones de forma global. Di
ho pro
edimiento se 
ono
e 
on el nombre de

Análisis de la Varianza o ANOVA (que proviene del inglés, ANalysis Of the VArian
e).

11.1.2 Analisis de la Varianza 
on un fa
tor de varia
ión: des
rip
ión.

En esta se

ión vamos a des
ribir el pro
edimiento que permite analizar la homogeneidad

de varias pobla
iones para estudiar si sus medias son iguales, suponiendo que sólo hay un

fa
tor que diferen
ia una pobla
ión de otra. Como hemos visto anteriormente, un ejemplo

podría ser la produ

ión de un determinado produ
to agrí
ola en fun
ión del tipo de abono

que se aplique. También hay otros pro
edimientos, que no vamos a tratar en este 
apítulo, que

permiten estudiar la igualdad de medias de varias pobla
iones 
uando hay varios fa
tores de

varia
ión, por ejemplo, que en la produ

ión de un determinado produ
to agrí
ola se varíe no

sólo el abono apli
ado, sino también las 
ondi
iones de humedad.

El pro
edimiento de análisis de las k pobla
iones 
on un fa
tor de varia
ión se expli
a a


ontinua
ión. Supongamos que tenemos k pobla
iones independientes y estudiamos en todos

ellos una 
ara
terísti
a 
omún en la que lo úni
o que diferen
ia una pobla
ión de otra es un

fa
tor. Suponiendo que la variable aleatoria que estudia esa 
ara
terísti
a sigue una distribu
ión

normal 
on la misma varianza en todas las pobla
iones, lo que diferen
iará una pobla
ión de

otra será que tengan distintas medias. Así pues, el 
ontraste que tendremos que plantear es si

las medias de di
has pobla
iones son iguales o no.

Si suponemos que todas las pobla
iones tienen la misma varianza, la estima
ión de la va-

rianza que obtengamos para 
ada una de las pobla
iones será una buena estima
ión de di
ha

varianza 
omún. Además, si suponemos que todas las pobla
iones tienen la misma media (esto

es, no hay diferen
ias entre las pobla
iones) y estimamos la varianza de la pobla
ión total

(obtenida uniendo todas las pobla
iones), ésta también será una buena estima
ión de la va-

rianza 
omún, tal y 
omo se puede ver en el panel izquierdo de la �gura 11.1. Sin embargo,

si las distintas pobla
iones tiene distinta media (esto es, hay diferen
ias entre las pobla
iones),

la varianza estimada a partir de la pobla
ión total (obtenida uniendo todas las pobla
iones)

será mayor que la varianza 
omún de las pobla
iones individuales, tal y 
omo se puede ver
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Figura 11.1: Fun
iones de densidad de probabilidad estimada para un 
onjunto de pobla
iones

en las 
uales la variable aleatoria tiene la misma varianza y la misma media en todas las

pobla
iones (a la izquierda) y para un 
onjunto de pobla
iones en las 
uales la variable aleatoria

tiene la misma varianza pero diferente media (a la dere
ha)

en el panel dere
ho de la �gura 11.1, ya que al haber una dispersión grande de las medias de


ada pobla
ión 
on respe
to a la media de la pobla
ión total, se ensan
ha la distribu
ión de la

pobla
ión total.

Siguiendo este planteamiento, podemos ver que analizar si varias pobla
iones 
on la misma

varianza tienen la misma media es equivalente a 
omparar la varianza 
omún de la pobla
ión

total 
on la varianza de las medias de 
ada pobla
ión 
on respe
to a la media total. Por este

motivo, a este tipo de estudio de igualdad de medias entre varias pobla
iones se le denomina

Análisis de la Varianza.

Vamos a desarrollar en la siguiente se

ión el formalismo que nos va a permitir realizar el


ontraste de igualdad de medias entre varias pobla
iones 
on un fa
tor de varia
ión.

11.2 Prin
ipios del análisis de la varianza

Consideremos que tenemos k pobla
iones o grupos independientes y supongamos que en di
has

pobla
iones observamos una 
ara
terísti
a de�nida por una variable aleatoriaX . En 
ada grupo

la variable X tendrá aso
iada un valor esperado y una varianza, de modo que µi y σ2
i serían

di
hos valores para el grupo i, 
on i = 1, . . . , k. Supongamos que si existen diferen
ias de la
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variable aleatoria entre los k grupos (también denominados tratamientos) pueden ser debidas

a un fa
tor de varia
ión entre los grupos (por ejemplo, utiliza
ión de distinto tratamiento

médi
o entre varios grupos para la 
ura
ión de una enfermedad, uso de diferente abono para la

produ

ión agrí
ola, et
). Por lo tanto, para 
omprobar di
ha hipótesis tendremos que plantear

un 
ontraste de hipótesis de homogeneidad entre los grupos de la forma:

{

H0 : µ1 = µ2 = · · · = µk

H1 : µi 6= µj para algún par i, j

Si 
omo 
onse
uen
ia del 
ontraste re
hazamos la hipótesis nula y a
eptamos la alternativa,

querrá de
ir que el fa
tor de varia
ión será el que haya originado una diferen
ia entre los grupos.

Consideremos ahora que en los k grupos extraemos k muestras (una para 
ada grupo)

de tamaños n1, n2, . . ., nk, respe
tivamente. Si representamos por xij el valor i−esimo de la

variable aleatoriaX en la muestra j, podemos resumir los datos muestrales en la siguiente tabla:

Grupo

Datos Tamaño Sumas Medias

muestrales muestral muestrales muestrales

1 x11, x21, . . . , xn11 n1 T1 =

n1
∑

i=1

xi1 µ̂1 =
T1

n1

2 x12, x22, . . . , xn22 n2 T2 =

n2
∑

i=1

xi2 µ̂2 =
T2

n2

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

k x1k, x2k, . . . , xnkk nk Tk =

nk
∑

i=1

xik µ̂k =
Tk

nk

Total {xij , i = 1, . . . , nj, j = 1, . . . k} n =

k
∑

j=1

nj T =

k
∑

j=1

Tj µ̂ =
T

n

donde en di
ha tabla hemos in
luído las sumas de los valores muestrales de la variable X en


ada grupo, Tj =

nj
∑

i=1

xij para j = 1, . . . , k, y las estima
iones de la media de X en 
ada grupo,

µ̂j =
Tj

nj
=

1

nj

nj
∑

i=1

xij para j = 1, . . . , k, 
omo se puede ver, di
has estima
iones de la media

se han obtenido utilizando la media aritméti
a, X̄ . También hemos in
luído en la tabla estas
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antidades para la muestra total que agrupa los datos de las k pobla
iones, T =

k
∑

j=1

nj
∑

i=1

xij y

µ̂ =
T

n
=

1

n

k
∑

j=1

nj
∑

i=1

xij 
on n =

k
∑

j=1

nj .

El pro
edimiento de análisis de la varianza, ANOVA, que vamos a expli
ar aquí se basa en

que:

• La variable aleatoriaX sigue distribu
iones normales para 
ada uno de los grupo (hipótesis

de normalidad). Por ello, debemos 
ontrastar ini
ialmente si las muestras obtenidas

para 
ada pobla
ión siguen una distribu
ión normal (utilizando alguno de los test de

normalidad des
ritos en el 
apítulo anterior).

• Las varianzas de la variable aleatoriaX en los distintos grupos, σ2
1, σ

2
2, . . . , σ

2
k, son iguales,

σ2
1 = σ2

2 = . . . = σ2
k (hipótesis de homo
edasti
idad). En la última se

ión de este 
apítulo

expli
aremos 
ómo 
ontrastar si varias pobla
iones normales tienen la misma varianza o

no.

Una vez que 
omprobamos que se 
umplen ambos supuestos, el pro
edimiento de la ANOVA

se basa en que la varia
ión total, SST , que observamos en el 
onjunto de los datos muestrales,

xij , o sea, las varia
iones de los datos muestrales 
on respe
to a la media de la pobla
ión total,

se pueden separar en dos tipos de varia
iones:

• Varia
ión dentro de los grupos o varia
ión debida al error, SSE: son las varia
iones de

los elementos de 
ada muestra 
on respe
to a la media de di
ha muestra, que son debidas

a las 
ara
terísti
as del pro
eso aleatorio del muestreo, esto es, debidas al azar.

• Varia
ión entre los grupos o varia
ión entre los tratamientos, SSG: son las varia
iones

de los valores medios de la variable X en un grupo dado, X̄j (
uya estima
ión puntual

es µ̂j), 
on respe
to a la media total, X̄ (
uya estima
ión puntual es µ̂), que pueden ser

debidas o bien a efe
tos aleatorios o bien a que existen diferen
ias entre los grupos debidas

al fa
tor de varia
ión 
onsiderado.

Por lo tanto, por un lado de�niremos la varia
ión total de los datos muestrales 
on respe
to

a la media global, X̄ , que representaremos por SST =
k
∑

j=1

nj
∑

i=1

(

Xij − X̄
)2
, y por otro lado

de�niremos la varia
ión total dentro de los grupos de los datos muestrales de 
ada grupo 
on

respe
to a la media muestral de di
ho grupo, SSE =

k
∑

j=1

nj
∑

i=1

(

Xij − X̄j

)2
, y la varia
ión entre
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los grupos de las medias muestrales de 
ada grupo 
on respe
to a la media muestral total

pesadas 
on el tamaño muestral, SSG =

k
∑

j=1

nj

(

X̄j − X̄
)2
. Con estas de�ni
iones, es fá
il

demostrar que:

SST = SSE + SSG

ya que SST =
k
∑

j=1

nj
∑

i=1

(

Xij − X̄
)2

=
k
∑

j=1

nj
∑

i=1

((

Xij − X̄j

)

+
(

X̄j − X̄
))2

=

=

k
∑

j=1

nj
∑

i=1

(

(

Xij − X̄j

)2
+
(

X̄j − X̄
)2

+ 2
(

Xij − X̄j

) (

X̄j − X̄
)

)

=

=

k
∑

j=1

nj
∑

i=1

(

Xij − X̄j

)2
+

k
∑

j=1

nj

(

X̄j − X̄
)2

+ 2

k
∑

j=1

(

X̄j − X̄
)

nj
∑

i=1

(

Xij − X̄j

)

= SSE + SSG

Estas varia
iones que hemos 
al
ulado pueden ser útiles, 
omo veremos a 
ontinua
ión, a la

hora de ha
er estima
iones sobre la varianza de la pobla
ión total, σ2
, bajo el supuesto de que

se satisfa
e la hipótesis nula H0 de igualdad de medias.

Por un lado, sabemos que un estimador de la varianza de X en el grupo j será la 
uasi-

varianza muestral, S2
j =

1

nj − 1

nj
∑

i=1

(

Xij − X̄j

)2
, que dará lugar a las estima
iones puntuales

σ̂2
j =

1

nj − 1

nj
∑

i=1

(xij − µ̂j)
2
. Si se satisfa
e la hipótesis nula se 
umplirá que σ2 = σ2

1 = · · · = σ2
k

ya que las medias pobla
ionales de los distintos grupos son iguales y, por tanto, 
ada uno de

ellos será un muestreo de una misma pobla
ión total. Así pues, podremos estimar σ2
ha
iendo

una media ponderada de las estima
iones de las varianzas de 
ada grupo pesadas 
on el número

de grados de libertad de 
ada muestra utilizando el estimador 
uadrado medio del error de�nido

por:

MSE =

k
∑

j=1

(nj − 1)S2
j

k
∑

j=1

(nj − 1)

=
SSE

n− k

Este estimador permite 
al
ular una estima
ión puntual para la varianza 
omún a todos los

grupos, σ̂2
MSE. El valor esperado de este estimador, 
onsiderando que σ2 = σ2

i para i = 1, ..., k,

es E(MSE) =
E
(

∑k
j=1(nj − 1)S2

j

)

n− k
=

∑k
j=1(nj − 1)E

(

S2
j

)

n− k
=

∑k
j=1(nj − 1)σ2

j

n− k
= σ2
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Por otro lado, 
omo S2 =

k
∑

j=1

nj
∑

i=1

(

Xij − X̄
)2

n− 1
=

SST

n− 1
es también un estimador de la va-

rianza de la pobla
ión total, σ2
, y se 
umple que SST = SSE + SSG, tendremos que

S2 =
SSE + SSG

n− 1
, 
uyo valor esperado es E(S2) = σ2

. Por lo tanto, 
omo (n−k+k−1)S2=

(n− k)S2 + (k − 1)S2 = SSE + SSG se puede dedu
ir que (k − 1)S2 = SSG. Vamos a 
om-

probarlo 
al
ulando el valor esperado de la expresión (n − 1)S2 = SSE + SSG. Bajo el

supuesto de la hipótesis nula sabemos que la varianza total, σ2
, es igual a la varianza de 
ada

tratamiento, σ2
i 
on i = 1, ..., k, y 
omo el valor esperado de la varianza de 
ada tratamiento es

σ2 = E(MSE) =
E(SSE)

n− k
, tendremos que E(SSE + SSG) = E

(

(n− k)S2 + (k − 1)S2
)

⇒ E(SSE) + E(SSG) = (n− k)E(S2) + (k − 1)E(S2) ⇒ (n− k)σ2+E(SSG)=(n− k)σ2+

(k − 1)E(S2) ⇒ σ2 =
E(SSG)

k − 1
. Así que podemos de�nir otro estimador para la varianza de

la pobla
ión total denominado 
uadrado medio de los tratamientos y de�nido por

MSG =

k
∑

j=1

nj

(

X̄j − X̄
)2

k − 1
=

SSG

k − 1

que permite obtener una estima
ión para la varianza de la pobla
ión total, σ̂2
MSG, y 
uyo valor

esperado si es 
ierta la hipótesis nula será σ2
.

Bajo el supuesto de que es 
ierta la hipótesis nula de nuestro 
ontraste la varianza de la

pobla
ión total obtenida a partir del 
uadrado medio del error, σ2
MSE = E(MSE) =

E(SSE)

n− k
,

y la varianza de la pobla
ión total obtenida a partir del 
uadrado medio de los tratamientos,

σ2
MSG = E(MSG) =

E(SSG)

k − 1
, serán iguales. Sin embargo, si la hipótesis nula no es 
ierta

y, por tanto, las medias de los distintos tratamientos son diferentes, di
has medias muestrales

presentarán una varia
ión mayor que la que esperaríamos si no hubiese varia
ión entre los

tratamientos, por lo que SSG =

k
∑

j=1

nj

(

X̄j − X̄
)2

será mayor en el 
aso de que la hipótesis nula

sea falsa. Como 
onse
uen
ia de esto, si la hipótesis nula es falsa se 
umplirá σ2
MSG > σ2

MSE .
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Así pues, rees
ribiremos el 
ontraste de hipótesis ini
ial de la siguiente forma:























H0 : σ2
MSG = σ2

MSE ⇒ σ2
MSG

σ2
MSE

= 1

H1 : σ2
MSG > σ2

MSE ⇒ σ2
MSG

σ2
MSE

> 1

Para poder analizar este 
ontraste de�niremos el estadísti
o

F =
MSG/σ2

MSG

MSE/σ2
MSE

que seguirá una distribu
ión F de Fisher 
on k − 1 grados de libertad en el numerador (los


orrespondientes a MSG) y n − k grados de libertad en el denominador (los 
orrespondientes

a MSE), por lo tanto F ∼ F(k−1,n−k). Bajo el supuesto de que es 
ierta la hipótesis nula, di
ho

estadísti
o F se es
ribirá 
omo F =
MSG

MSE
, que para una muestra 
on
reta tomará el valor

fmuestral =
σ̂2
MSG

σ̂2
MSE

.

Dado que se trata de un 
ontraste unilateral dere
ho, la región de a
epta
ión para di
ho 
on-

traste para un nivel de signi�
a
ión α será RAα = [0, Fα;k−1,n−k), de modo que a
eptaremos la

hipótesis nula de igualdad de medias entre los k distintos tratamientos si fmuestral < Fα;k−1,n−k.

Para 
al
ular de forma sen
illa el estadísti
o F , podemos tener en 
uenta que MSG =
SSG

k − 1


on SSG =

k
∑

j=1

nj

(

X̄j − X̄
)2

y MSE =
SSE

n− k

on SSE =

k
∑

j=1

nj
∑

i=1

(

Xij − X̄j

)2
, lo de que da

lugar a las estima
iones puntuales σ̂2
MSG y σ̂2

MSE, respe
tivamente.

Como los estimadores X̄ y X̄j permiten obtener las estima
iones puntuales de las medias

µ̂ =
1

n

k
∑

j=1

nj
∑

i=1

xij =
T

n
y µ̂j =

1

nj

nj
∑

i=1

xij =
Tj

nj

, respe
tivamente, si denominamos ŜSG y ŜSE

a las estima
iones puntuales de las varia
iones obtenidas a partir de SSG y SSE, tendremos

que:

ŜSG =
k
∑

j=1

nj (µ̂j − µ̂)2 =
k
∑

j=1

nj

(

µ̂2
j − 2µ̂jµ̂+ µ̂2

)

=
k
∑

j=1

(

T 2
j

nj
− 2Tj

T

n
+ nj

T 2

n2

)

=
k
∑

j=1

T 2
j

nj
− T 2

n

y por otro lado:

ŜSE =

k
∑

j=1

nj
∑

i=1

(xij − µ̂j)
2 =

k
∑

j=1

nj
∑

i=1

(

x2
ij − 2xij

Tj

nj
+

T 2
j

n2
j

)

=

k
∑

j=1

(

nj
∑

i=1

x2
ij −

T 2
j

nj

)

.
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Así pues,

σ̂2
MSG =

ŜSG

k − 1
=

1

k − 1

(

k
∑

j=1

T 2
j

nj
− T 2

n

)

y

σ̂2
MSE =

ŜSE

n− k
=

1

n− k

(

k
∑

j=1

nj
∑

i=1

x2
ij −

k
∑

j=1

T 2
j

nj

)

Ejemplo 1:
Se quiere analizar el efe
to de tres fertilizantes, A, B y C, en la produ

ión de uva de una


ierta variedad. Para ello se suministra di
ho fertilizante a varias par
elas del mismo tamaño.

El fertilizante de tipo A se apli
a en 15 par
elas, el de tipo B en 12 par
elas y el de tipo C
en 10 par
elas. Posteriormente se miden las toneladas de produ

ión de uva en 
ada par
ela

obteniéndose los siguientes resultados

Fertilizante A 8.2 8.7 8.8 9.5 7.0 7.7 6.7 9.0 7.1 9.2 8.3 8.7 8.9 8.6 9.2
Fertilizante B 4.1 4.5 3.2 5.9 4.2 4.3 4.4 6.2 4.5 2.4 3.6 5.2
Fertilizante C 5.2 5.8 5.4 4.6 3.9 4.4 3.8 4.7 6.2 5.3

Analizar si existen diferen
ias signi�
ativas en la produ

ión de uva para los distintos

tratamientos. Suponer que las varianzas de 
ada uno de los tratamientos son iguales.

El 
ontraste de hipótesis que plantearemos será:

{

H0 : µA = µB = µC

H1 : µA 6= µB ó µA 6= µC ó µB 6= µC

que, suponiendo que σ2
A = σ2

B = σ2
C , será equivalente a:















H0 :
σ2
MSG

σ2
MSE

= 1

H1 :
σ2
MSG

σ2
MSE

> 1

siendo σ̂2
MSG =

ŜSG

k − 1
=

1

k − 1

(

k
∑

j=1

T 2
j

nj
− T 2

n

)


on k = 3 y

σ̂2
MSE =

ŜSE

n− k
=

1

n− k

(

k
∑

j=1

nj
∑

i=1

x2
ij −

k
∑

j=1

T 2
j

nj

)


on n = 15 + 12 + 10 = 37.

Teniendo esto en 
uenta 
onstruímos las siguiente tabla:
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Fertilizante A Fertilizante B Fertilizante C TOTAL

Tj =

nj
∑

i=1

xij 125.6 52.5 49.3 227.4

nj
∑

i=1

x2
ij 1062.24 242.05 248.63 1552.92

nj 15 12 10 37

Por lo tanto tendremos que

ŜSG =
125.62

15
+

52.52

12
+

49.32

10
− 227.42

37
= 126.839

ŜSE = 1553.37− 125.62

15
− 52.52

12
− 49.32

10
= 28.4928

Así que σ̂2
MSG =

126.839

3− 1
= 63.4195 y σ̂2

MSE =
28.4928

37− 3
= 0.838, por lo que fmuestral =

σ̂2
MSG

σ̂2
MSE

= 75.680. Estos resultados se pueden resumir en la siguiente tabla:

Varia
iones g.l. Cuadrados medios Estadísti
o F

Tratamientos (entre grupos) 126.839 2 63.4195 75.680

Errores (intra grupos) 28.4928 34 0.838

Totales 155.3318 36

Como F ∼ F(2,34) y F0.05;2,34 = 3.2759 y fmuestral = 75.680 > F0.05;2,34 = 3.2759 podemos re-


hazar la hipótesis nula de igualdad de medias. Así pues, hay diferen
ias entre las produ

iones

de uva dependiendo del fertilizante utilizado.

11.3 Prueba de Fisher (LSD)

Cuando realizamos un 
ontraste de hipótesis 
omo el des
rito en el apartado anterior para

analizar si una variable aleatoria de�nida para varios tratamientos tienen la misma media o

no, puede o
urrir que re
ha
emos la hipótesis nula y, 
omo 
onse
uen
ia de ello, a
eptemos

que las medias pobla
ionales de la variable aleatoria para los distintos tratamientos no son

iguales. En este 
aso, tendremos que plantearnos dónde se en
uentran di
has diferen
ias entre

las medias, esto es, para qué par de tratamientos hay diferen
ias signi�
ativas en la media de la

variable aleatoria. Para poder analizar esto vamos a des
ribir la prueba LSD (Least Signi�
ant

Di�eren
e) de Fisher. Di
ha prueba se basa en las dos 
ondi
iones que impusimos al 
omienzo
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del 
ontraste de la ANOVA, que son la normalidad de la variable para 
ada tratamiento y la

igualdad de varianzas entre los distintos tratamientos.

Para poder analizar qué par (ya sea uno sólo o varios) de tratamientos es el responsable del

resultado del 
ontraste de la ANOVA que originó el re
hazo de igualdad de medias, tendremos

que 
omparar todos los posibles pares de tratamientos, de modo que si tenemos k tratamientos,

habrá que realizar

k(k − 1)

2

ontrastes de hipótesis. Los 
ontrastes de hipótesis que tenemos

que ha
er son:

{

H0 : µi = µj ⇒ µi − µj = 0

H1 : µi 6= µj ⇒ µi − µj 6= 0


on i = 1, . . . , k; j = i+ 1, . . . , k.
El estadísti
o que utilizaremos para el 
ontraste se basa en que tenemos que 
ontrastar una

diferen
ia de medias de variables que siguen una distribu
ión normal, ya que Xi ∼ N(µi, σi)
y Xj ∼ N(µj , σj). Además las varianzas pobla
ionales son des
ono
idas, pero también sabe-

mos que son iguales, σ2
i = σ2

j = σ2
, y hemos 
al
ulado una estima
ión puntual previamente,

utilizando el estadísti
o MSE, obteniéndose el valor σ̂2
MSE =

1

n− k

k
∑

j=1

(

nj
∑

i=1

x2
ij −

T 2
j

nj

)

. Te-

niendo en 
uenta los 
ontrastes de hipótesis estudiados en temas anteriores para 
omparar

las medias de dos pobla
iones normales de varianza des
ono
ida pero igual, el estadísti
o que

utilizaremos para los distintos 
ontrastes será

Tij =
X̄i − X̄j − (µi − µj)
√

MSE

(

1

ni

+
1

nj

)

que seguirá una distribu
ión t de Student de n−k grados de libertad. Si a
eptamos la hipótesis

nula de igualdad de medias, el estadísti
o del 
onstraste será Tij =
X̄i − X̄j

√

MSE

(

1

ni

+
1

nj

)

, 
uyo

valor muestral será tij,muestral =
µ̂i − µ̂j

√

σ̂2
MSE

(

1

ni

+
1

nj

)

.

Como tenemos un 
ontraste bilateral para un estadísti
o que sigue una distribu
ión de t de
Student 
on n− k grados de libertad, la región de a
epta
ión del estadísti
o Tij para un nivel

de signi�
a
ión α será RAα =
(

−tα/2,n−k, tα/2,n−k

)

, de modo que a
eptaremos la hipótesis nula

de igualdad de medias entre los tratamientos i y j si tij,muestral ∈ RAα y la re
hazaremos en
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aso 
ontrario.

Ejemplo 2:
Analizar en el ejemplo 1, 
ual o 
uales de los fertilizantes presenta una diferen
ia signi�
a-

tiva 
on respe
to a los otros, 
omparando las medias de produ

ión de uva dos a dos, utilizando

el método LSD de Fisher.

Según 
al
ulamos anteriormente, tenemos que σ̂2
MSE = 0.838 y

Fertilizante A Fertilizante B Fertilizante C

Tj =

nj
∑

i=1

xij 125.6 52.5 49.3

nj 15 12 10
µ̂j 8.373 4.375 4.93

Como la región de a
epta
ión, RAα =
(

−tα/2,n−k, tα/2,n−k

)

, para α = 0.05 es RA0.05 =
(−t0.025,34, t0.025,34) = (−2.0323, 2.0323), si 
al
ulamos los valores muestrales del estadísti
o

Tij =
X̄i − X̄j

√

MSE

(

1

ni

+
1

nj

)

para 
ada par de fertilizantes, podemos analizar las diferen
ias en-

tre los distintos tratamientos, obteniéndose:

• t12,muestral =
8.373− 4.375

√

0.838

(

1

15
+

1

12

)

= 11.277. Por lo tanto t12,muestral /∈ RA0.05 y re
haza-

remos que el efe
to del fertilizante A y del fertilizante B sea el mismo.

• t13,muestral =
8.373− 4.93

√

0.838

(

1

15
+

1

10

)

= 9.213. Por lo tanto t13,muestral /∈ RA0.05 y re
hazare-

mos que el efe
to del fertilizante A y del fertilizante C sea el mismo.

• t23,muestral =
4.375− 4.93

√

0.838

(

1

12
+

1

10

)

= −1.262. Por lo tanto t23,muestral ∈ RA0.05 y a
eptare-

mos que el efe
to del fertilizante B y del fertilizante C es el mismo.

Así pues, 
on
luiremos que el fertilizante A es estadísti
amente más efe
tivo (su produ

ión

media es mayor) que los otros dos, mientras que los fertilizantes B y C tienen el mismo efe
to.
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11.4 Prueba de Bartlett

En los apartados anteriores hemos analizado varias pobla
iones, para las que hemos supuesto

que seguían distribu
iones normales 
on la misma varianza. Por lo tanto, 
omo paso previo a los

análisis anteriores debemos 
omprobar si 
ada una de las variables sigue una distribu
ión normal

(por ejemplo, utilizando un 
ontraste χ2
, o un test de Kolmogorov-Smirnov, o una prueba W de

Shapiro-Wilk) y además 
ontrastando que se 
umple la homo
edasti
idad (todas las varianzas

pueden 
onsiderarse iguales). Para realizar este último 
ontraste de forma global sobre las k
pobla
iones, vamos a des
ribir la prueba de Bartlett. Di
ha prueba permite 
ontrastar de forma

global si varias variables aleatorias que siguen distribu
iones normales tienen la misma varianza.

Supongamos que tenemos k variables aleatorias independientes que siguen distribu
iones

normales, Xj ∼ N (µj, σj) 
on j = 1, . . . , k, 
uyos tamaños muestrales son nj , 
on j = 1, . . . , k,
respe
tivamente. Si queremos analizar si se 
umple homo
edasti
idad entre todas las variables,

el 
ontraste de hipótesis que tenemos que plantear es:

{

H0 : σ2
1 = σ2

2 = · · · = σ2
k

H1 : σ2
i 6= σ2

j para algún par i, j

Consideremos el estimador 
uasivarianza muestral, S2
j =

1

nj − 1

nj
∑

j=1

(

Xij − X̄j

)2

on j =

1, · · · , k, para obtener estima
iones puntuales, σ̂2
j , de las varianzas de 
ada pobla
ión. Pode-

mos igualmente 
onsiderar el estimador de la varianza 
omún, obtenido 
omo media ponderada

de las 
uasivarianzas muestrales, MSE=

j
∑

j=1

(nj−1)S2
j

k
∑

j=1

(nj − 1)

=
SSE

n−k

on SSE=

k
∑

j=1

nj
∑

i=1

(

Xij−X̄j

)2
,


uya estima
ión puntual de la varianza 
omún denotaremos por σ̂2
MSE.

Teniendo esto en 
uenta, de�niremos el estadísti
o V = (n− k) lnMSE −
k
∑

j=1

(nj − 1) lnS2
j ,

que será 
er
ano a 
ero si las varianzas son todas iguales, esto es, si la hipótesis nula es 
ierta.

Además, Bartlett demostró que si se de�ne χ2
B=

V

C

on C=1+

1

3(k − 1)

(

k
∑

j=1

1

nj − 1
− 1

n− k

)

,

di
ho estadísti
o sigue una distribu
ión χ2

on k − 1 grados de libertad. Como se trata de

un 
ontraste unilateral, dado que a mayor valor de χ2
B más se alejará V de 
ero y, por tanto,

mayores serán las diferen
ias entre las varianzas, la región de a
epta
ión de la hipótesis nula de
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homo
edasti
idad entre las variables para el estadísti
o χ2
B 
on un nivel de a
epta
ión α será

RAα =
[

0, χ2
α,k−1

)

. De este modo, a
eptaremos que las varianzas son iguales si χ2
B,muestral ∈

RAα y la re
hazaremos en 
aso 
ontrario.

Ejemplo 3:
Considerar los datos del ejemplo 1 y analizar si se 
umple la hipótesis de homo
edasti
idad.

Según los 
ál
ulos realizados en el ejemplo 1 tenemos que

Fertilizante A Fertilizante B Fertilizante C

Tj =

nj
∑

i=1

xij 125.6 52.5 49.3

nj
∑

i=1

x2
ij 1062.24 242.05 248.63

nj 15 12 10

Por lo tanto, podemos estimar las varianzas individuales 
onsiderando el estimador 
uasi-

varianza muestral S2
j =

1

nj − 1

nj
∑

j=1

(

Xij − X̄j

)2
=

1

nj − 1















nj
∑

j=1

X2
ij −

(

nj
∑

j=1

Xij

)2

nj















, por lo que

obtenemos las estima
iones puntuales σ̂2
j =

1

nj − 1

(

nj
∑

i=1

x2
ij −

T 2
j

nj

)

, así que podemos 
ompletar

la tabla anterior es
ribiendo las estima
iones puntuales para la varianza pobla
ional de 
ada

tratamiento.

Fertilizante A Fertilizante B Fertilizante C

Tj =

nj
∑

i=1

xij 125.6 52.5 49.3

nj
∑

i=1

x2
ij 1062.24 242.05 248.63

nj 15 12 10
σ̂2
j 0.7535 1.1239 0.6201
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Además, sabemos que σ̂2
MSE = 0.838 ya que lo 
al
ulamos anteriormente, por lo que, 
omo el

estadísti
o de Bartlett se de�ne 
omo χ2
B =

V

C

on V = (n− k) lnMSE −

k
∑

j=1

(nj − 1) lnS2
j y

C = 1 +
1

3(k − 1)

(

k
∑

j=1

1

nj − 1
− 1

n− k

)

, tendremos que Vmuestral=34 ln 0.838− 14 ln 0.7535−

11 ln 1.1239− 9 ln 0.6201 = 0.9693 y Cmuestral = 1 +
1

3 · 2

(

1

14
+

1

11
+

1

9
− 1

34

)

= 1.0407, obte-

niéndose que χ2
B,muestral =

0.9693

1.0407
= 0.9314.

Como la variable aleatoria χ2
B sigue una distribu
ión χ2


on k−1 = 2 grados de libertad, la
región de a
epta
ión de la hipotesis nula para la variable χ2

B 
on un nivel de signi�
a
ión α =
0.05 es RA0.05 =

[

0, χ2
0.05,2

)

= [0, 5.99146). Como χ2
B,muestral = 0.9314 ∈ RA0.05 a
eptaremos la

hipótesis de homo
edasti
idad.

Igualmente, si 
ontrastásemos 
ada uno de los tratamientos para 
omprobar si los datos

muestrales pueden provenir de una distribu
ión normal, podríamos 
omprobar que es 
ierta la

hipótesis nula de normalidad para todas las variables. De este modo, los análisis realizados en

los ejemplos 1 y 2 de igualdad de medias entre los tratamientos son válidos porque se satisfa
e

las hipótesis de igualdad de varianzas entre los tratamientos y de normalidad de las variables.
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Capítulo 12

Introdu

ión a la regresión

Regresión Lineal Simple. Estima
ión y 
ontrastes so-

bre los 
oe�
ientes de regresión.

12.1 Introdu

ión

En este tema vamos a estudiar 
omo realizar un 
ontraste para analizar si dos variables aleato-

rias X e Y están rela
ionadas entre sí y, en 
aso de estarlo, en qué sentido es di
ha rela
ión,

esto es, si al aumentar los valores de X aumentan también los de Y o si, por el 
ontrario,

disminuyen. Otro de los objetivos de este análisis es poder prede
ir el valor de Y para un valor


on
reto de la variable X .

Dadas las dos variablesX e Y , se suele denominar variable independiente (o expli
ativa) a la

que resulta más fá
il medir o 
ontrolar y, normalmente, suele 
orresponder a la variableX . A la

otra variable, generalmente denotada por Y , se la denomina variable dependiente (o respuesta).

La forma general de pro
eder para obtener una muestra de di
has variables aleatorias se des
ribe

a 
ontinua
ión. En primer lugar se eligen n valores de la variable independiente, x1, x2, . . . , xn.

Como di
hos valores son elegidos por el investigador y se supone que tienen un error de medida

despre
iable, no se 
onsideran variables aleatorias y se toman 
omo 
onstantes. Posteriormente

se mide para 
ada uno de los valores xi un valor de la variable Y . Di
ha variable dependiente

Y tiene una distribu
ión de probabilidad aso
iada, por lo que el valor obtenido, yi, para un xi

dado variará de un muestreo a otro siguiendo la distribu
ión de probabilidad de Y , que tendrá
su 
orrespondiente media, µY |X=xi

, y varianza, σ2
Y |X=xi

, que dependen del valor de X que se


onsidere. Por lo tanto, obtenemos �nalmente n pares de datos (xi, yi), lo que da lugar a una

muestra de tamaño n de la variable aleatoria bidimensional (X, Y ).

La hipótesis que vamos a plantear es que la media, µY |X=xi
, de la distribu
ión de la variable

aleatoria Y está rela
ionada 
on el valor 
on
reto xi de la variable X , de modo que podemos

es
ribir µY |X=x = f(x) y hablaremos de regresión de Y sobre X , que nos permitirá ha
er

155
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predi

iones de Y para un valor 
on
reto de X . En este 
apítulo se va 
onsiderar que di
ha

rela
ión es lineal, esto es, µY |X=xi
= α+ βxi, lo que se 
ono
e 
omo modelo de regresión lineal

simple. Nuestro objetivo será, en este 
aso, estimar los parámetros pobla
ionales α y β a partir

de nuestra muestra {(xi, yi) , i = 1, . . . , n}. De forma general se puede 
onsiderar que la rela
ión

entre X e Y es lineal (
omo en nuestro 
aso), 
uadráti
a, 
úbi
a, logarítmi
a, exponen
ial, et
.

12.2 Regresión Lineal Simple

12.2.1 Introdu

ión

Tal y 
omo hemos men
ionado en el apartado anterior, vamos 
onsiderar una muestra de tamaño

n de una variable aleatoria bidimensional (X, Y ), donde X es la variable independiente e Y la

variable dependiente. Los valores muestrales de la variable independiente, x1, x2, . . . , xn, no se


onsideran variables aleatorias ya que se 
onsidera que tienen un error de medida despre
iable y

son elegidos por el investigador. Sin embargo, para un valor 
on
reto deX = xi el valor muestral

de Y , que será yi, variará siguiendo una distribu
ión de media µY |X=xi
y de varianza σ2

Y |X=xi
.

En el 
aso de 
onsiderar un modelo de regresión lineal simple lo que estaremos asumiendo es que

existe una rela
ión lineal entre la media µY |X=x y el valor 
on
reto que toma la variable X = x,
de modo que tendremos µY |X=x = α + βx, donde α y β son dos parámetros a determinar. La

re
ta µY |X=x = α+ βx se denomina re
ta de regresión de Y sobre X y representa la re
ta que

mejor se ajusta a los n valores muestrales (xi, yi) , i = 1, . . . , n. Grá�
amente, α es la ordenada

en el origen de la re
ta de regresión y β su pendiente.

12.2.2 Cál
ulo de la re
ta de regresión de Y sobre X

Para poder 
al
ular la re
ta de regresión µY |X=x = α + βx aso
iada a una muestra de n pares

(xi, yi) , i = 1, . . . , n, vamos a suponer que se 
umplen las siguientes 
ondi
iones:

• Los valores de X son elegidos por el investigador y tiene error de medida despre
iable,

por lo que no se 
onsideran valores aleatorios.

• Normalidad: Para 
ada valor xi la variable aleatoria Yi = Y |X=xi
sigue una distribu
ión

normal de media µY |X=xi
y varianza σ2

Y |X=xi
= σ2

i .

• Linealidad: Existe una rela
ión lineal entre la media de la distribu
ión µY |X=x y el valor


on
reto que toma la variable X = xi, de modo que tendremos µY |X=xi
= α + βxi

• Independen
ia: Las variables aleatorias Yi son independientes entre sí, ∀i = 1, . . . , n
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• Homo
edasti
idad: Las varianzas de todas las variables aleatorias Yi son iguales, por lo

tanto, σ2
i = σ2

para i = 1, . . . , n

Según lo 
onsiderado anteriormente, 
omo las variables aleatorias Yi siguen distribu
iones nor-

males de media α + βxi y de varianza σ2
, esto es, Yi ∼ N (α + βxi, σ), podemos de�nir la

variable aleatoria δi = Yi − (α + βxi), denominada residuo, que seguirá una distribu
ión nor-

mal de media 0 y varianza σ2
, por lo tanto, δi ∼ N (0, σ).

Para 
ada valor xi el valor muestral de la variable δi representa la diferen
ia entre el valor

de yi que se observa y el 
orrespondiente valor de la re
ta de regresión α+βxi, por lo tanto, es

la distan
ia verti
al entre la re
ta de regresión y el valor observado yi para un valor dado xi.

Como ne
esitamos estimar los parámetros α y β se puede demostrar, utilizando el método de

máxima verosimilitud, que di
has estima
iones se obtienen al minimizar las distan
ias mues-

trales δi men
ionadas anteriormente. Si denominamos a y b a los estimadores puntuales de α

y β, respe
tivamente, y 
onsideraremos la expresión SSE =
n
∑

i=1

δ2i =
n
∑

i=1

(yi − (a+ bxi))
2
que

representa la suma del 
uadrado de las distan
ias verti
ales entre los datos muestrales de la

variable Y y la re
ta de ajuste (suma de los 
uadrados de los residuos), y bus
aremos los valores

de α̂ y β̂ que minimizan SSE. Di
hos valores de α̂ y β̂ serán las estima
iones puntuales de

los parámetros de la re
ta de regresión. Por lo tanto, tendremos que resolver el sistema de

e
ua
iones:

∂

n
∑

i=1

δ2i

∂a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

muestra

= 0

∂
n
∑

i=1

δ2i

∂b

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

muestra

= 0































































⇒

n
∑

i=1

δ̂i = 0

n
∑

i=1

xiδ̂i = 0



















⇒

n
∑

i=1

(

yi − α̂− β̂xi

)

= 0

n
∑

i=1

(

yixi − α̂xi − β̂x2
i

)

= 0



















⇒

⇒











α̂ = ȳ − β̂x̄

1

n

n
∑

i=1

yixi = α̂x̄+ β̂
1

n

n
∑

i=1

x2
i

donde x̄ =
1

n

n
∑

i=1

xi y ȳ =
1

n

n
∑

i=1

yi.
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De�niendo sXY =
1

n

n
∑

i=1

xiyi − x̄ȳ, que representa la 
ovarianza muestral de X e Y , y

re
ordando que s2X =
1

n

n
∑

i=1

x2
i − x̄2

es la varianza muestral de X (no la 
uasivarianza muestral),

tendremos que







β̂ =
sXY

s2X
α̂ = ȳ − β̂x̄

Si además queremos estimar σ2
, que es la varianza 
omún a las variables aleatorias Yi,


omo sabemos que δi ∼ N (0, σ), podremos 
al
ular di
ha estima
ión utilizando los valores

muestrales de δi y 
al
ulando una estima
ión puntual de la varianza de δi, que 
oin
idirá 
on la

estima
ión puntual de la varianza de Yi. Como a partir de los datos muestrales hemos 
al
ulado

estima
iones puntuales de α y de β, tendremos n−2 grados de libertad, por lo que el estimador

de σ2
será S2 =

1

n− 2

n
∑

i=1

δ2i y la estima
ión puntual de la varianza es

σ̂2 =
1

n− 2

n
∑

i=1

(

yi −
(

α̂ + β̂xi

))2

=
1

n− 2

n
∑

i=1

(

yi − ȳ + β̂x̄− β̂xi

)2

=

=
1

n− 2

(

n
∑

i=1

y2i − nȳ2 + β̂2

(

n
∑

i=1

x2
i − nx̄2

)

− 2β̂

(

n
∑

i=1

xiyi − nx̄ȳ

))

=

=
n

n− 2

(

s2Y + β̂2s2X − 2β̂sXY

)

=
n

n− 2

(

s2Y + β̂
sXY

s2X
s2X − 2β̂sXY

)

⇒

⇒ σ̂2 =
n

n− 2

(

s2Y − β̂sXY

)

=
n

n− 2

(

s2Y − s2XY

s2X

)

donde s2Y =
1

n

n
∑

i=1

y2i − ȳ2 es la varianza muestral de Y .

Teniendo esto en 
uenta y suponiendo que es 
ierta nuestra hipótesis de existe una rela
ión

lineal entre las variables X e Y , se puede demostrar que:

• El estadísti
o Ȳ =
1

n

n
∑

i=1

Yi sigue una distribu
ión normal de media α+ βx̄ y de varianza

σ2

n
, por lo tanto Ȳ ∼ N

(

α + βx̄,
σ√
n

)

• El estadísti
o b =
SXY

s2X
sigue una distribu
ión normal de media β y de varianza

σ2

n s2X
,
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así que b ∼ N

(

β,
σ

sX
√
n

)

. Como se puede ver, la varianza del estadísti
o b, que permite

estimar la pendiente de la re
ta, es más pequeña y, por lo tanto, la estima
ión de la

pendiente es más pre
isa, 
uando la dispersión de la variable X (dada por s2X) es más

grande. Eso signi�
a que 
uanto mayor sea el rango de X en el 
ual se han tomado

medidas, más pre
isa será la estima
ión de la pendiente de la re
ta de regresión.

• El estadísti
o a = Ȳ − bx̄ sigue una distribu
ión normal de media α y de varianza

σ2

n

(

1 +
x̄2

s2X

)

, por lo que a ∼ N

(

α,
σ√
n

√

1 +
x̄2

s2X

)

• El estadísti
o

(n− 2)S2

σ2
sigue una distribu
ión 
hi-
uadrado 
on n−2 grados de libertad,

o sea,

(n− 2)S2

σ2
∼ χ2

n−2

12.2.3 Re
ta de regresión de X sobre Y

Es importante resaltar que en los 
ál
ulos realizados en la se

ión anterior hemos 
onsiderado

que X es la variable independiente e Y la dependiente, lo que ha dado lugar a la re
ta de ajuste

y − ȳ = β̂YX
(x− x̄) 
on β̂YX

=
sXY

s2X
. Sin embargo, si hubieramos 
onsiderado que Y es la

variable independiente y X la variable dependiente, la re
ta de regresión obtenida, denominada

re
ta de regresión de X sobre Y , sería x− x̄ = β̂XY
(y − ȳ) 
on β̂XY

=
sXY

s2Y
.

La re
ta de regresión de Y sobre X y la re
ta de regresión de X sobre Y son diferentes,

ya que, en general, no se 
umplirá que

sXY

s2X
=

s2Y
sXY

. Sin embargo el signo de sus pendientes

(dado por sXY ) es el mismo, esto es, o bien ambas son 
re
ientes o bien ambas son de
re
ientes.

Como veremos más adelante, 
uanto menor sea el ángulo entre estas dos pendientes mayor será

la rela
ión lineal entre X e Y .

Ejemplo 1:
Un investigador quiere averiguar si existe una 
orrela
ión lineal entre la edad en años, X , de

un tipo de árboles y el diámetro en 
entímetros de su tron
o, Y . Para ello obtiene una muestra

on los siguientes datos:

Edad 18 13 12 10 15 8 12 9 8 7 14 4 6 10 11 16 15

Diámetro 14.7 12.7 10.9 12.5 13.5 12.6 14.7 10.5 9.6 9.7 15.3 8.5 11.2 15.7 10.8 14.3 16.0

Cal
ular la re
ta de regresión del diámetro sobre la edad y la de la edad sobre el diámetro.
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Si denominamos X a la variable edad (en años) e Y al diámetro (en 
m), 
al
ularemos primero

la re
ta de regresión de Y sobre X , esto es, y = αYX
+βYX

x. Las estima
iones de los parámetros

αYX
y βYX

son β̂YX
=

sXY

s2X
y α̂YX

= ȳ − β̂YX
x̄.

Teniendo en 
uenta que Tx =

17
∑

i=1

xi = 188, Ty =

17
∑

i=1

yi = 213.2, SSX =

17
∑

i=1

x2
i = 2314,

SSY =

17
∑

i=1

y2i = 2761.44, SXY =

17
∑

i=1

xiyi = 2464.4 y n = 17, tendremos que sXY =
1

n
(SXY−

1

n
TxTy

)

= 6.274, s2X =
1

n

(

SSX − 1

n
T 2
x

)

= 13.82, x̄ =
1

n
Tx = 11.06 y ȳ =

1

n
Ty = 12.54.

Figura 12.1: Re
tas de regresión de Y sobre X (línea de

trazos) y de X sobre Y (línea de puntos) para los datos

del Ejemplo 1.

Con estos datos tendremos que

β̂YX
= 0.45398 y α̂YX

= 7.52068, por
lo que la re
ta de regresión de Y so-

bre X será y = 7.52068+ 0.45398 x,
y 
orresponde a la re
ta de trazos de

la Figura 12.1

Cal
ulamos ahora la re
ta de re-

gresión de X sobre Y , que será de la
forma x = αXY

+βXY
y. Las estima-


iones de los parámetros αXY
y βXY

son β̂XY
=

sXY

s2Y
y α̂XY

= x̄− β̂XY
ȳ.

Sabiendo que sXY = 6.274 y

s2Y =
1

n

(

SSY − 1

n
T 2
y

)

= 5.157 te-

nemos que β̂XY
= 1.21672 y α̂XY

=
−4.20024, por lo que la re
ta de

regresión de X sobre Y será x =
−4.20024+1.21672 y, que está dibu-
jada 
on una línea de puntos en la

Figura 12.1.

12.2.4 Correla
ión lineal: Coe�
ientes de 
orrela
ión y de determi-

na
ión lineal

Después de haber 
al
ulado la re
ta de regresión entre dos variables podemos plantearnos 
uál

es la 
orrela
ión lineal entre di
has variables, esto es, el grado de aso
ia
ión o dependen
ia de
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una de las variables 
on respe
to a la otra o, lo que es lo mismo, el grado de dispersión de los

datos muestrales 
on respe
to a la re
ta de regresión. Cono
er la 
orrela
ión lineal entre ambas

variables nos permite evaluar la utilidad de la re
ta de regresión a la hora de ha
er predi

iones

de una variable a partir de la otra. Además diremos que existe una 
orrela
ión positiva 
uando

al aumentar el valor de una de las variables la otra también aumente (en 
uyo 
aso la pendiente

de la re
ta de regresión será positiva), mientras que la 
orrela
ión será negativa 
uando el

aumento de una de las variables suponga la disminu
ión de la otra (la re
ta de regresión tendrá

pendiente negativa).

Supongamos ahora que tenemos dos variables aleatorias X e Y , donde X es la variable

independiente e Y la dependiente, para las 
uales hemos 
al
ulado la re
ta de regresión de

Y sobre X , esto es, y − ȳ =
sXY

s2X
(x− x̄). Una manera de 
uanti�
ar el ajuste de los datos

muestrales a di
ha re
ta de regresión es mediante el 
oe�
iente de determina
ión lineal, r2, que
de�ne la diferen
ia entre la varianza de los datos muestrales yi y la varianza de los residuos

δ̂i = yi−
(

ȳ +
sXY

s2X
(xi − x̄)

)

(o sea, las desvia
iones entre los valores yi y la re
ta de regresión)

dividida por la varianza de los datos yi. Por lo tanto, la estima
ión puntual de di
ho 
oe�
iente

de determina
ión lineal es r2 =
s2Y − s2δ

s2Y
. Se puede ver que si el ajuste de los datos muestrales a

la re
ta de regresión es perfe
to la varianza de los residuos será s2δ = 0, por lo que el 
oe�
iente
de determina
ión valdrá r2 = 1. Por el 
ontrario, si no existe 
orrela
ión entre las variables X
e Y , la varianza de los datos muestrales y la varianza de los residuos son iguales, por lo que

r2 = 0.

Para poder 
al
ular el 
oe�
iente de determina
ión lineal 
al
ularemos, por un lado, la

varianza de los datos muestrales yi, dada por s2Y =
1

n

n
∑

i=1

y2i − ȳ2, y por otro lado la varianza

muestral de δi, de�nida 
omo s2δ =
1

n

n
∑

i=1

δ̂2i (dado que la media de los δi es nula), por lo que

s2δ = s2Y +

(

sXY

s2X

)2

s2X − 2
s2XY

s2X
= s2Y − s2XY

s2X
. Así pues, tendremos que:

r2 =
s2XY

s2Xs
2
Y

Se puede ver que di
ho 
oe�
iente de determina
ión lineal está rela
ionado 
on la 
ovarianza,

sXY , entre las variablesX e Y , que mide el grado de independen
ia de di
has variables. Cuando

la 
ovarianza es 0 las variables son independientes, lo que se tradu
e en que el 
oe�
iente de

determina
ión es también 0, y signi�
a que no hay 
orrela
ión entre X e Y .
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El 
oe�
iente de determina
ión r2 que hemos 
al
ulado es la estima
ión puntual del parámetro

pobla
ional ρ2=
σ2
XY

σ2
Xσ

2
Y

que de�nimos en 
apítulos anteriores.

Igualmente hemos visto 
on anterioridad que si la re
ta de regresión de X sobre Y 
oin
ide


on la de Y sobre X se 
umplirá que

sXY

s2X
=

s2Y
sXY

, lo que es equivalente a que r2 = 1 y signi�
a

que existe un ajuste perfe
to entre los datos muestrales y la re
ta de regresión.

Además del 
oe�
iente de determina
ión lineal, se suele de�nir el 
oe�
iente de 
orrela
ión

lineal r 
omo:

r =
sXY

sXsY

que tomará valores entre −1 y 1, y que es la estima
ión puntual de la 
orrela
ión pobla
ional

ρ=
σXY

σXσY

. El 
oe�
iente de 
orrela
ión lineal 
umple que su 
uadrado es el 
oe�
iente de

determina
ión lineal, de modo que valdrá: (a) 0 
uando no haya 
orrela
ión lineal entre las

variables; (b) 1 
uando la 
orrela
ión sea perfe
ta y positiva; (
) −1 
uando la 
orrela
ión

sea perfe
ta y negativa; y (d) otros valores dependiendo del grado de ajuste entre los datos

muestrales y la re
ta de regresión.

Si el 
oe�
iente de 
orrela
ión es bajo, eso no quiere de
ir que no exista 
orrela
ión entre

las variables. Lo úni
o que signi�
a es que di
ha 
orrela
ión no es lineal (no se ajusta a una

re
ta), pero es posible que exista una 
orrela
ión de otro tipo (
uadráti
a, 
úbi
a, ...).

Ejemplo 2:

Cal
ular una estima
ión de los 
oe�
ientes de 
orrela
ión y de determina
ión de las variables

X e Y del ejemplo 1.

Como una estima
ión del 
oe�
iente de 
orrela
ión de las variables X e Y se obtiene 
omo

r =
sXY

sXsY
y, tal y 
omo hemos 
al
ulado anteriormente, sXY =

1

n

n
∑

i=1

xiyi − x̄ȳ = 6.274, s2X =

1

n

n
∑

i=1

x2
i − x̄2 = 13.82 y s2Y =

1

n

n
∑

i=1

y2i − ȳ2 = 5.157, tendremos que el 
oe�
iente de 
orrela
ión

es r =
6.274√

13.82 · 5.157
= 0.743. Este valor signi�
a que entre las variables X e Y existe una

fuerte 
orrela
ión dire
ta, 
uando la variable X 
re
e también 
re
e la variable Y .

Por otro lado, 
omo el 
oe�
iente de determina
ión lineal de las variables es el 
uadrado del


oe�
iente de 
orrela
ión, tendremos que r2 = 0.7432 = 0.552, lo 
ual signi�
a que un 55.2%
de la varia
ión de Y se puede expli
ar por la varia
ión de X .
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12.3 Intervalos de 
on�anza sobre los 
oe�
ientes de regre-

sión y sobre las predi

iones

Anteriormente, en la se

ión 12.2.2, hemos des
rito 
omo 
al
ular una estima
ión puntual

de los parámetros pobla
ionales, la pendiente β y la ordenada en el origen α, de una re
ta de

regresión. Sin embargo, es importante no sólo 
ono
er estima
iones puntuales de los parámetros

pobla
ionales, sino también estable
er intervalos de 
on�anza para di
hos parámetros y para

las predi

iones realizadas mediante la re
ta de regresión. En esta se

ión vamos a expli
ar


omo realizar estos 
ál
ulos.

12.3.1 Intervalo de 
on�anza sobre la pendiente pobla
ional β

Según hemos visto en la se

ión 12.2.2 el estadísti
o b =
SXY

s2X
, que sirve de estimador de la

pendiente de la re
ta de regresión de Y sobre X dada por y = α + βx, sigue una distribu
ión

normal de media β y de varianza

σ2

n s2X
, donde σ2

es la varianza de 
ada una de las variables

aleatorias Yi (y que es la misma para 
ada Yi independientemente del valor de X) y s2X es la

varianza muestral de la variable aleatoria X , de modo que b ∼ N

(

β,
σ

sX
√
n

)

.

Sin embargo, 
omo no 
ono
emos σ2
tendremos que estimarlo y para ello utilizaremos la

expresión S2 =
1

n− 2

n
∑

i=1

(yi − (a+ bxi))
2 =

1

n− 2

n
∑

i=1

δ2i . Por lo tanto, la variable aleatoria

T =
b− β

S/(sX
√
n)

sigue una distribu
ión t de Student 
on n− 2 grados de libertad.

La estima
ión puntual de σ2
vimos que es σ̂2=

1

n− 2

n
∑

i=1

δ̂2i ⇒ σ̂2=
n

n− 2

(

s2Y −
s2XY

s2X

)

. Por lo

tanto, una estima
ión de la varianza de b será σ̂2
b =

1

n− 2

(

s2Xs
2
Y − s2XY

s4X

)

y el valor muestral

del estadísti
o T será t =
β̂ − β

σ̂/(sX
√
n)

=

sXY

s2X
− β

√

1
n−2

(

s2Xs2Y −s2XY

s4X

)

.

Tomando un nivel de signi�
a
ión α podemos 
al
ular un intervalo de 
on�anza para el

parámetro β, que, teniendo en 
uenta las estima
iones puntuales de di
ho parámetro, β̂ =
sXY

s2X
,
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y de la varianza, σ̂2=
n

n− 2

(

s2Y − s2XY

s2X

)

, vendrá dado por:

IC(1−α)·100%(β) =

(

β̂ − tα/2,n−2
σ̂

sX
√
n
, β̂ + tα/2,n−2

σ̂

sX
√
n

)

⇒

IC(1−α)·100%(β) =

(

sXY

s2X
− tα/2,n−2

√

1

n− 2

(

s2Xs
2
Y − s2XY

s4X

)

,
sXY

s2X
+ tα/2,n−2

√

1

n− 2

(

s2Xs
2
Y − s2XY

s4X

)

)

Ejemplo 3:
Cal
ular un intervalo de 
on�anza del 95% para la pendiente de la re
ta de regresión de Y

sobre X del ejemplo 1.

En el ejemplo 1 ya obtuvimos una estima
ión puntual de la pendiente de la re
ta de regresión

de Y sobre X , dada por β̂ =
sXY

s2X
= 0.45398.

Además podemos obtener una estima
ión de la varianza de los residuos, esto es, de la

varianza de las variables Yi, dada por σ̂2 =
1

n− 2

n
∑

i=1

δ̂2i =
n

n− 2

(

s2Y − s2XY

s2X

)

. Como n = 17,

sXY = 6.274, s2X = 13.82 y s2Y = 5.157, tendremos que σ̂2 =
17

15

(

5.157− 6.2742

13.82

)

= 2.617.

Así pues, un intervalo de 
on�anza del 95% para la pendiente de la re
ta será:

IC95%(β) =

(

β̂ − t0.025,15
σ̂

sX
√
17

, β̂ + t0.025,15
σ̂

sX
√
17

)

Como t0.025,15 = 2.13145, tendremos:

IC95%(β) =

(

0.45398− 2.13145

√

2.617

17 · 13.82 , 0.45398 + 2.13145

√

2.617

17 · 13.82

)

= (0.229, 0.679)

12.3.2 Intervalo de 
on�anza para la ordenada en el origen α

Al igual que hemos 
al
ulado en la se

ión anterior un intervalo de 
on�anza para el parámetro

pobla
ional β, vamos a ha
erlo ahora para el parámetro pobla
ional α (no 
onfundir di
ho

parámetro 
on el nivel de signi�
a
ión, si bien se usan para ambas 
antidades el símbolo �α�).
Según vimos en la se

ión 12.2.2, el estadísti
o a = Ȳ − bx̄ que permite estimar la or-

denada en el origen de la re
ta de regresión de Y sobre X sigue una distribu
ión normal de

media α y de varianza

σ2

n

(

1 +
x̄2

s2X

)

, por lo que a ∼ N

(

α,
σ√
n

√

1 +
x̄2

s2X

)

. Sin embargo, al
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igual que pasaba en la se

ión anterior 
uando 
al
ulamos un intervalo de 
on�anza para β,
por el he
ho de no 
ono
er el valor pobla
ional de la varianza σ2

de las variables Yi, ten-

dremos que utilizar una estima
ión σ̂2 =
1

n− 2

n
∑

i=1

δ̂2i =
n

n− 2

(

s2Y − s2XY

s2X

)

, obtenida a partir

del estimador S2 =
1

n− 2

n
∑

i=1

δ2i . Por este motivo, tendremos que de�nir una variable aleatoria

T =
a− α

S√
n

√

1 +
x̄2

s2X

sigue una distribu
ión t de Student 
on n − 2 grados de libertad. Por lo

tanto, una estima
ión puntual de la varianza de a será σ̂2
a =

1

n− 2

(

s2Xs
2
Y − s2XY

s2X

(

1 +
x̄2

s2X

))

y 
omo la estima
ión puntual de α es α̂ = ȳ − β̂x̄, el valor muestral del estadísti
o T será

t=
α̂− α

σ̂√
n

√

1 +
x̄2

s2X

=
ȳ − sXY

s2X
x̄− α

√

1
n−2

(

s2Xs2Y −s2XY

s2X

)(

1 + x̄2

s2X

)

Un intervalo de 
on�anza del (1 − α) · 100% para el parámetro α, teniendo en 
uenta las

estima
iones puntuales de di
ho parámetro α̂ y de la varianza σ̂2
, vendrá dado por:

IC(1−α)·100%(α) =

(

α̂− tα/2,n−2
σ̂√
n

√

1 +
x̄2

s2X
, α̂+ tα/2,n−2

σ̂√
n

√

1 +
x̄2

s2X

)

Ejemplo 4:
Cal
ular un intervalo de 
on�anza del 95% para la ordenada en el origen de la re
ta de

regresión de Y sobre X del ejemplo 1.

En el ejemplo 1 ya obtuvimos una estima
ión puntual de la ordenada en el origen de la

re
ta de regresión de Y sobre X , dada por α̂ = ȳ − sXY

s2X
x̄ = 7.52068.

Además en el ejemplo 3 hemos obtenido una estima
ión de la varianza de los errores, σ̂2 =
2.617 ⇒ σ̂ = 1.618.

Así pues, un intervarlo de 
on�anza del 95% para la ordenada en el origen de la re
ta será, sa-

biendo que n = 17, IC95%(α) =

(

α̂− t0.025,15
σ̂√
17

√

1 +
x̄2

s2X
, α̂+ t0.025,15

σ̂√
17

√

1 +
x̄2

s2X

)

. Como

t0.025,15 = 2.13145, s2X = 13.82 y x̄ = 11.06 tendremos:

IC95%(α) =

(

7.52068 − 2.13145

√

2.617

17

(

1 +
11.062

13.82

)

, 7.52068 + 2.13145

√

2.617

17

(

1 +
11.062

13.82

)

)

⇒
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IC95%(α) = (4.956, 10.145)

12.3.3 Intervalo de 
on�anza para la estima
ión del valor medio de

Y 
orrespondiente a X = x0

Uno de los objetivos de analizar la 
orrela
ión entre dos variables X (independiente) e Y
(dependiente) y obtener la re
ta de regresión de Y sobre X es poder ha
er predi

iones sobre

los valores de la variable dependiente para un determinado valor de la variable independiente.

En esta se

ión vamos a ver 
ómo podemos obtener un intervalo de 
on�anza para la media

de la variable dependiente para un valor dado de la variable independiente X = x0, que no

suele 
oin
idir 
on los valores xi utilizados para 
al
ular la re
ta de regresión.

Una estima
ión puntual de µY |X=x0
, que es la media de Y para un valor dado X = x0, la

podemos obtener utilizando 
omo estimador la re
ta de regresión, Y |X=x0
= a+ bx0, de modo

que la estima
ión puntual obtenida es ŷx0 = α̂ + β̂x0. A partir de aquí vamos a tratar de

obtener un intervalo de 
on�anza para el valor pobla
ional µY |X=x0
.

En primer lugar sabemos que Y |X=x0
= a + bx0 = a + bx̄ + b (x0 − x̄) = Ȳ + b (x0 − x̄).

Como Ȳ y b 
on variables aleatorias independientes que siguen distribu
iones normales dadas

por Ȳ ∼ N

(

α + βx̄,
σ√
n

)

y b ∼ N

(

β,
σ

sX
√
n

)

, podemos asegurar que Y |X=x0
sigue una dis-

tribu
ión normal de media µY |X=x0
= α + βx0 y de varianza σ2

Y |X=x0
=

σ2

n

(

1 +
(x0 − x̄)2

s2X

)

,

esto es, Y |X=x0
∼N



µY |X=x0
, σ

√

1

n
+

(x0 − x̄)2

n s2X





. Esto signi�
a que si de�nimos la varia-

ble aleatoria Z =
Y |X=x0

− µY |X=x0

σ

√

1

n
+

(x0 − x̄)2

n s2X

, seguirá una distribu
ión N(0, 1). Sin embargo, 
omo

no 
ono
emos el parámetro pobla
ional σ2
tendremos que estimarlo utilizando el estimador

S2 =
1

n− 2

n
∑

i=1

δ2i , así pues, deberemos usar el estadísti
o

T =
Y |X=x0

− µY |X=x0

S
√

1

n
+

(x0 − x̄)2

n s2X
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que sigue una distribu
ión t de Student 
on n− 2 grados de libertad. Teniendo en 
uenta este

estimador podemos obtener un intervalo de 
on�anza del (1 − α) · 100% para µY |X=x0
, que

vendrá dado por:

IC(1−α)·100%(µY |X=x0) =



ŷx0 − tα/2,n−2σ̂

√

1

n
+

(x0 − x̄)2

n s2X
, ŷx0 + tα/2,n−2σ̂

√

1

n
+

(x0 − x̄)2

n s2X





Ejemplo 5:
Teniendo en 
uenta los datos del ejemplo 1, 
al
ulad un intervalo de 
on�anza del 95% para

el diámetro medio de los árboles 
on 20 años de vida.

La re
ta de regresión estimada en el ejemplo 1 es y = 7.52068 + 0.45398 x, por lo que una

estima
ión puntual para el diámetro medio de los árboles de 20 años será ŷ20 = 7.52068 +
0.45398 · 20 = 16.60 
m.

Si ahora queremos obtener un intervalo de 
on�anza para el valor pobla
ional del diámetro

medio de los árboles de 20 años de vida, tendremos que utilizar los valores n = 17, x̄ = 11.06,
s2X = 13.82, t0.025,15 = 2.13145 y σ̂ = 1.618, obtenidos en los ejemplos anteriores, para 
al
ular

IC95%(µY |X=20) =



ŷ20 − t0.025,15σ̂

√

1

17
+

(20− x̄)2

17 s2X
, ŷ20 + t0.025,15σ̂

√

1

17
+

(20− x̄)2

17 s2X



 =



16.60− 2.13145 · 1.618

√

1

17
+

(20− 11.06)2

17 · 13.82 , 16.60 + 2.13145 · 1.618

√

1

17
+

(20− 11.06)2

17 · 13.82



⇒

IC95%(µY |X=20) = (14.42, 18.78)

12.3.4 Intervalo de 
on�anza para un valor individual de Y 
orres-

pondiente a X = x0

Supongamos ahora que queremos obtener un intervalo de 
on�anza del (1− α) · 100% para un

valor individual, yx0, de la variable dependiente Y 
orrespondiente a un valor de la variable

independiente X = x0. Sabemos que los valores individuales yx0 obtenidos para X = x0 se

puede es
ribir 
omo el valor obtenido mediante la re
ta de regresión pobla
ional, y = α + βx,
más un residuo δx0 que sigue una distribu
ión normal 
entrada en 0 y de varianza σ2

(tal y


omo asumimos al prin
ipio de este 
apítulo al 
onsiderar que la varianza de los residuos de

Y 
on respe
to a la re
ta de regresión son independientes de X). De este modo, la variable

aleatoria Yx0 = α+ βx0 + δx0 seguirá una distribu
ión normal de media α+ βx0 y de varianza
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σ2
. Sin embargo, no 
ono
emos la re
ta de regresión pobla
ional, así que para las estima
iones

sobre yx0 tendremos que utilizar las estima
iones sobre la re
ta de regresión. Según vimos en

el apartado anterior, la variable aleatoria obtenida a partir de la re
ta de regresión estimada

es Y |X=x0
= a + bx0, que 
umple que Y |X=x0

∼ N



α + βx0, σ

√

1

n
+

(x0 − x̄)2

n s2X





. Por este

motivo, si de�nimos la variable aleatoria ∆x0 = Yx0 − Y |X=x0
= (α− a) + (β − b) x0 + δx0,

seguirá una distribu
ión normal de media 0 y de varianza σ2

(

1 +
1

n
+

(x0 − x̄)2

n s2X

)

, así pues

∆x0 ∼ N



0, σ

√

1 +
1

n
+

(x0 − x̄)2

n s2X





. La variable aleatoria Z =
∆x0

σ

√

1 +
1

n
+

(x0 − x̄)2

n s2X

sigue

una distribu
ión N(0, 1). Sin embargo, 
omo no 
ono
emos el parámetro σ2
tendremos que

estimarlo utilizando el estimador S2 =
1

n− 2

n
∑

i=1

δ2i , y tendremos que de�nir el estadísti
o:

T =
Yx0 − Y |X=x0

S
√

1 +
1

n
+

(x0 − x̄)2

n s2X

que sigue una distribu
ión t de Student 
on n− 2 grados de libertad. Teniendo en 
uenta este

estimador podemos obtener un intervalo de 
on�anza del (1−α) ·100% para un valor individual

de yx0 de la variable Yx0 que vendrá dado por:

IC(1−α)·100%(yx0) =



ŷx0 − tα/2,n−2σ̂

√

1 +
1

n
+

(x0 − x̄)2

n s2X
, ŷx0 + tα/2,n−2σ̂

√

1 +
1

n
+

(x0 − x̄)2

n s2X





donde ŷx0 = α̂+ β̂x0 es la estima
ión puntual dada por la re
ta de regresión estimada y σ̂ es la

estima
ión puntual de la varianza de los residuos σ.

Ejemplo 6:
Teniendo en 
uenta los datos del ejemplo 1, 
al
ulad un intervalo de 
on�anza del 95% para

el diámetro de un árbol 
on 20 años de vida.

En este ejemplo tenemos que 
al
ular un intervalo de 
on�anza para un valor individual, no

para la media, 
omo en el 
aso anterior.

El pro
edimiento es similar, lo úni
o que tendremos que 
ambiar el valor de la varianza de

la estima
ión individual. Por lo tanto, utilizaremos la re
ta de regresión estimada en el ejemplo
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1, y = 7.52068 + 0.45398 x, para obtener una estima
ión puntual para el diámetro de un árbol

de 20 años, que será ŷ20 = 7.52068 + 0.45398 · 20 = 16.60 
m.

Utilizando los valores n = 17, x̄ = 11.06, s2X = 13.82, t0.025,15 = 2.13145 y σ̂ = 1.618,
obtenidos en los ejemplos anteriores, 
al
ularemos el intervalo de 
on�anza al 95% para di
ho

valor del diámetro de un árbol de 20 años:

IC95%(y20) =



ŷ20 − t0.025,15σ̂

√

1 +
1

17
+

(20− x̄)2

17 s2X
, ŷ20 + t0.025,15σ̂

√

1 +
1

17
+

(20− x̄)2

17 s2X



 =



16.60− 2.13145 · 1.618

√

1 +
1

17
+

(20− 11.06)2

17 · 13.82 , 16.60 + 2.13145 · 1.618

√

1 +
1

17
+

(20− 11.06)2

17 · 13.82



⇒

IC95%(y20) = (12.52, 20.68)

12.4 Contrastes de hipótesis sobre la regresión

Una vez que 
al
ulamos una re
ta de regresión de una variable Y sobre otra X , es ne
esario


ontrastar si la rela
ión en
ontrada es signi�
ativa o no desde el punto de vista estadísti
o.

12.4.1 Contraste de hipótesis para el parámetro β

(a) Contraste sobre la 
orrela
ión lineal (β = 0):

Una forma de 
ontrastar la rela
ión lineal entre las variables X e Y dada por la re
ta de

regresión Y = α+ βX es 
omprobar si se puede a
eptar que el valor de β sea distinto de 0, ya
que si β = 0 tendremos que Y = α independientemente del valor de X , lo que signi�
a que no

hay 
orrela
ión entre las variables.

Para ello se planteará un 
ontraste de hipótesis de la siguiente forma:

{

H0 : β = 0

H1 : β 6= 0

Como sabemos que el estadísti
o b =
SXY

s2X
es un estimador de la pendiente de la re
ta y que

además b ∼ N

(

β,
σ

sX
√
n

)

, la variable Z =
b− β

σ/(sX
√
n)

sigue una distribu
ión N(0, 1). Sin em-

bargo, 
omo no 
ono
emos la varianza σ2
tendremos que estimarla utilizando S2 =

1

n− 2

n
∑

i=1

δ2i .
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Por este motivo tendremos que utilizar en nuestro 
ontraste de hipótesis el estadísti
o

T =
b− β

S/(sX
√
n)
, que, asumiendo que es 
ierta la hipótesis nula, β = 0, se es
ribe 
omo:

T =
b

S/(sX
√
n)

y sigue una distribu
ión t de Student 
on n− 2 grados de libertad.

El valor muestral del estadísti
o T es tmuestral =
β̂

σ̂/(sX
√
n)
. Además podemos rees
ribir di
ho

estadísti
o 
omo tmuestral =

sXY

s2X
√

n
n−2

(

s2Y − s2XY

s2X

)

sX
√
n

=
sXY

√
n− 2

√

s2Xs
2
Y − s2XY

=

sXY

sXsY

√
n− 2

√

1− s2XY

s2Xs
2
Y

=

r
√
n− 2√
1− r2

.

Por lo tanto, dado que la región de a
epta
ión para el 
ontraste a un nivel de signi�-


a
ión α es RAα =
(

−tα/2,n−2, tα/2,n−2

)

, a
eptaremos la hipótesis nula de β = 0 si tmuestral =

β̂
σ̂/(sX

√
n)

=
r
√
n− 2√
1− r2

∈ RAα. Esto signi�
aría que podemos es
ribir Y = α independientemente

del valor de X , por lo que no hay rela
ión entre las variables X e Y , lo 
ual equivale a que

ρ = 0.
Así pues, el 
ontraste planteado anteriormente sobre β es equivalente a:

{

H0 : ρ = 0

H1 : ρ 6= 0

(b) Contraste sobre un valor de la pendiente (β = β0):

En determinadas o
asiones interesa saber si la pendiente de la re
ta de regresión de Y sobre X
toma un valor determinado β0, por lo tanto, el 
ontraste que tenemos que plantear es:

{

H0 : β = β0

H1 : β 6= β0

Al igual que en el 
aso anterior, utilizaremos el estadísti
o T =
b− β

S/(sX
√
n)

que sigue una

distribu
ión t de Student 
on n − 2 grados de libertad. Asumiendo que es 
ierta la hipótesis
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nula, di
ho estadísti
o será:

T =
b− β0

S/(sX
√
n)


uyo valor muestral es tmuestral =
β̂ − β0

σ̂/(sX
√
n)
. Asumiremos 
omo 
ierta la hipótesis nula a un nivel

de signi�
a
ión α si tmuestral ∈ RAα =
(

−tα/2,n−2, tα/2,n−2

)

.

Ejemplo 7:
Analizar si la 
orrela
ión lineal de la re
ta de regresión de Y sobre X del ejemplo 1 es

signi�
ativa.

En el ejer
i
io 1 
al
ulamos la re
ta de regresión de Y sobre X , obteniendo y = 7.52068 +
0.45398 x. Además, en el ejemplo 2 obtuvimos el 
oe�
iente de 
orrela
ión de las variables,

r = 0.743.
El 
ontraste que tenemos que plantear para estudiar si la 
orrela
ión lineal es signi�
ativa

es:

{

H0 : β = 0

H1 : β 6= 0

donde el estadísti
o que utilizaremos es T =
b

S/(sX
√
n)

que sigue una distribu
ión t de Student


on n− 2 = 15 grados de libertad.

El valor muestral de di
ho estadísti
o es tmuestral =
β̂

σ̂/(sX
√
n)

=
r
√
n− 2√
1− r2

=
0.743

√
15√

1− 0.7432
=

4.299. Como t0.025,15 = 2.13145 la región de a
epta
ión para α = 0.05 será RA0.05 =
(−2.13145, 2.13145), por lo que tmuestral /∈ RA0.05, así pues re
hazaremos la hipótesis nula

y a
eptaremos que las variables X e Y están 
orrela
ionadas.

12.4.2 Contraste de signi�
a
ión de la regresión lineal

En el apartado anterior realizamos un 
ontraste sobre la pendiente para analizar la signi�
a
ión

de la 
orrela
ión entre dos variables. Sin embargo, hay otras formas de 
ontrastar la signi�
a
ión

de la regresión lineal, tal y 
omo veremos a 
ontinua
ión. Analizar la regresión lineal es realizar

el 
ontraste:

{

H0 : µY = µY |X=xi
= α + βxi , ∀i = 1, . . . , n

H1 : µY 6= µY |X=xi
= α + βxi , para algún i

Este 
ontraste es equivalente al realizado anteriormente 
on hipótesis nula H0 : β = 0, ya que

a
eptar que β = 0 es a
eptar que µY = µY |X=xi
= α + βxi = α para todos los valores de X .
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El 
ontraste propuesto, que supone 
ontrastar la igualdad de medias de las variables Yi,

se puede plantear 
omo un 
ontraste sobre las varianzas, 
omo los ANOVA realizados en el

tema anterior. Por lo tanto, tendremos que 
ontrastar la igualdad de la varianza de las medias,

σ2
MSG = σ2

Ȳ
, 
on la varianza de los errores, σ2

MSE = σ2
, de modo que rees
ribiremos el 
ontraste


omo:

{

H0 : σ2
Ȳ
= σ2

H1 : σ2
Ȳ
> σ2

donde el estimador de σ2
MSE=σ2

será S2=
1

n− 2

n
∑

i=1

δ2i =
1

n− 2

n
∑

i=1

(yi − (a+ bxi))
2=

SSE

n− 2
.

Para poder obtener un estimador para la varianza de las medias, que es la que nos dará

una medida de la regresión lineal, debemos re
ordar que la suma de los 
uadrados totales,

SST =
n
∑

i=1

(yi − ȳ)2, se puede es
ribir 
omo la suma de los 
uadrados de los errores, SSE =

n
∑

i=1

(yi − (a+ bxi))
2
, más la suma de los 
uadrados de las medias, SSG =

n
∑

i=1

((a+ bxi)− ȳ)2,

por lo que SST = SSE+SSG. Como S2
Y =

SST

n− 1
es un estimador de la varianza de la variable

Y , σ2
Y , que será igual a la varianza de los residuos, σ2

, sólo en el 
aso de que la hipótesis

nula sea 
ierta (y no haya 
orrela
ión entre las variables), la variable

(n− 1)S2
Y

σ2
=

SST

σ2
sigue

una distribu
ión χ2

on n − 1 grados de libertad. De igual modo, S2 =

SSE

n− 2
= MSE es un

estimador de la varianza de los errores, σ2
, por lo que la variable

(n− 2)S2

σ2
=

SSE

σ2
sigue una

distribu
ión χ2

on n− 2 grados de libertad. Así pues, 
omo SSG = SST − SSE, la variable

aleatoria

SSG

σ2
sigue una distribu
ión χ2


on (n− 1)− (n− 2) = 1 grados de libertad.

Con todo ello, tendremos que un estimador de la varianza de las medias será MSG =
SSG

1
,

y si de�nimos la variable aleatoria F =
MSG/σ2

MSE/σ2
=

MSG

MSE
, ésta seguirá una distribu
ión F de

Fisher 
on 1 grado de libertad en el numerador y n− 2 grados de libertad en el denominador.

La región de a
epta
ión para la hipótesis nula H0 : σ
2
MSG = σ2

MSE a un nivel de signi�
a
ión α
es RAα = [0, Fα;1,n−2).

Como el valor muestral de SST es ns2Y y el de SSE, tal y 
omo vimos anteriormente, es

n

(

s2Y −
s2XY

s2X

)

podemos obtener el valor muestral de SSG, que será ns2Y −n

(

s2Y − s2XY

s2X

)

=n
s2XY

s2X
.

Por lo tanto, la tabla del ANOVA para el 
ontraste de signi�
a
ión de la regresión lineal es:
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Varia
ión Suma de 
uadrados, SS g.l. Cuadrados medios, MS Estadísti
o, F

Debida a la regresión

SSG =

n
∑

i=1

(

α̂ + β̂xi − ȳ
)2

=
1 MSG =

SSG

1
F =

MSG

MSE

= n
s2XY

s2X

Debida a los errores

SSE =
n
∑

i=1

(

yi −
(

α̂+ β̂xi

))2

=
n− 2 MSE =

SSE

n− 2

= n

(

s2Y − s2XY

s2X

)

Total SST =

n
∑

i=1

(yi − ȳ)2 = n s2Y n− 1

Ejemplo 8:
Apli
ar un 
ontraste de signi�
a
ión para la regresión lineal de la re
ta de regresión de Y

sobre X del ejemplo 1.

En primer lugar 
al
ulamos la tabla del ANOVA sabiendo que n = 17, sXY = 6.274,

s2X = 13.82 y s2Y = 5.157, por lo que SSG = 17
6.2742

13.82
= 48.42, SSE = 17

(

5.157− 6.2742

13.82

)

=

39.24 y SST = 17 · 5.157 = 87.66.

Di
ha tabla será:

Varia
ión Suma de 
uadrados, SS g.l. Cuadrados medios, MS Estadísti
o, F

Debida a la regresión 48.42 1 48.42 18.51

Debida a los errores 39.24 15 2.62

Total 87.66 16

Como fmuestral = 18.51 > F0.05;1,15 = 4.543 re
hazaremos la hipótesis nula y a
eptaremos

que existe regresión lineal entre las variables X e Y .

12.4.3 Contraste de hipótesis para el parámetro α

En determinadas o
asiones ne
esitamos realizar un 
ontraste sobre la ordenada en el origen de

una re
ta de regresión. En ese 
aso, el tipo de 
ontraste de hipótesis que tenemos que plantear

será:

{

H0 : α = α0

H1 : α 6= α0
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Como sabemos que el estadísti
o a = Ȳ − bx̄ es un estimador de la ordenada en el origen y

que además a ∼ N

(

α,
σ√
n

√

1 +
x̄2

s2X

)

, la variable Z =
a− α

σ√
n

√

1 +
x̄2

s2X

seguirá una distribu
ión

N(0, 1). Sin embargo, al igual que 
uando realizabamos un 
ontraste sobre la pendiente β, 
omo

no 
ono
emos la varianza σ2
tendremos que estimarla utilizando el estimador S2 =

1

n− 2

n
∑

i=1

δ2i .

Por este motivo usaremos en nuestro 
ontraste de hipótesis el estadísti
o T =
a− α

S√
n

√

1 +
x̄2

s2X

,

que, asumiendo que es 
ierta la hipótesis nula, α = α0, se es
ribirá 
omo:

T =
a− α0

S√
n

√

1 +
x̄2

s2X

y seguirá una distribu
ión t de Student 
on n− 2 grados de libertad.

El valor muestral del estadísti
o T es tmuestral =
α̂− α0

σ̂√
n

√

1 +
x̄2

s2X

. Como la región de a
epta
ión

para el 
ontraste a un nivel de signi�
a
ión α (no 
onfundir el nivel de signi�
a
ión 
on la or-

denada en el origen) es RAα =
(

−tα/2,n−2, tα/2,n−2

)

, a
eptaremos la hipótesis nula de α = α0 si

tmuestral ∈ RAα.

Ejemplo 9:

Contrastar si para la re
ta de regresión de Y sobre X del ejemplo 1 es posible que α = 0.

La re
ta de regresión que tenemos es y = 7.52068 + 0.45398 x, por lo que α̂ = 7.52068.
Además de ejemplos anteriores sabemos que n = 17, s2X = 13.82, x̄ = 11.06 y σ̂2 = 2.617 ⇒
σ̂ = 1.618.

El 
ontraste de hipótesis que tenemos que plantear es:

{

H0 : α = 0

H1 : α 6= 0
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y el estadísti
o que utilizaremos T =
a

S√
n

√

1 +
x̄2

s2X

, que sigue una distribu
ión t de Student 
on

n− 2 = 15 grados de libertad, y 
uyo valor muestral es tmuestral =
7.52068

1.618

17

√

1 +
11.062

13.82

= 25.18.

Dado que t0.025,15 = 2.13145 < tmuestral = 25.18 re
hazaremos que la ordenada en el origen

valga 0 para un nivel de signi�
a
ión de 0.05.
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A Tabla de la distribu
ión normal tipi�
ada

Tabla de las áreas de las 
olas de la

dere
ha de una distribu
ión normal tipi�
ada,

α =

ˆ ∞

zα

1√
2π

e−
z2/2 dz, para valores zα.

zα 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0.0 0.5000 0.4960 0.4820 0.4880 0.4840 0.4801 0.4761 0.4721 0.4681 0.4641

0.1 0.4602 0.4562 0.4522 0.4483 0.4443 0.4404 0.4364 0.4325 0.4286 0.4247

0.2 0.4207 0.4168 0.4129 0.4090 0.4052 0.4013 0.3974 0.3936 0.3897 0.3859

0.3 0.3821 0.3783 0.3745 0.3707 0.3669 0.3632 0.3594 0.3557 0.3520 0.3483

0.4 0.3446 0.3409 0.3372 0.3336 0.3300 0.3264 0.3228 0.3192 0.3156 0.3121

0.5 0.3085 0.3050 0.3015 0.2981 0.2946 0.2912 0.2877 0.2843 0.2810 0.2776

0.6 0.2743 0.2709 0.2676 0.2643 0.2611 0.2578 0.2546 0.2514 0.2483 0.2451

0.7 0.2420 0.2389 0.2358 0.2327 0.2296 0.2266 0.2236 0.2206 0.2177 0.2148

0.8 0.2119 0.2090 0.2061 0.2033 0.2005 0.1977 0.1949 0.1921 0.1894 0.1867

0.9 0.1841 0.1814 0.1788 0.1762 0.1736 0.1711 0.1685 0.1660 0.1635 0.1611

1.0 0.1587 0.1562 0.1539 0.1515 0.1492 0.1469 0.1446 0.1423 0.1401 0.1379

1.1 0.1357 0.1335 0.1314 0.1292 0.1271 0.1251 0.1230 0.1210 0.1190 0.1170

1.2 0.1151 0.1131 0.1112 0.1093 0.1075 0.1056 0.1038 0.1020 0.1003 0.0985

1.3 0.0968 0.0951 0.0934 0.0918 0.0901 0.0885 0.0869 0.0853 0.0838 0.0823

1.4 0.0808 0.0793 0.0778 0.0764 0.0749 0.0735 0.0721 0.0708 0.0694 0.0681

1.5 0.0668 0.0655 0.0643 0.0630 0.0618 0.0606 0.0594 0.0582 0.0571 0.0559

1.6 0.0548 0.0537 0.0526 0.0516 0.0505 0.0495 0.0485 0.0475 0.0465 0.0455

1.7 0.0447 0.0436 0.0427 0.0418 0.0409 0.0401 0.0392 0.0384 0.0375 0.0367

1.8 0.0359 0.0351 0.0344 0.0336 0.0329 0.0322 0.0314 0.0307 0.0301 0.0294

1.9 0.0287 0.0281 0.0274 0.0268 0.0262 0.0256 0.0250 0.0244 0.0239 0.0233

2.0 0.02275 0.02222 0.02169 0.02118 0.02068 0.02018 0.01970 0.01923 0.01876 0.01831

2.1 0.01786 0.01743 0.01700 0.01659 0.01618 0.01578 0.01539 0.01500 0.01463 0.01426

2.2 0.01390 0.01355 0.01321 0.01287 0.01255 0.01222 0.01191 0.01160 0.01130 0.01101

2.3 0.01072 0.01044 0.01017 0.00990 0.00964 0.00939 0.00914 0.00889 0.00889 0.00842

2.4 0.00820 0.00798 0.00776 0.00755 0.00734 0.00714 0.00695 0.00676 0.00657 0.00639

2.5 0.00621 0.00604 0.00587 0.00570 0.00554 0.00539 0.00523 0.00508 0.00494 0.00480

2.6 0.00466 0.00453 0.00440 0.00427 0.00415 0.00402 0.00391 0.00379 0.00368 0.00357

2.7 0.00347 0.00336 0.00326 0.00317 0.00307 0.00298 0.00289 0.00280 0.00272 0.00264

2.8 0.00256 0.00248 0.00240 0.00233 0.00226 0.00219 0.00212 0.00205 0.00199 0.00193

2.9 0.00187 0.00181 0.00175 0.00169 0.00164 0.00159 0.00154 0.00149 0.00144 0.00139

3.0 0.001350 0.001306 0.001264 0.001223 0.001183 0.001144 0.001107 0.001070 0.001035 0.001001

3.1 0.000968 0.000936 0.000904 0.000874 0.000845 0.000816 0.000789 0.000762 0.000734 0.000711

3.2 0.000687 0.000664 0.000641 0.000619 0.000598 0.000577 0.000557 0.000538 0.000519 0.000501

3.3 0.000483 0.000466 0.000450 0.000434 0.000419 0.000404 0.000390 0.000376 0.000362 0.000350

3.4 0.000337 0.000325 0.000313 0.000302 0.000291 0.000280 0.000270 0.000260 0.000251 0.000242

3.5 0.000233 0.000224 0.000216 0.000208 0.000200 0.000193 0.000185 0.000178 0.000172 0.000165

3.6 0.000159 0.000153 0.000147 0.000142 0.000136 0.000131 0.000126 0.000121 0.000117 0.000112

3.7 0.000108 0.000104 0.000100 0.000096 0.000092 0.000088 0.000085 0.000082 0.000078 0.000075

3.8 0.000072 0.000070 0.000068 0.000064 0.000062 0.000059 0.000057 0.000054 0.000052 0.000050

3.9 0.000048 0.000046 0.000044 0.000042 0.000041 0.000039 0.000037 0.000036 0.000034 0.000033

4.0 0.0000317 0.0000304 0.0000291 0.0000279 0.0000267 0.0000256 0.0000245 0.0000235 0.0000225 0.0000216

4.1 0.0000207 0.0000198 0.0000190 0.0000181 0.0000174 0.0000166 0.0000159 0.0000152 0.0000146 0.0000140

4.2 0.0000134 0.0000128 0.0000122 0.0000117 0.0000112 0.0000107 0.0000102 0.0000098 0.0000094 0.0000089

4.3 0.0000085 0.0000082 0.0000078 0.0000075 0.0000071 0.0000068 0.0000065 0.0000062 0.0000059 0.0000057

4.4 0.0000054 0.0000052 0.0000049 0.0000047 0.0000045 0.0000043 0.0000041 0.0000039 0.0000037 0.0000036
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ión χ2
de Pearson

Valor de la ab
isa χ2
α,n que en
ierra a la dere
ha

un área α bajo la fun
ión de densidad de proba-

bilidad de una χ2
de n grados de libertad, dada

por

f(x) =







1

2n/2Γ(n/2)
x

n/2−1e−
x/2

, si x > 0

0 , si x ≤ 0

α
n 0.999 0.995 0.990 0.975 0.950 0.900 0.100 0.050 0.025 0.010 0.005 0.001

1 0.0000016 0.000039 0.000157 0.000982 0.003932 0.015791 2.70549 3.84134 5.02368 6.63454 7.87894 10.8266

2 0.002001 0.010025 0.020101 0.050636 0.102587 0.210721 4.60517 5.99146 7.37776 9.21034 10.5966 13.8155

3 0.024297 0.071721 0.114831 0.215794 0.351844 0.584370 6.25134 7.81466 9.34833 11.3448 12.8381 16.2662

4 0.090804 0.206989 0.297109 0.484419 0.710723 1.06362 7.77944 9.48773 11.1433 13.2767 14.8603 18.4668

5 0.210213 0.411742 0.554298 0.831212 1.14548 1.61031 9.23636 11.0705 12.8325 15.0863 16.7496 20.5150

6 0.391069 0.675729 0.872093 1.23735 1.63539 2.20413 10.6446 12.5916 14.4494 16.8119 18.5476 22.4577

7 0.598494 0.989256 1.23904 1.68987 2.16735 2.83311 12.0170 14.0671 16.0128 18.4753 20.2777 24.3219

8 0.857120 1.34442 1.64651 2.17974 2.73264 3.48954 13.3616 15.5073 17.5345 20.0902 21.9550 26.1245

9 1.15195 1.73493 2.08790 2.70039 3.32511 4.16816 14.6837 16.9190 19.0228 21.6660 23.5894 27.8772

10 1.47879 2.15588 2.55823 3.24698 3.94031 4.86519 15.9872 18.3070 20.4832 23.2093 25.1882 29.5883

11 1.83385 2.60322 3.05348 3.81575 4.57481 5.57778 17.2750 19.6751 21.9201 24.7250 26.7568 31.2641

12 2.21431 3.07386 3.57059 4.40380 5.22604 6.30380 18.5493 21.0261 23.3367 26.2170 28.2995 32.9095

13 2.61722 3.56503 4.10692 5.00875 5.89186 7.04150 19.8119 22.3620 24.7356 27.6882 29.8195 34.5282

14 3.04082 4.07472 4.66045 5.62874 6.57064 7.78954 21.0641 23.6848 26.1189 29.1412 31.3193 36.1233

15 3.48268 4.60092 5.22935 6.26214 7.26094 8.54676 22.3071 24.9958 27.4884 30.5779 32.8013 37.6973

16 3.94182 5.14226 5.81224 6.90768 7.96165 9.31224 23.5418 26.2962 28.8454 31.9999 34.2672 39.2524

17 4.41609 5.69722 6.40776 7.56419 8.67176 10.0852 24.7690 27.5871 30.1910 33.4087 35.7185 40.7902

18 4.90505 6.26485 7.01493 8.23076 9.39046 10.8649 25.9894 28.8693 31.5264 34.8053 37.1565 42.3124

19 5.40682 6.84397 7.63273 8.90652 10.1170 11.6509 27.2036 30.1435 32.8523 36.1909 38.5823 43.8202

20 5.92124 7.43389 8.26042 9.59078 10.8508 12.4426 28.4120 31.4104 34.1696 37.5662 39.9968 45.3147

21 6.44668 8.03365 8.89720 10.2829 11.5913 13.2396 29.6151 32.6706 35.4789 38.9322 41.4011 46.7970

22 6.98315 8.64275 9.54251 10.9823 12.3380 14.0415 30.8133 33.9244 36.7807 40.2894 42.7957 48.2679

23 7.52924 9.26042 10.1957 11.6886 13.0905 14.8480 32.0069 35.1725 38.0756 41.6384 44.1813 49.7282

24 8.08504 9.88626 10.8564 12.4012 13.8484 15.6587 33.1962 36.4150 39.3641 42.9798 45.5585 51.1786

25 8.64934 10.5197 11.5240 13.1197 14.6114 16.4734 34.3816 37.6525 40.6465 44.3141 46.9279 52.6197

26 9.22225 11.1603 12.1982 13.8439 15.3792 17.2919 35.5632 38.8851 41.9232 45.6417 48.2899 54.0520

27 9.80278 11.8076 12.8785 14.5734 16.1514 18.1139 36.7412 40.1133 43.1945 46.9629 49.6449 55.4760

28 10.3910 12.4613 13.5647 15.3079 16.9279 18.9392 37.9159 41.3371 44.4608 48.2782 50.9934 56.8923

29 10.9861 13.1212 14.2565 16.0471 17.7084 19.7677 39.0875 42.5570 45.7223 49.5879 52.3356 58.3012

30 11.5880 13.7867 14.9535 16.7908 18.4927 20.5992 40.2560 43.7730 46.9792 50.8922 53.6720 59.7031
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C Tabla de la distribu
ión t de Student

Valor de la ab
isa tα,n que en
ierra a la

dere
ha un área α bajo la fun
ión de densi-

dad de probabilidad de una t de Student de n
grados de libertad, dada por

fn(t) =
1√
nπ

Γ
(

n+1
2

)

Γ
(

n
2

)

(

1 +
t2

n

)−n+1
2

α
n 0.400 0.300 0.200 0.100 0.050 0.025 0.010 0.005 0.001 0.0005

1 0.324920 0.726543 1.37638 3.07768 6.31375 12.7062 31.8205 63.6567 318.309 636.619

2 0.288675 0.617213 1.06066 1.88562 2.91999 4.30265 6.96456 9.92484 22.3271 31.5991

3 0.276672 0.584392 0.978476 1.63775 2.35338 3.18245 4.54070 5.84091 10.2145 12.9240

4 0.270724 0.568651 0.940967 1.53321 2.13185 2.77645 3.74695 4.60410 7.17318 8.61030

5 0.267183 0.559432 0.919546 1.47589 2.01505 2.57059 3.36494 4.03216 5.89343 6.86883

6 0.264836 0.553383 0.905706 1.43976 1.94319 2.44692 3.14268 3.70744 5.20763 5.95882

7 0.263169 0.549112 0.896032 1.41493 1.89458 2.36463 2.99796 3.49949 4.78531 5.40790

8 0.261923 0.545936 0.888892 1.39682 1.85955 2.30601 2.89647 3.35540 4.50081 5.04132

9 0.260957 0.543482 0.883406 1.38303 1.83312 2.26216 2.82144 3.24984 4.29682 4.78093

10 0.260187 0.541530 0.879060 1.37219 1.81247 2.22814 2.76378 3.16928 4.14371 4.58691

11 0.259558 0.539940 0.875532 1.36343 1.79589 2.20099 2.71809 3.10581 4.02471 4.43699

12 0.259034 0.538620 0.872612 1.35622 1.78229 2.17882 2.68100 3.05455 3.92964 4.31780

13 0.258593 0.537506 0.870154 1.35017 1.77094 2.16037 2.65031 3.01228 3.85199 4.22084

14 0.258214 0.536554 0.868057 1.34503 1.76131 2.14479 2.62450 2.97685 3.78740 4.14046

15 0.257887 0.535731 0.866247 1.34061 1.75305 2.13145 2.60249 2.94672 3.73284 4.07278

16 0.257601 0.535012 0.864669 1.33676 1.74589 2.11991 2.58349 2.92079 3.68616 4.01501

17 0.257349 0.534379 0.863281 1.33338 1.73961 2.10982 2.56694 2.89824 3.64578 3.96514

18 0.257125 0.533818 0.862051 1.33039 1.73407 2.10093 2.55239 2.87845 3.61049 3.92166

19 0.256925 0.533316 0.860953 1.32773 1.72914 2.09303 2.53949 2.86094 3.57941 3.88342

20 0.256744 0.532865 0.859967 1.32534 1.72472 2.08597 2.52798 2.84535 4.55182 3.84953

21 0.256582 0.532457 0.859076 1.32319 1.72075 2.07962 2.51765 2.83137 3.52716 3.81929

22 0.256434 0.532087 0.858268 1.32124 1.71715 2.07388 2.50833 2.81876 3.50500 3.79214

23 0.256299 0.531749 0.857532 1.31946 1.71388 2.06866 2.49987 2.80734 3.48497 3.76764

24 0.256175 0.531440 0.856858 1.31784 1.71089 2.06390 2.49216 2.79695 3.46678 3.74541

25 0.256061 0.531156 0.856238 1.31635 1.70814 2.05954 2.48511 2.78744 3.45020 3.72515

26 0.255956 0.530894 0.855668 1.31497 1.70562 2.05553 2.47863 2.77872 3.43500 3.70662

27 0.255859 0.530651 0.855140 1.31371 1.70329 2.05183 2.47266 2.77069 3.42104 3.68960

28 0.255769 0.530426 0.854650 1.31253 1.70113 2.04841 2.46715 2.76327 3.40816 3.67391

29 0.255685 0.530216 0.854194 1.31144 1.69913 2.04523 2.46203 2.75639 3.39625 3.65941

30 0.255607 0.530021 0.85377 1.31042 1.69726 2.04228 2.45727 2.75000 3.38519 3.64597

40 0.255040 0.528608 0.850702 1.30308 1.68385 2.02108 2.42326 2.70446 3.30688 3.55097

50 0.254701 0.527762 0.848872 1.29872 1.67591 2.00856 2.40328 2.67780 3.26142 3.49602

60 0.254475 0.527200 0.847655 1.29582 1.67065 2.00030 2.39012 2.66029 3.23172 3.46021

70 0.254314 0.526799 0.846789 1.29377 1.66692 1.99444 2.38081 2.64791 3.21080 3.43502

80 0.254193 0.526498 0.846140 1.29223 1.66413 1.99007 2.37387 2.63870 3.19526 3.41634

90 0.254099 0.526265 0.845636 1.29103 1.66196 1.98668 2.36850 2.63157 3.18328 3.40194

100 0.254024 0.526078 0.845233 1.29008 1.66024 1.98398 2.36422 2.62590 3.17375 3.39050

200 0.253686 0.525239 0.843424 1.28580 1.65251 1.97190 2.34514 2.60064 3.13149 3.33984

300 0.253574 0.524960 0.842823 1.28438 1.64995 1.96791 2.33885 2.59232 3.11763 3.32326

400 0.253517 0.524821 0.842523 1.28367 1.64868 1.96592 2.33571 2.58818 3.11074 3.31502

500 0.253484 0.524737 0.842343 1.28325 1.64791 1.96472 2.33383 2.58570 3.10662 3.31010

∞ 0.253349 0.524402 0.841623 1.28155 1.64486 1.95997 2.32635 2.57583 3.09024 3.29053





D Tabla de la distribu
ión F de Fisher 185

D Tabla de la distribu
ión F de Fisher

Valor de la ab
isa Fα;n1,n2 que en
ierra a la dere
ha un área α bajo la fun
ión de densidad

de probabilidad de una F de Fisher de n1 grados de libertad en el numerador y n2 grados de

libertad en el denominador, dada por

fn1,n2(x) =











(

n1

n2

)

n1
2 Γ

(

n1+n2

2

)

Γ
(

n1

2

)

Γ
(

n2

2

)x
n1
2
−1

(

1 +
n1

n2
x

)−n1+n2
2

, si x > 0

0 , si x ≤ 0

Para valores de α 
er
anos a 1 se puede 
al
ular teniendo en 
uenta que Fα;n1,n2 =
1

F1−α;n2,n1

α = 0.10
n1

n2 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 25 30 40 50 70 100 ∞

1 39.863 49.500 53.592 55.832 57.239 58.203 58.904 59.438 59.856 60.194 60.704 61.219 61.739 62.053 62.264 62.528 62.687 62.869 63.006 63.327

2 8.5263 9.0000 9.1618 9.2434 9.2926 9.3255 9.3491 9.3668 9.3805 9.3916 9.4081 9.4247 9.4413 9.4513 9.4579 9.4662 9.4712 9.4769 9.4812 9.4912

3 5.5384 5.4623 5.3908 5.3426 5.3092 5.2847 5.2662 5.2516 5.2400 5.2304 5.2156 5.2003 5.1844 5.1747 5.1681 5.1597 5.1546 5.1487 5.1442 5.1337

4 4.5448 4.3246 4.1908 4.1073 4.0506 4.0098 3.9789 3.9549 3.9356 3.9199 3.8955 3.8703 3.8443 3.8283 3.8174 3.8036 3.7952 3.7855 3.7782 3.7607

5 4.0604 3.7798 3.6195 3.5202 3.4530 3.4045 3.3679 3.3393 3.3163 3.2974 3.2683 3.2380 3.2067 3.1873 3.1741 3.1573 3.1471 3.1353 3.1263 3.1050

6 3.7760 3.4633 3.2888 3.1808 3.1075 3.0546 3.0145 2.9830 2.9577 2.9369 2.9047 2.8712 2.8363 2.8147 2.8000 2.7812 2.7697 2.7564 2.7463 2.7222

7 3.5895 3.2575 3.0741 2.9605 2.8833 2.8274 2.7849 2.7516 2.7247 2.7025 2.6681 2.6322 2.5947 2.5714 2.5555 2.5351 2.5226 2.5082 2.4971 2.4708

8 3.4579 3.1131 2.9238 2.8064 2.7265 2.6683 2.6241 2.5894 2.5612 2.5380 2.5020 2.4642 2.4246 2.3999 2.3830 2.3614 2.3481 2.3326 2.3208 2.2926

9 3.3603 3.0065 2.8129 2.6927 2.6106 2.5509 2.5053 2.4694 2.4403 2.4163 2.3789 2.3396 2.2983 2.2725 2.2547 2.2320 2.2180 2.2017 2.1892 2.1592

10 3.2850 2.9245 2.7278 2.6053 2.5216 2.4606 2.4140 2.3772 2.3473 2.3226 2.2841 2.2435 2.2007 2.1739 2.1554 2.1317 2.1171 2.1000 2.0869 2.0554

12 3.1766 2.8068 2.6057 2.4801 2.3939 2.3310 2.2828 2.2446 2.2135 2.1878 2.1474 2.1049 2.0597 2.0312 2.0115 1.9861 1.9704 1.9520 1.9379 1.9036

15 3.0732 2.6952 2.4898 2.3615 2.2729 2.2081 2.1582 2.1185 2.0862 2.0593 2.0171 1.9722 1.9243 1.8939 1.8728 1.8454 1.8284 1.8083 1.7929 1.7551

20 2.9747 2.5893 2.3802 2.2489 2.1581 2.0913 2.0397 1.9985 1.9649 1.9367 1.8924 1.8449 1.7938 1.7611 1.7382 1.7083 1.6896 1.6674 1.6501 1.6074

25 2.9178 2.5283 2.3170 2.1843 2.0921 2.0241 1.9714 1.9293 1.8947 1.8658 1.8200 1.7708 1.7175 1.6831 1.6590 1.6272 1.6072 1.5833 1.5645 1.5176

30 2.8807 2.4887 2.2762 2.1422 2.0492 1.9803 1.9269 1.8841 1.8490 1.8195 1.7727 1.7223 1.6673 1.6316 1.6065 1.5732 1.5522 1.5269 1.5069 1.4564

40 2.8354 2.4404 2.2262 2.0910 1.9968 1.9269 1.8725 1.8289 1.7929 1.7627 1.7146 1.6624 1.6052 1.5677 1.5411 1.5056 1.4830 1.4555 1.4336 1.3769

50 2.8087 2.4120 2.1968 2.0608 1.9659 1.8954 1.8405 1.7963 1.7598 1.7292 1.6802 1.6269 1.5681 1.5294 1.5018 1.4648 1.4409 1.4119 1.3885 1.3267

70 2.7786 2.3800 2.1638 2.0270 1.9313 1.8600 1.8044 1.7596 1.7226 1.6913 1.6413 1.5866 1.5259 1.4857 1.4567 1.4176 1.3922 1.3608 1.3352 1.2652

100 2.7564 2.3564 2.1395 2.0020 1.9057 1.8339 1.7778 1.7324 1.6949 1.6632 1.6124 1.5566 1.4944 1.4528 1.4227 1.3817 1.3548 1.3212 1.2934 1.2142

∞ 2.7056 2.3026 2.0838 1.9449 1.8473 1.7741 1.7167 1.6702 1.6315 1.5987 1.5458 1.4871 1.4206 1.3753 1.3419 1.2951 1.2633 1.2218 1.1849 1.0003

α = 0.05
n1

n2 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 25 30 40 50 70 100 ∞

1 161.45 199.50 215.70 224.57 230.15 233.98 236.76 238.87 240.53 241.87 243.90 245.94 248.00 249.25 250.08 251.13 251.76 252.49 253.03 254.30

2 18.513 19.000 19.164 19.247 19.296 19.330 19.353 19.371 19.385 19.396 19.413 19.429 19.446 19.456 19.462 19.471 19.476 19.481 19.486 19.496

3 10.128 9.5520 9.2766 9.1171 9.0135 8.9406 8.8867 8.8452 8.8123 8.7855 8.7446 8.7029 8.6601 8.6341 8.6165 8.5943 8.5809 8.5655 8.5538 8.5265

4 7.7087 6.9443 6.5913 6.3882 6.2560 6.1631 6.0942 6.0410 5.9987 5.9644 5.9117 5.8578 5.8025 5.7687 5.7459 5.7170 5.6995 5.6793 5.6641 5.6281

5 6.6079 5.7862 5.4095 5.1922 5.0504 4.9503 4.8759 4.8184 4.7725 4.7351 4.6777 4.6188 4.5582 4.5209 4.4957 4.4638 4.4444 4.4221 4.4051 4.3650

6 5.9874 5.1433 4.7571 4.5337 4.3874 4.2839 4.2067 4.1468 4.0990 4.0600 3.9999 3.9381 3.8742 3.8349 3.8082 3.7743 3.7537 3.7298 3.7118 3.6689

7 5.5915 4.7374 4.3468 4.1203 3.9715 3.8660 3.7870 3.7257 3.6767 3.6365 3.5747 3.5107 3.4445 3.4036 3.3758 3.3404 3.3189 3.2939 3.2749 3.2298

8 5.3177 4.4590 4.0662 3.8379 3.6875 3.5806 3.5005 3.4381 3.3881 3.3472 3.2839 3.2184 3.1503 3.1081 3.0794 3.0428 3.0204 2.9944 2.9747 2.9276

9 5.1174 4.2565 3.8626 3.6331 3.4817 3.3738 3.2928 3.2296 3.1789 3.1373 3.0730 3.0061 2.9365 2.8932 2.8637 2.8259 2.8028 2.7760 2.7556 2.7067

10 4.9646 4.1028 3.7083 3.4781 3.3258 3.2172 3.1355 3.0717 3.0204 2.9782 2.9130 2.8450 2.7740 2.7298 2.6996 2.6609 2.6371 2.6095 2.5884 2.5379

12 4.7473 3.8853 3.4906 3.2592 3.1059 2.9961 2.9134 2.8486 2.7964 2.7534 2.6866 2.6169 2.5436 2.4977 2.4663 2.4259 2.4010 2.3720 2.3498 2.2962

15 4.5431 3.6823 3.2874 3.0558 2.9011 2.7905 2.7066 2.6408 2.5876 2.5437 2.4753 2.4035 2.3275 2.2797 2.2468 2.2043 2.1780 2.1472 2.1234 2.0659

20 4.3513 3.4928 3.0986 2.8661 2.7107 2.5990 2.5140 2.4471 2.3928 2.3479 2.2776 2.2033 2.1242 2.0739 2.0391 1.9938 1.9656 1.9323 1.9066 1.8432

25 4.2417 3.3852 2.9912 2.7589 2.6028 2.4904 2.4047 2.3371 2.2821 2,2365 2.1649 2.0900 2.0075 1.9555 1.9192 1.8718 1.8421 1.8069 1,7794 1.7110

30 4.1709 3.3158 2.9225 2.6896 2.5334 2.4205 2.3343 2.2662 2.2107 2.1646 2.0921 2.0148 1.9317 1.8783 1.8409 1.7918 1.7609 1,7240 1.6950 1.6223

40 4.0848 3.2317 2.8390 2.6060 2.4493 2.3358 2.2490 2.1802 2.1240 2.0773 2.0035 1.9245 1.8389 1.7835 1.7444 1.6928 1.6600 1.6205 1.5892 1.5089

50 4.0343 3.1826 2.7902 2.5572 2.4003 2.2864 2.1992 2.1299 2.0734 2.0261 1.9515 1.8714 1.7841 1.7273 1.6872 1.6337 1.5995 1.5580 1.5249 1.4383

70 3.9778 3.1277 2.7357 2.5027 2.3455 2.2312 2.1435 2.0737 2.0166 1.9689 1.8933 1.8117 1.7223 1.6638 1.6220 1.5661 1.5300 1.4857 1.4498 1.3529

100 3.9362 3.0873 2.6957 2.4626 2.3052 2.1906 2.1025 2.0323 1.9748 1.9267 1.8503 1.7675 1.6764 1.6164 1.5733 1.5151 1.4772 1.4303 1.3917 1.2832

∞ 3.8415 2.9957 2.6049 2.3719 2.2141 2.0986 2.0096 1.9384 1.8799 1.8307 1.7522 1.6664 1.5705 1.5061 1,4591 1.3940 1.3501 1.2933 1.2434 1.0003
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Tabla de la distribu
ión F de Fisher (
ontinua
ión)

α = 0.025
n1

n2 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 25 30 40 50 70 100 ∞

1 647.79 799.50 864.08 899.50 921.76 937.02 948.13 956.57 963.20 968.54 976.62 984.78 993.01 997.99 1001.3 1005.5 1008.0 1010.9 1013.1 1018.2

2 38.506 39.000 39.166 39.248 39.298 39.332 39.355 39.373 39.387 39.398 39.415 39.431 39.448 39.458 39.465 39.473 39.478 39.484 39.488 39.498

3 17.443 16.044 15.439 15.101 14.885 14.735 14.624 14.540 14.473 14.419 14.336 14.253 14.167 14.116 14.080 14.036 14.010 13.979 13.956 13.902

4 12.218 10.649 9.9791 9.6045 9.3644 9.1973 9.0741 8.9796 8.9046 8.8439 8.7512 8.6565 8.5599 8.5009 8.4613 8.4111 8.3808 8.3458 8.3195 8.2573

5 10.007 8.4337 7.7636 7.3879 7.1464 6.9777 6.8531 6.7572 6.6811 6.6192 6.5246 6.4278 6.3286 6.2679 6.2269 6.1751 6.1437 6.1074 6.0800 6.0153

6 8.8132 7.2599 6.5988 6.2272 5.9876 5.8198 5.6955 5.5996 5.5234 5.4613 5.3663 5.2687 5.1684 5.1069 5.0652 5.0125 4.9804 4.9434 4.9154 4.8491

7 8.0727 6.5415 5.8898 5.5226 5.2852 5.1186 4.9949 4.8993 4.8232 4.7611 4.6658 4.5678 4.4667 4.4046 4.3624 4.3089 4.2763 4.2387 4.2101 4.1423

8 7.5709 6.0595 5.4160 5.0526 4.8173 4.6517 4.5286 4.4333 4.3572 4.2951 4.1997 4.1012 3.9995 3.9367 3.8940 3.8398 3.8067 3.7684 3.7393 3.6702

9 7.2093 5.7147 5.0781 4.7181 4.4844 4.3197 4.1971 4.1020 4.0260 3.9639 3.8682 3.7694 3.6669 3.6035 3.5604 3.5055 3.4719 3.4330 3.4034 3.3329

10 6.9368 5.4564 4.8256 4.4683 4.2361 4.0721 3.9498 3.8549 3.7790 3.7168 3.6210 3.5217 3.4185 3.3546 3.3110 3.2554 3.2214 3.1819 3.1517 3.0798

12 6.5538 5.0959 4.4742 4.1212 3.8911 3.7283 3.6065 3.5118 3.4359 3.3736 3.2773 3.1772 3.0728 3.0077 2.9633 2.9064 2.8714 2.8307 2.7996 2.7249

15 6.1995 4.7651 4.1528 3.8043 3.5764 3.4147 3.2934 3.1987 3.1227 3.0602 2.9633 2.8621 2.7559 2.6894 2.6437 2.5850 2.5488 2.5065 2.4739 2.3954

20 5.8715 4.4613 3.8592 3.5147 3.2887 3.1283 3.0074 2.9128 2.8366 2.7737 2.6758 2.5731 2.4645 2.3959 2.3486 2.2873 2.2493 2.2045 2.1699 2.0853

25 5.6864 4.2909 3.6943 3.3534 3.1284 2.9685 2.8478 2.7531 2.6766 2.6135 2.5149 2.4110 2.3005 2.2303 2.1816 2.1183 2.0787 2.0319 1.9955 1.9055

30 5.5676 4.1821 3.5898 3.2500 3.0261 2.8667 2.7460 2.6513 2.5746 2.5112 2.4120 2.3072 2.1952 2.1237 2.0739 2.0089 1.9681 1.9195 1.8816 1.7867

40 5.4240 4.0510 3.4637 3.1262 2.9034 2.7444 2.6238 2.5289 2.4519 2.3882 2.2882 2.1819 2.0677 1.9943 1.9429 1.8752 1.8324 1.7810 1.7405 1.6371

50 5.3403 3.9749 3.3906 3.0545 2.8324 2.6735 2.5530 2.4579 2.3808 2.3168 2.2162 2.1090 1.9933 1.9186 1.8659 1.7963 1.7520 1.6984 1.6559 1.5452

70 5.2471 3.8903 3.3094 2.9748 2.7534 2.5949 2.4743 2.3791 2.3017 2.2374 2.1361 2.0277 1.9100 1.8334 1.7792 1.7069 1.6604 1.6038 1.5581 1.4357

100 5.1786 3.8284 3.2500 2.9166 2.6958 2.5374 2.4168 2.3215 2.2439 2.1793 2.0773 1.9679 1.8486 1.7705 1.7149 1.6401 1.5917 1.5320 1.4833 1.3474

∞ 5.0239 3.6889 3.1161 2.7858 2.5665 2.4082 2.2875 2.1918 2.1136 2.0483 1.9447 1.8326 1.7085 1.6259 1.5660 1.4835 1.4284 1.3575 1.2956 1.0004

α = 0.01
n1

n2 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 25 30 40 50 70 100 ∞

1 4052.2 4999.5 5402.1 5623.3 5762.3 5857.6 5927.0 5979.7 6021.1 6054.4 6104.9 6155.9 6207.3 6238.4 6259.2 6285.3 6301.1 6319.1 6332.6 6364.4

2 98.503 99.000 99.166 99.249 99.299 99.333 99.356 99.374 99.388 99.399 99.416 99.433 99.449 99.459 99.466 99.474 99.479 99.485 99.489 99.499

3 34.116 30.816 29.457 28.710 28.237 27.910 27.672 27.489 27.345 27.229 27.052 26.872 26.690 26.579 26.504 26.411 26.354 26.289 26.240 26.125

4 21.198 18.000 16.694 15.977 15.522 15.207 14.976 14.799 14.659 14.546 14.374 14.198 14.020 13.911 13.838 13.745 13.690 13.625 13.577 13.463

5 16.258 13.274 12.060 11.392 10.967 10.672 10.456 10.289 10.158 10.051 9.8883 9.7223 9.5527 9.4492 9.3794 9.2912 9.2379 9.1764 9.1300 9.0204

6 13.745 10.925 9.7795 9.1483 8.7459 8.4661 8.2600 8.1017 7.9761 7.8741 7.7183 7.5590 7.3958 7.2960 7.2285 7.1432 7.0915 7.0318 6.9867 6.8800

7 12.247 9.5466 8.4513 7.8467 7.4604 7.1914 6.9928 6.8401 6.7188 6.6201 6.4691 6.3143 6.1554 6.0580 5.9920 5.9085 5.8577 5.7991 5.7547 5.6495

8 11.259 8.6491 7.5910 7.0061 6.6318 6.3707 6.1776 6.0289 5.9106 5.8143 5.6667 5.5151 5.3591 5.2631 5.1981 5.1156 5.0654 5.0073 4.9633 4.8588

9 10.562 8.0215 6.9919 6.4221 6.0569 5.8018 5.6129 5.4671 5.3511 5.2565 5.1114 4.9621 4.8080 4.7130 4.6486 4.5667 4.5167 4.4589 4.4150 4.3106

10 10.044 7.5594 6.5523 5.9943 5.6363 5.3858 5.2001 5.0567 4.9424 4.8492 4.7059 4.5581 4.4054 4.3111 4.2469 4.1653 4.1155 4.0577 4.0137 3.9090

12 9.3303 6.9266 5.9525 5.4120 5.0643 4.8206 4.6395 4.4994 4.3875 4.2961 4.1553 4.0096 3.8584 3.7647 3.7008 3.6192 3.5692 3.5111 3.4668 3.3608

15 8.6832 6.3589 5.4170 4.8932 4.5556 4.3183 4.1416 4.0045 3.8948 3.8049 3.6662 3.5222 3.3719 3.2782 3.2141 3.1319 3.0814 3.0224 2.9772 2.8684

20 8.0960 5.8489 4.9397 4.4308 4.1027 3.8714 3.6987 3.5644 3.4567 3.3682 3.2311 3.0880 2.9377 2.8434 2.7785 2.6948 2.6430 2.5822 2.5353 2.4212

25 7.7698 5.5680 4.6755 4.1785 3.8541 3.6271 3.4568 3.3239 3.2172 3.1294 2.9931 2.8502 2.6993 2.6041 2.5383 2.4530 2.3999 2.3373 2.2888 2.1694

30 7.5625 5.3904 4.5110 4.0180 3.6982 3.4734 3.3045 3.1726 3.0665 2.9791 2.8431 2.7002 2.5487 2.4526 2.3860 2.2992 2.2450 2.1808 2.1307 2.0062

40 7.3141 5.1785 4.3137 3.8284 3.5131 3.2910 3.1238 2.9930 2.8876 2.8005 2.6648 2.5216 2.3689 2.2714 2.2034 2.1142 2.0581 1.9911 1.9383 1.8047

50 7.1706 5.0566 4.2004 3.7196 3.4069 3.1864 3.0202 2.8900 2.7850 2.6981 2.5625 2.4190 2.2652 2.1667 2.0976 2.0066 1.9490 1.8797 1.8248 1.6831

70 7.0114 4.9219 4.0754 3.5997 3.2900 3.0712 2.9060 2.7765 2.6719 2.5852 2.4496 2.3055 2.1504 2.0503 1.9798 1.8861 1.8263 1.7537 1.6954 1.5404

100 6.8953 4.8239 3.9847 3.5128 3.2052 2.9876 2.8233 2.6943 2.5898 2.5033 2.3676 2.2230 2.0667 1.9652 1.8933 1.7972 1.7353 1.6594 1.5977 1.4276

∞ 6.6349 4.6052 3.7816 3.3192 3.0173 2.8020 2.6393 2.5113 2.4073 2.3209 2.1848 2.0385 1.8783 1.7726 1.6964 1.5923 1.5231 1.4347 1.3582 1.0005

α = 0.005
n1

n2 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 25 30 40 50 70 100 ∞

1 16211 20000 21605 22489 23045 23426 23704 23914 24080 24213 24415 24619 24825 24949 25032 25137 25199 25272 25326 25453

2 198.50 199.00 199.17 199.25 199.30 199.33 199.36 199.38 199.39 199.40 199.42 199.43 199.45 199.46 199.47 199.48 199.48 199.49 199.49 199.50

3 55.552 49.799 47.467 46.194 45.392 44.838 44.434 44.125 43.882 43.685 43.387 43.085 42.777 42.591 42.466 42.308 42.213 42.104 42.021 41.829

4 31.333 26.284 24.259 23.155 22.456 21.975 21.622 21.352 21.139 20.967 20.705 20.438 20.167 20.002 19.892 19.752 19.667 19.570 19.497 19.325

5 22.785 18.314 16.530 15.556 14.940 14.513 14.201 13.961 13.772 13.618 13.385 13.146 12.904 12.756 12.656 12.530 12.454 12.366 12.300 12.144

6 18.635 14.544 12.917 12.028 11.464 11.073 10.786 10.566 10.392 10.250 10.034 9.8140 9.5888 9.4511 9.3583 9.2409 9.1697 9.0877 9.0257 8.8793

7 16.236 12.404 10.882 10.051 9.5221 9.1553 8.8854 8.6781 8.5138 8.3803 8.1764 7.9678 7.7540 7.6230 7.5345 7.4225 7.3544 7.2760 7.2166 7.0760

8 14.688 11.042 9.5965 8.8051 8.3018 7.9520 7.6941 7.4959 7.3386 7.2106 7.0149 6.8143 6.6082 6.4817 6.3961 6.2875 6.2216 6.1453 6.0875 5.9505

9 13.614 10.107 8.7171 7.9559 7.4712 7.1339 6.8849 6.6933 6.5411 6.4172 6.2274 6.0325 5.8318 5.7084 5.6248 5.5186 5.4539 5.3791 5.3224 5.1875

10 12.827 9.4270 8.0808 7.3428 6.8724 6.5446 6.3025 6.1159 5.9676 5.8467 5.6613 5.4707 5.2740 5.1528 5.0706 4.9659 4.9022 4.8283 4.7721 4.6385

12 11.754 8.5096 7.2258 6.5211 6.0711 5.7570 5.5245 5.3451 5.2021 5.0855 4.9063 4.7213 4.5299 4.4115 4.3309 4.2282 4.1653 4.0924 4.0368 3.9039

15 10.798 7.7008 6.4760 5.8029 5.3721 5.0708 4.8473 4.6744 4.5364 4.4235 4.2498 4.0698 3.8826 3.7662 3.6868 3.5850 3.5225 3.4498 3.3941 3.2602

20 9.9440 6.9865 5.8208 5.1743 4.7616 4.4722 4.2569 4.0900 3.9564 3.8470 3.6779 3.5020 3.3178 3.2025 3.1234 3.0215 2.9586 2.8849 2.8282 2.6904

25 9.4754 6.5982 5.4616 4.8374 4.4309 4.1499 3.9394 3.7758 3.6447 3.5371 3.3704 3.1963 3.0133 2.8981 2.8187 2.7160 2.6522 2.5772 2.5191 2.3765

30 9.1797 6.3547 5.2414 4.6236 4.2258 3.9491 3.7415 3.5801 3.4505 3.3440 3.1787 3.0057 2.8230 2.7076 2.6278 2.5241 2.4594 2.3829 2.3235 2.1760

40 8.8279 6.0664 4.9782 4.3740 3.9844 3.7128 3.5088 3.3498 3.2220 3.1168 2.9531 2.7811 2.5984 2.4823 2.4015 2.2958 2.2295 2.1504 2.0884 1.9318

50 8.6258 5.9016 4.8281 4.2318 3.8471 3.5784 3.3764 3.2189 3.0921 2.9875 2.8247 2.6531 2.4702 2.3533 2.2717 2.1644 2.0967 2.0155 1.9512 1.7863

70 8.4027 5.7204 4.6633 4.0760 3.6967 3.4312 3.2315 3.0755 2.9498 2.8460 2.6840 2.5127 2.3291 2.2112 2.1283 2.0187 1.9488 1.8642 1.7966 1.6176

100 8.2407 5.5892 4.5443 3.9635 3.5882 3.3251 3.1271 2.9722 2.8472 2.7440 2.5825 2.4113 2.2270 2.1080 2.0239 1.9119 1.8400 1.7521 1.6809 1.4858

∞ 7.8795 5.2983 4.2794 3.7151 3.3499 3.0913 2.8968 2.7444 2.6210 2.5188 2.3583 2.1868 1.9998 1.8771 1.7891 1.6692 1.5898 1.4888 1.4019 1.0005
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E Aproxima
iones más 
omunes entre fun
iones de probabilidad

Se presenta a 
ontinua
ión un resumen de las aproxima
iones más 
omunes entre fun
iones de

distribu
ión de probabilidad, indi
ando también el régimen de validez de di
ha aproxima
ión.

Distribu
ión Aproxima
ión Regla de validez

Binomial Poisson n grande y p pequeño

Bin(n, p) Poi(λ = np) n > 50, p < 0.1
Binomial Normal n grande y p próximo a 0.5

Bin(n, p) N(np,
√

np(1− p)) np ≥ 5, n(1− p) ≥ 5
Poisson Normal λ grande

Poi(λ) N(λ,
√
λ) λ ≥ 5
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F Resumen de las distribu
iones dis
retas más 
omunes

En la siguiente tabla se presentan las fun
iones de probabilidad dis
retas más 
omunes, junto 
on los pará-

metros pobla
ionales que las de�nen así 
omo los valores de la media µ y la varianza σ2

de 
ada una de ellas.

Distribu
ión Parámetros Fun
ión de densidad de probabilidad, f Media, µ Varianza, σ2

Uniforme n > 0 f(xi) =
1

n

1

n

n
∑

i=1

xi
1

n

n
∑

i=1

x2
i −

1

n2

(

n
∑

i=1

xi

)2

Bernoulli 0 ≤ p ≤ 1 f(xi) =

{

pxi (1− p)1−xi

, si xi = 1, 0

0 , resto

p p (1− p)

Binomial

Bin(n, p)
n > 0

0 ≤ p ≤ 1 f(xi) =







(

n

xi

)

pxi (1− p)n−xi

, si xi = 0, 1, . . . , n

0 , resto

np np(1− p)

Poisson

Poi(λ)
λ > 0 f(xi) =







λxi

xi!
e−λ

, si xi = 0, 1, 2, ...

0 , resto

λ λ
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G Resumen de las distribu
iones 
ontinuas más 
omunes

En la siguiente tabla se presentan las fun
iones de densidad de probabilidad 
ontinuas más 
omunes, junto


on los parámetros pobla
ionales que las de�nen así 
omo los valores de la media µ y la varianza σ2

de 
ada

una de ellas.

Distribu
ión

Parámetros Fun
ión de densidad de probabilidad, f Media, µ Varianza, σ2

Normal

N(µ, σ)
µ

σ > 0 f(x) =
1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2 µ σ2

Uniforme

a < b f(x) =







1

b− a

, si a < x < b

0 , si x < a ó x > b

a + b

2

(b− a)2

12

Gamma

Γ(α, β)
α > 0
β > 0 f(x) =







1

βαΓ(α)
xα−1e−

x/2

, si x > 0

0 , si x ≤ 0
αβ αβ2

Exponen
ial

E(λ) λ > 0 f(x) =

{

λe−λx

, si x ≥ 0

0 , si x < 0

1

λ

1

λ2

Chi-
uadrado

χ2
n

n > 0 fn(x) =







1

2n/2Γ (n/2)
x

n
2
−1e−

x/2

, si x > 0

0 , si x ≤ 0
n 2n

t de Student

tn
n > 0 fn(t) =

1√
nπ

Γ
(

n+1
2

)

Γ
(

n
2

)

(

1 +
t2

n

)−n+1
2

0
n

n− 2

si n > 2

F de Fisher

F(n1,n2)

n1 > 0
n2 > 0 fn1,n2(x) =











(

n1

n2

)n1/2 Γ
(

n1+n2

2

)

Γ
(

n1

2

)

Γ
(

n2

2

)x
n1
2
−1

(

1 +
n1

n2
x

)−n1+n2
2

, si x > 0

0 , si x ≤ 0

n2

n2 − 2

si n2 > 2
2n2

2(n1 + n2 − 2)

n1(n2 − 4)(n2 − 2)2

si n2 > 4
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H Intervalos de 
on�anza para la estima
ión de parámetros pobla
ionales

En la siguiente tabla se presentan los intervalos de 
on�anza para los parámetros pobla
ionales de las dis-

tribu
iones más 
omunes.

Parámetro

Estimador Distribu
ión

Estima
ión Intervalo de 
on�anza

pobla
ional puntual (1− α) · 100%

µ de una N(µ, σ) 
on σ2


ono
ida X̄ =
1

n

n
∑

i=1

Xi X̄ ∼ N
(

µ, σ√
n

)

µ̂ I =

(

µ̂± zα/2
σ√
n

)

µ de una N(µ, σ) 
on σ2

des
ono
ida

X̄ =
1

n

n
∑

i=1

Xi

T =
X̄ − µ
S/√n

∼ tn−1

µ̂
I =

(

µ̂± tα/2,n−1
σ̂√
n

)

(σ2

se estima 
on S2

) (S2 =
1

n− 1

n
∑

i=1

(

Xi − X̄
)2

) (σ̂2

)

p de una Bin(n, p) P =

#éxitos

#ensayos

P ∼ N

(

p,
√

p(1−p)
n

)

p̂ I =

(

p̂± zα/2

√

p̂(1−p̂)
n

)

λ de una Poi(λ) X̄ =
1

n

n
∑

i=1

Xi X̄ ∼ N
(

λ,
√

λ
n

)

λ̂ I =

(

λ̂± zα/2

√

λ̂
n

)

σ2

de una N(µ, σ) S2 =
1

n− 1

n
∑

i=1

(

Xi − X̄
)2

(n− 1)
S2

σ2
∼ χ2

n−1
σ̂2

I =

(

(n−1)σ̂2

χ2
α/2,n−1

, (n−1)σ̂2

χ2
1−α/2,n−1

)

µ1 − µ2 de N(µ1, σ1) y N(µ2, σ2)
X̄1 − X̄2 X̄1 − X̄2 ∼ N

(

µ1 − µ2,
√

σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

)

µ̂1 − µ̂2 I =



µ̂1 − µ̂2 ± zα/2

√

σ2
1

n1
+

σ2
2

n2






on σ1 y σ2 
ono
idas

µ1 − µ2 de N(µ1, σ1) y N(µ2, σ2) X̄1 − X̄2 T =
¯(X1 − X̄2)− (µ1 − µ2)

S
√

1
n1

+ 1
n2

∼ tg µ̂1 − µ̂2
I =

(

µ̂1 − µ̂2 ± tα/2,g σ̂

√

1

n1
+

1

n2

)


on σ1 y σ2 des
ono
idas y σ2
1 ≃ σ2

2

(σ2 = σ2
1 = σ2

2 se estima 
on S2

) (S2 =
(n1−1)S2

1+(n2−1)S2
2

n1+n2−2

) 
on g = n1 + n2 − 2 (σ̂2

)

µ1 − µ2 de N(µ1, σ1) y N(µ2, σ2)
X̄1 − X̄2

T =
¯(X1 − X̄2)− (µ1 − µ2)

√

S2
1

n1
+

S2
2

n2

∼ tg
µ̂1 − µ̂2

I =

(

µ̂1 − µ̂2 ± tα/2,g

√

σ̂2
1

n1

+
σ̂2
1

n2

)


on σ1 y σ2 des
ono
idas y σ2
1 6= σ2

2 
on g el natural más 
er
ano a

(σ2
1 y σ2

2 se estiman 
on S2
1 y S2

2 ) (S2
1 y S2

2 ) h =

(

σ̂2
1

n1
+

σ̂2
2

n2

)2

(σ̂2
1/n1)

2

n1+1
+
(σ̂2

2/n2)
2

n2+1

− 2 (σ̂2
1 y σ̂2

2)

p1 − p2 de Bin(n1, p1) y Bin(n2, p2) P1 − P2 P1 − P2 ∼ N

(

p1 − p2,
√

p1(1−p1)
n1

− p2(1−p2)
n2

)

p̂1 − p̂2 I =



p̂1 − p̂2 ± zα/2

√

p̂1(1− p̂1)

n1
+

p̂2(1− p̂2)

n2





σ2
1

σ2
2

de N(µ1, σ1) y N(µ2, σ2)
S2
1

S2
2

F =
S2
1/σ2

1

S2
2/σ2

2

∼ Fn1−1,n2−1
σ̂2
1

σ̂2
2

I =





σ̂2
1

σ̂2
2

Fα/2;n1−1,n2−1

,
σ̂2
1

σ̂2
2

Fα/2;n2−1,n1−1





µD = µ1 − µ2 de N(µ1, σ1) y N(µ2, σ2) D̄ =
1

n

n
∑

i=1

Di 
on Di = X1i −X2i

T =
D̄ − µD

SD/√n
∼ tn−1

µ̂D

I =

(

µ̂D ± tα/2,n−1
σ̂D√
n

)

siendo datos apareados

(la varianza se estima 
on S2
D) (S2

D =
1

n− 1

n
∑

i=1

(

Di − D̄
)2

) (σ̂2
D)
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I Contrastes de hipótesis para parámetros pobla
ionales

En la siguiente tabla se presentan los 
ontrastes de hipótesis más 
omunes para parámetros pobla
ionales de

una distribu
ión.

Contraste

Hipótesis

nula, H0

Hipótesis

alternativa, H1

Variable Valor muestral RAα RCα

p 6= p0
(

−zα/2, zα/2

) (

−∞,−zα/2

]

∪
[

zα/2,∞
)

p = p0 p > p0 (−∞, zα) [zα,∞)

Propor
ión p de una

binomial

p < p0

Z =
P − p0

√

p0(1− p0)

n

∼ N(0, 1) zm =
p̂− p0

√

p0(1− p0)

n
(−zα,∞) (−∞,−zα]

µ 6= µ0

(

−zα/2, zα/2

) (

−∞,−zα/2

]

∪
[

zα/2,∞
)

µ = µ0 µ > µ0 (−∞, zα) [zα,∞)

Media µ de una

normal (σ2


ono
ida)

µ < µ0

Z =
X̄ − µ0

σ/√n
∼ N(0, 1) zm =

µ̂− µ0

σ/√n

(−zα,∞) (−∞,−zα]

µ 6= µ0

(

−tα/2,n−1, tα/2,n−1

) (

−∞,−tα/2,n−1

]

∪
[

tα/2,n−1,∞
)

µ = µ0 µ > µ0 (−∞, tα,n−1) [tα,n−1,∞)

Media µ de una

normal (σ2

des
ono
ida)

µ < µ0

T =
X̄ − µ0

S/√n
∼ tn−1 tm =

µ̂− µ0

σ̂/√n

(−tα,n−1,∞) (−∞,−tα,n−1]

σ2 6= σ2
0

(

χ2
1−α/2,n−1, χ

2
α/2,n−1

) [

0, χ2
1−α/2,n−1

]

∪
[

χ2
α/2,n−1,∞

)

σ2 = σ2
0 σ2 > σ2

0

[

0, χ2
α,n−1

) [

χ2
α,n−1,∞

)

Varianza σ2

de una

normal

σ2 < σ2
0

χ2 = (n− 1)
S2

σ2
∼ χ2

n−1
χ2
m = (n− 1)

σ̂2

σ2
0

(

χ2
1−α,n−1,∞

) [

0, χ2
1−α,n−1

]
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Contrastes de hipótesis para parámetros pobla
ionales (
ontinua
ión)

En la siguiente tabla se presentan los 
ontrastes de hipótesis más 
omunes para 
ompara
ión de paráme-

tros pobla
ionales de dos distribu
ión.

Contraste

Hipótesis

nula, H0

Hipótesis

alternativa, H1

Variable Valor muestral RAα RCα

p1 6= p2
(

−zα/2, zα/2

) (

−∞,−zα/2

]

∪
[

zα/2,∞
)

p1 = p2 p1 > p2 (−∞, zα) [zα,∞)

Compara
ión de dos

propor
iones p1 y p2

p1 < p2

Z =
P1 − P2 − (p1 − p2)

√

p1(1− p1)

n1

+
p2(1− p2)

n2

∼ N(0, 1) zm =
p̂1 − p̂2

√

p̂(1− p̂)

(

1

n1

+
1

n2

)

(−zα,∞) (−∞,−zα]

µ1 6= µ2

(

−zα/2, zα/2

) (

−∞,−zα/2

]

∪
[

zα/2,∞
)

µ1 = µ2 µ1 > µ2 (−∞, zα) [zα,∞)

Dos medias normales

µ1 y µ2 (σ
2
1 y σ2

2


ono
idas)

µ1 < µ2

Z =
X̄1 − X̄2 − (µ1 − µ2)

√

σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

∼ N(0, 1) zm =
µ̂1 − µ̂2
√

σ2
1

n1

+
σ2
2

n2 (−zα,∞) (−∞,−zα]

µ1 6= µ2

(

−tα/2,n1+n2−2, tα/2,n1+n2−2

) (

−∞,−tα/2,n1+n2−2

]

∪
[

tα/2,n1+n2−2,∞
)

µ1 = µ2 µ1 > µ2 (−∞, tα,n1+n2−2) [tα,n1+n2−2,∞)

Dos medias normales

µ1 y µ2 (σ
2
1 = σ2

2 y

des
ono
idas)

µ1 < µ2

T =
X̄1 − X̄2 − (µ1 − µ2)

S
√

1

n1
+

1

n2

∼ tn1+n2−2 tm =
µ̂1 − µ̂2

σ̂

√

1

n1
+

1

n2
(−tα,n1+n2−2,∞) (−∞,−tα,n1+n2−2]

µ1 6= µ2

(

−tα/2,g, tα/2,g
) (

−∞,−tα/2,g
]

∪
[

tα/2,g,∞
)

µ1 = µ2 µ1 > µ2 (−∞, tα,g) [tα,g,∞)

Dos medias normales

µ1 y µ2 (σ
2
1 6= σ2

2 y

des
ono
idas)

µ1 < µ2

T =
X̄1 − X̄2 − (µ1 − µ2)

√

S2
1

n1
+

S2
2

n2

∼ tg 
on

g = INT





(

σ̂2
1

n1
+

σ̂2
2

n2

)2

(σ̂2
1/n1)

2

n1+1
+
(σ̂2

2/n2)
2

n2+1

− 2





tm =
µ̂1 − µ̂2
√

σ̂2
1

n1
+

σ̂2
2

n2

(−tα,g,∞) (−∞,−tα,g]

µD 6= 0
(

−tα/2,n−1, tα/2,n−1

) (

−∞,−tα/2,n−1

]

∪
[

tα/2,n−1,∞
)

µD = 0 µD > 0 (−∞, tα,n−1) [tα,n−1,∞)

Media, µD, de datos

apareados

µD < 0

T =
D̄ − µD

SD/√n
∼ tn−1 tm =

µ̂D

σ̂D/√n

(−tα,n−1,∞) (−∞,−tα,n−1]

σ2
1 6= σ2

2

(

1

Fα/2;n2−1,n1−1

, Fα/2;n1−1,n2−1

) [

0,
1

Fα/2;n2−1,n1−1

]

∪
[

Fα/2;n1−1,n2−1,∞
)

σ2
1 = σ2

2 σ2
1 > σ2

2 [0, Fα;n1−1,n2−1) [Fα;n1−1,n2−1,∞)

Dos varianzas

normales σ2
1 y σ2

2

σ2
1 < σ2

2

F =
S2
1/σ2

1

S2
2/σ2

2

∼ F(n1−1,n2−1) fm =
σ̂2
1

σ̂2
2

(

1

Fα;n2−1,n1−1

,∞
) [

0,
1

Fα;n2−1,n1−1

]






