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Capítulo 1

Introduión

1.1. Conjuntos

De�niión: Un onjunto es una oleión de elementos en la que no se repite ninguno.

Notaión: Los onjuntos se suelen denotar on letras mayúsulas y sus elementos on

letras minúsulas.

Ejemplos: N, Z, Z+
,Q, R,...

Igualdad entre onjuntos: Dos onjuntos S y T son iguales si y sólo si ∀s / s ∈ S =⇒
s ∈ T y ∀t / t ∈ T =⇒ t ∈ S

Subonjuntos:Dados dos onjuntos S y T , se die que S es subonjunto de T y se denota

por S ⊂ T , si y sólo si

∀s / s ∈ S =⇒ s ∈ T

Proposiión: Dados dos onjuntos S y T , S = T ⇐⇒ S ⊂ T y T ⊂ S

Demostraión: (a) S = T ⇒ ∀s / s ∈ S =⇒ s ∈ T ⇒ S ⊂ T
∀t / t ∈ T =⇒ t ∈ S ⇒ T ⊂ S

y

(b) S ⊂ T ⇒ ∀s / s ∈ S, s ∈ T
T ⊂ S ⇒ ∀t / t ∈ T, t ∈ S

}
⇒ S = T

Unión de onjuntos: Dados dos onjuntos S y T , se de�ne la unión de los onjuntos S
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y T y se denota por S ∪ T al siguiente onjunto:

S ∪ T = {x / x ∈ S ó x ∈ T}

Ejemplo:
S = {1, 5, 2, 6}, T = {3, 8, 5, 9} ⇒ S ∪ T = {1, 5, 2, 6, 3, 8, 9}
Unión de varios onjuntos: S ∪ T ∪ V... = {x / x ∈ S ó x ∈ T ó x ∈ V...}

Interseión de onjuntos: Dados dos onjuntos S y T , se de�ne la interseión de los

onjuntos S y T y se denota por S ∩ T al siguiente onjunto:

S ∩ T = {x / x ∈ S y x ∈ T}

Si S ∩ T = , entones se die que S y T son onjuntos disjuntos.

Ejemplo:
S = {1, 5, 2, 6}, T = {3, 8, 5, 9} ⇒ S ∩ T = {5}

Interseión de varios onjuntos: S ∩ T ∩ V... = {x / x ∈ S y x ∈ T y x ∈ V...}

Diferenia de onjuntos: Dados dos onjuntos S y T tales que S ⊂ T , se de�ne la

diferenia de los onjuntos S y T y se denota por T − S al siguiente onjunto:

T − S = {x / x ∈ T y x /∈ S}

Ejemplo:
S = {5}, T = {3, 8, 5, 9} ⇒ T − S = {3, 8, 9}
Como S ⊂ T ⇒ S ∪ T = T y S ∩ T = S

Ejeriio: Si S ⊂ T , demostrar que T − (T − S) = S

(a) T − (T − S) ⊂ S :

si x ∈ T − (T − S) ⇒ x ∈ T y x /∈ T − S ⇒ x ∈ T y x ∈ S ⇒ x ∈ S ⇒ T − (T − S) ⊂ S

(b) S ⊂ T − (T − S) :

si x ∈ S ⇒ x ∈ T ⇒ x ∈ T y x /∈ T − S ⇒ x ∈ T − (T − S) ⇒ S ⊂ T − (T − S)
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1.2. Produtos artesianos

Un produto artesiano es un par ordenado. Por lo tanto, dados dos onjuntos S y T ,
de�nimos el produto artesiano de S y T y denotamos por S × T al onjunto de�nido de la

siguiente manera:

S × T = {x / x = (s, t), s ∈ S, t ∈ T}
En general, S × T 6= T × S
Además, se denota S2 = S × S
Si S = ⇒ S × T = T

Ejeriios:

1. Dados S = {1, 7, 5, 3} y T = {2, 4, 5, 6}, alular:

S × T

T × S

¾T × S = S × T ?

¾(S × T )× S = S × (T × S)?

2. Demostrar que: S × T = T × S ⇐⇒ S = T ó S = ó T =

3. Demostrar que: S × T = S × U ⇐⇒ T = U

1.3. Relaiones de equivalenia

Una relaión de equivalenia es un subonjunto de un produto artesiano on una

serie de propiedades. Por lo tanto, sea X 6= y R ⊂ X2 ⇒ R es una relaión de equivalenia

en X si umple las siguientes propiedades:

Propiedad re�exiva: (x, x) ∈ R, ∀x ∈ X

Propiedad simétria: (x, y) ∈ R ⇒ (y, x) ∈ R

Propiedad transitiva: (x, y) ∈ R, (y, z) ∈ R ⇒ (x, z) ∈ R
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Notaión: (x, y) ∈ R también se esribe xRy

Ejemplos:

1. X = {1, 2, 3} ⇒ R = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (1, 2), (2, 1)} es relaión de equivalenia en X

2. R = {p / p = (x, y) ∈ Z+ × Z+
y x < y} no es una relaión de equivalenia ya que no

umple la propiedad re�exiva.

Ejeriio:

Sea R = {p / p = (x, y) ∈ Z2, x− y divisible por 3}, demostrar que R es una relaión de

equivalenia.

i. xRx ya que x− x = 0 es divisible por 3

ii. xRy ⇒ yRx ya que si x− y es divisible por 3 ⇒ y − x también es divisible por 3

iii. xRy, yRz ⇒ xz ya que si x− y e y − z son divisibles por 3, su suma también lo será,

por lo tanto x− z = (x− y) + (y − z) es divisible por 3

Por lo tanto R es una relaión de equivalenia.

Partiión de un onjunto: La partiión de un onjunto X es una desomposiión del

onjunto X en subonjuntos disjuntos tales que ada uno de los elementos de X pertenee a

alguno de los subonjuntos.

Ejemplo:
Sea X = {1, 2, 3, 4, 5}
({1}, {3, 5}, {2, 4}) sí es una partiión de X
({1, 2}, {2, 3, 4}, {5}) no es una partiión de X ya que el 2 aparee en dos subonjuntos

({1, 3}, {4, 5}) tampoo es una partiión de X ya que el elemento 2 no aparee en ninguno

de los subonjuntos

R-lase de equivalenia: Una R-lase de equivalenia de un onjunto X es un onjunto

de todos los elementos y ∈ X tales que están relaionados on otro elemento x ∈ X mediante

una relaión de equivalenia R. En este aso esta R-lase de equivalenia se denotaría por:

xR = {y / y ∈ X, (x, y) ∈ R}
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Las R-lases de equivalenia de un onjunto X forman una partiión de diho onjunto

obtenida a partir de una relaión de equivalenia R

Ejemplo:
Sea X = {1, 2, 3} y R = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (1, 2), (2, 1)}, entones 1R = {1, 2},

2R = {1, 2}, 3R = {3}, por lo tanto tenemos la partiión formada por (1R, 3R), ya que

1R = 2R

Observaiones:

1. Las R-lases de equivalenia de un onjunto o bien son disjuntas o bien son iguales

2. Podemos onstruir una partiión on las R-lases de equivalenia

Teorema: Sea un onjunto X 6= y R una relaión de equivalenia en X , entones

i. si xR ∩ x′R 6= ⇒ xR = x′R, o sea, las R-lases de equivalenia son disjuntas dos a

dos

ii. x ∈ xR, ∀x ∈ X, o sea, ada elemento está en al menos una R-lase de equivalenia

Por lo tanto, las R-lases de equivalenia forman una partiión.

Demostraión:

i. Supongamos que xR∩x′R 6= ⇒ ∃y ∈ xR / y ∈ x′R ⇒ (x, y) ∈ R y (x′, y) ∈ R ⇒(por

la prop. transitiva) (x, x′) ∈ R
Por otro lado, ∀z / z ∈ x′R ⇒ (x′, z) ∈ R y omo (x, x′) ∈ R ⇒ (x, z) ∈ R ⇒ z ∈
xR ⇒ x′R ⊂ xR
Igual se demuestra que xR ⊂ x′R, por lo tanto, xR = x′R

ii. Deir que x ∈ xR es lo mismo que deir que (x, x) ∈ R y esto se umple siempre por

la propiedad re�exiva

Conjunto oiente: Se denomina onjunto oiente X/R al onjunto de las R-lases de

equivalenia en un onjunto X según la relaión de equivalenia R.

Ejemplo:
Sean el onjuntoX = {1, 2, 3} y la relaión de equivaleniaR = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (1, 2), (2, 1)},

el onjunto oiente viene dado por X/R = {{1, 2}, {3}} = {1R, 3R} ya que 1R = 2R
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Ejeriios:

1. Demostrar que R = {(0, 0), (1, 1), (2, 2), (3, 3), (0, 2), (1, 3), (2, 0), (3, 1)} es una relaión

de equivalenia de X = {0, 1, 2, 3}

2. Enontrar las R-lases de equivalenia del onjunto X del ejeriio anterior según la

relaión de equivalenia R desrita

3. De�nir el onjunto X/R del ejeriio anterior

4. Sea A = {p / p = (x, y) ∈ Z2
tal que (x − y) es divisible por 3}. Probar que A es

una relaión de equivalenia en Z y enontrar las A-lases de equivalenia. El onjunto

oiente de�nido por esta relaión de equivalenia se denotará por Z3, ¾ual es diho

onjunto oiente?

5. Demostar que R = S×S es una relaión de equivalenia en S. ¾Cuáles son las R-lases

de equivalenia?

1.4. Apliaiones

Correspondenia: Una orrespondenia entre dos onjuntos A y B es una regla que

asoia elementos de A on elementos de B.

Una orrespondenia entre A y B puede de�nirse omo ualquier subonjunto de A×B

Apliaión: Una apliaión entre dos onjuntos A y B no vaíos es una orrespondenia

tal que a ada elemento de A se le asoia un elemento de B y sólo uno.

α : A −→ B
a −→ b

Al onjunto A se le denomina dominio y al onjunto B se le denomina odominio. El

elemento b tal que b = α(a) se le denomina imagen de a y al elemento a se le denomina

ontraimagen de b.

El subonjunto de elementos del odominio que son imagen de algún elemento del do-

minio es el reorrido de la apliaión, esto es, el reorrido es el siguiente onjunto: α(A) =
{α(a) / a ∈ A}

Un subonjunto α de A×B es una apliaión de A en B si y sólo si
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i. ∀a ∈ A ⇒ ∃ b ∈ B / (a, b) ∈ α

ii. (a, b) ∈ α y (a, b′) ∈ α ⇒ b = b′

Ejemplos:

1. Sean A = {1, 2, 3} y B = {a, b, c, d}

Sí es apliaión No, todos los No, la imagen Sí

elementos del debe ser únia

dominio deben

tener imagen

2. A = {(x, y) / x ∈ R, y ∈ (−π, π], y = arcsin(x)}

Igualdad de apliaiones: Sean α : A −→ B y β : S −→ T dos apliaiones, se die

que α y β son iguales, α = β, si y sólo si S = A, T = B y ∀a ∈ A ⇒ α(a) = β(a)

Tipos de apliaiones:

Sobreyetiva o suprayetiva: Todo elemento del odominio tiene al menos una on-

traimagen, por lo tanto, dada la apliaión α : A −→ B, tendremos que ∀b ∈ B ∃a ∈
A / α(a) = b

Inyetiva: A elementos diferentes del domino le orresponden imagenes diferentes, por lo

tanto, dada la apliaión α : A −→ B, tendremos que ∀a, b ∈ A / α(a) = α(b) ⇒ a = b

Biyetiva: Es inyetiva y suprayetiva a la vez.

Ejemplos:

1. S = R, T = [0, 1]

α : S −→ T
s −→ sin2(s)

Es una apliaión suprayetiva, pero no es inyetiva ya que si sin2(s) = sin2(t) ; s = t
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2. S = R, T = [0, 2]

α : S −→ T
s −→ sin2(s)

Es una apliaión que no es ni inyetiva ni suprayetiva

3. S = R2, T = R2

α : S −→ T
(x, y) −→ (x2 − y2, 2xy)

Es una apliaión que es suprayetiva, ya que un sistema de euaiones de la forma

x2 − y2 = a
2xy = b

}
tiene soluión para ualquier par de valores a y b reales.

Sin embargo la apliaión no es inyetiva, dado que si

x2 − y2 = x′2 − y′2

2xy = 2x′y′

}
;

x = x′

y = y′

}

Restriión de una apliaión:

Sea una apliaión α : S −→ T y sea S ′ ⊂ S, de�nimos α restringida a S ′
, y denotamos

por α|S′ : S ′ −→ T , a la apliaión que umple que α|S′ : s −→ α(s) ∀s ∈ S ′

Composiión de apliaiones:

Sean dos apliaiones α : S −→ T y β : T −→ V , la omposiión de α y β es la apliaión

β ◦ α : S −→ V
s −→ β(α(s))

Ejemplo:
S = {1, 2, 3}, T = {a, b, c}, V = {A,B,C}
α(1) = b, β(a) = A
α(2) = a, β(b) = B
α(3) = c, β(c) = C





(β ◦ α)(1) = B
(β ◦ α)(2) = A
(β ◦ α)(3) = C
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½Atenión! α ◦ β 6= β ◦ α, dado que no oiniden ni dominios ni odominios, de heho no

podemos alular α ◦ β dado que el odominio de β no oinide on el dominio de α

Operaiones binarias:

Sea un onjunto S 6= , una operaión binaria es una apliaión de S×S en S y esribiremos

· : S × S −→ S
(x, y) −→ x · y

Ejemplo:
En Z+

:

(i, j) −→ i2 sí es una operaión binaria

(i, j) −→ i− j no es una operaión binaria, ya que, por ejemplo, 2− 3 = −1 /∈ Z+

(i, j) −→ i/j no es una operaión binaria, ya que, por ejemplo, 2/3 /∈ Z+

Propiedades de las operaiones binarias: una operaión binaria de�nida en un onjunto

S puede tener las siguientes propiedades:

Asoiativa: (a · b) · c = a · (b · c)

Conmutativa: a · b = b · a

Elemento neutro por la izquierda: ∃e ∈ S / e · a = a ∀a ∈ S

Elemento neutro por la dereha: ∃e ∈ S / a · e = a ∀a ∈ S

Si existe elemento neutro por la dereha y por la izquierda y ambos son iguales podemos

tener:

Elemento inverso por la izquierda: ∀a ∈ S ∃b ∈ S / b · a = e

Elemento inverso por la dereha: ∀a ∈ S ∃b ∈ S / a · b = e

Si el elemento inverso por la izquierda y por la dereha es el mismo, se denomina inverso

de a y se simboliza por a−1

Teorema: Si una operaión es asoiativa y el inverso por la dereha es igual al inverso por

la izquierda, entones el inverso es únio.

Demostraión:
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Sean b y c inversos de a, tendremos que c = c · e = c · (a · b) = (c · a) · b = e · b = b

Tabla de multipliar: La mejor manera de representar una operaión binaria es mediante

una tabla de multipliar

Ejemplo:
Sea S = {1, 2, 3}, de�nimos la operaión

1 · 1 = 2, 1 · 2 = 1, 1 · 3 = 3
2 · 1 = 1, 2 · 2 = 2, 2 · 3 = 1
3 · 1 = 1, 3 · 2 = 3, 3 · 3 = 2
Podemos representar diha operaión de la siguiente forma:

2oelemento

1erelemento

· 1 2 3

1 2 1 3
2 1 2 1
3 1 3 2



Capítulo 2

Grupos

2.1. Estrutura de grupo

Ejemplo: Rotaiones de un uadrado:

r1:

1 2
4 3 −−−−−−−→

giro de 90◦
2 3
1 4 −−−−−−−→

giro de 90◦
3 4
2 1 −−−−−−−→

giro de 90◦
4 1
3 2 −−−−−−−→

giro de 90◦
1 2
4 3

r2:

1 2
4 3 −−−−−−−−→

giro de 180◦
3 4
2 1 −−−−−−−−→

giro de 180◦
1 2
4 3

r3:

1 2
4 3 −−−−−−−−→

giro de 270◦
4 1
3 2 −−−−−−−−→

giro de 270◦
3 4
2 1 −−−−−−−−→

giro de 270◦
2 3
1 4 −−−−−−−−→

giro de 270◦
1 2
4 3

· I r1 r2 r3

I I r1 r2 r3

r1 r1 r2 r3 I

r2 r2 r3 I r1

r3 r3 I r1 r2

15
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2.1.1. De�niión de grupo

Un grupo es un onjunto G 6= en que está de�nida una operaión binaria, ◦ : G×G −→ G,

on las siguientes propiedades:

i. Cerrada o uniforme: ∀a, b ∈ G ⇒ a ◦ b ∈ G

ii. Asoiativa: ∀a, b, c ∈ G ⇒ (a ◦ b) ◦ c = a ◦ (b ◦ c)

iii. Elemento neutro: ∃e ∈ G / ∀a ∈ G, a ◦ e = e ◦ a = a

iv. Elemento inverso: ∀a ∈ G, ∃a−1 ∈ G / a ◦ a−1 = a−1 ◦ a = e

Ejemplo:
S 3 de�nido omo el grupo de permutaiones de tres objetos {1, 2, 3}:
e =

{
1 2 3
1 2 3

}
, σ+ =

{
1 2 3
3 1 2

}
, σ− =

{
1 2 3
2 3 1

}
,

τ1 =

{
1 2 3
1 3 2

}
, τ2 =

{
1 2 3
3 2 1

}
, τ3 =

{
1 2 3
2 1 3

}

La tabla de multipliar de diho onjunto on la operaión permutaión es:

◦ e σ+ σ− τ1 τ2 τ3

e e σ+ σ− τ1 τ2 τ3
σ+ σ+ σ− e τ2 τ3 τ1
σ− σ− e σ+ τ3 τ1 τ2
τ1 τ1 τ3 τ2 e σ− σ+

τ2 τ2 τ1 τ3 σ+ e σ−

τ3 τ3 τ2 τ1 σ− σ+ e

Vamos a omprobar que umple las propiedades de grupo:

i. El produto de dos permutaiones es otra permutaión (operaión errada)

ii. Cumple la propiedad asoiativa

iii. Existe el elemento neutro, que es e

iv. Para todas las permutaiones existe otra permutaión de modo que al operar ambas

nos da el elemento neutro, por ejemplo,

σ−1
+ = σ−, τ

−1
1 = τ1

Observaiones: la operaión de�nida no es onmutativa
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Ejemplos:
Vamos a ver más ejemplos interesantes:

Dado el onjunto X 6= , tomamos el onjunto Biy(X) = {α / α es biyeión de X en

X}
Podemos formar un grupo on el onjunto Biy(X) y la operaión omposiión de apli-

aiones: (Biy(X), ◦)

i. Operaión interna:

f, g ∈ Biy(X) ⇒ f ◦ g ∈ Biy(X) (visto en ejeriio 8 del tema 1)

ii. Propiedad asoiativa:

f, g, h ∈ Biy(X) ⇒ (f ◦g)◦h = f ◦(g ◦h), ya que ((f ◦g)◦h)(x) = (f ◦g)(h(x)) =
f(g(h(x))) = f((g ◦ h)(x)) = (f ◦ (g ◦ h))(x)

iii. Elemento neutro:

Sea la apliaión i : X −→ X tal que ∀x ∈ X, i(x) = x, por lo tanto

(i ◦ f)(x) = i(f(x)) = f(x)
(f ◦ i)(x) = f(i(x)) = f(x)

}
⇒ i es el elemento neutro

iv. Elemento inverso:

Si f : X −→ X, de�nimos f−1 : X −→ X , de modo que si f(x) = y ⇒ f .−1(y) =
x. Tendremos que f−1

es una apliaión biyetiva dado que f también lo es.

(f−1 ◦ f)(x) = f−1(f(x)) = f−1(y) = x = i(x)
(f ◦ f−1)(y) = f(f−1(y)) = f(x) = y = i(y)

}
⇒ f−1

es el elemento inverso

de f

De�nimos el onjunto de las matries de orden n on determinante distinto de 0, on

la operaión produto de matries: GLn(R) = (Mn×n(R), ·)

i. Operaión interna: el produto de dos matries de orden n on determinante dis-

tinto de 0 es otra matriz de orden n on determinante distinto de 0

ii. Propiedad asoiativa: el produto de matries es asoiativo

iii. Elemento neutro: la matriz identidad de orden n es una matriz on determinante

no nulo que es el elemento neutro del produto

iv. Elemento inverso: para todas las matries de orden n on determinante no nulo

existe otra matriz de orden n on determinante no nulo, donde el produto de

ambas es la matriz identidad.

Otros ejemplos de grupos son (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+), (Q−{0}, ·), (R−{0}, ·), (Q+, ·),
(R+, ·), (C− {0}, ·), ...
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2.1.2. Propiedades

1. El elemento neutro es únio.

Demostraión:

Sean e y e′ elementos neutros ⇒ e =(omo e′ es elemento neutro)= e ◦ e′ =(omo e es

elemento neutro)= e′

2. El inverso de un elemento es únio: ∀a ∈ G =⇒ a−1
es únio

Demostraión:

Sean b y c inversos de a ⇒ b = b ◦ e =(omo c es el inverso de a)= b ◦ (a ◦ c) =
(b ◦ a) ◦ c =(omo b es el inverso de a)= c

3. Se puede simpli�ar: ∀a, b, c ∈ G ⇒
{

i. si a ◦ b = a ◦ c ⇒ b = c
ii. si a ◦ b = c ◦ b ⇒ a = c

Demostraión:

Sea a ◦ b = a ◦ c ⇒ a−1 ◦ (a ◦ b) = a−1 ◦ (a ◦ c) ⇒ (a−1 ◦ a) ◦ b = (a−1 ◦ a) ◦ c ⇒ b = c

4. Asoiatividad generalizada: los produtos que se obtienen al variar las formas de agrupar

n elementos onservando el orden son iguales.

Demostraión:

Se puede demostrar por induión partiendo de la asoiatividad de tres elementos.

5. El inverso de un produto es el produto de los inversos permutando el orden: (a1 ◦ · · ·◦
an)

−1 = a−1
n ◦ · · · ◦ a−1

1

Demostraión:

Sea (a1 ◦ a2)−1 = a−1
3 ⇒ (a1 ◦ a2)−1 ◦ a3 = e ⇒ (a1 ◦ a2)−1 ◦ (a1 ◦ a2) = e ⇒ (a1 ◦ a2)−1 ◦

a1 ◦ (a2 ◦ a−1
2 ) = a−1

2 ⇒ (a1 ◦ a2)−1 ◦ a1 = a−1
2 ⇒

(a1 ◦ a2)−1 ◦ (a1 ◦ a−1
1 ) = a−1

2 ◦ a−1
1 ⇒ (a1 ◦ a2)−1 = a−1

2 ◦ a−1
1

Por induión se puede extender la demostraión a la inversa del produto de n ele-

mentos.
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2.1.3. Grupo abeliano (o onmutativo)

Un grupo G es abeliano si ∀a, b ∈ G ⇒ a ◦ b = b ◦ a

Ejemplo: (Z,+), (R,+), (R− {0}, ·), ...

Proposiión:

1. Si ∀x ∈ G, x2 = e ⇒ G es abeliano

2. Si ∀a, b ∈ G, (a ◦ b)2 = a2 ◦ b2 ⇒ G es abeliano

Demostraión:

1. (Es el problema 5 de la hoja de ejeriios)

∀x ∈ G, x2 = e ⇒ x−1 ◦ x2 = x−1 ⇒(por la propiedad asoiativa)⇒ x = x−1

Tomemos a, b ∈ G ⇒ a = a−1, b = b−1 ⇒ sea a ◦ b = c ⇒ a−1 ◦ b−1 = c ⇒(por las

propiedades del inverso de un produto)⇒ (b◦a)−1 = c ⇒ (b◦a) = c ⇒ b◦a = a◦b ⇒ G
es abeliano

2. Sea (a◦b)2 = a2 ◦b2 ⇒ (a◦b)◦ (a◦b) = (a◦a)◦ (b◦b) ⇒(por la propiedad asoiativa)⇒
((a ◦ b) ◦ a) ◦ b = ((a ◦ a) ◦ b) ◦ b ⇒(por las propiedades de simpli�aión)⇒ (a ◦ b) ◦ a =
(a◦a)◦ b ⇒(por la propiedad asoiativa)⇒ a◦ (b◦a) = a◦ (a◦ b) ⇒(por las propiedades

de simpli�aión)⇒ b ◦ a = a ◦ b ⇒ G es abeliano

2.1.4. Orden de un grupo

El orden de un grupo es el ardinal de ese grupo, O(G) = card(G)

2.2. Subgrupo

2.2.1. De�niión de subgrupo

Un subgrupo de un grupo (G, ◦) es un subonjunto H 6= de G tal que bajo la misma

operaión ◦ que G, (H, ◦) es un grupo.

Observaiones:

1. G y H tienen el mismo elemento neutro (dado que el elemento neutro es únio)
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2. Si a ∈ H ⇒ a−1
G ∈ H , o sea, si un elemento pertenee a H , su inverso también pertenee

a H (el elemento inverso es únio)

3. {e} y G on la operaión ◦ son subgrupos de (G, ◦), a estos subgrupos se les denomina

impropios (los demás son los subgrupos propios)

Ejemplos:

En el grupo de las permutaiones de tres elementos el subonjunto H = {e, σ+, σ−} es

un subgrupo (on la operaión omposiión de permutaiones). Ver tabla de multipliar

de la página 2 de este tema.

(Z,+) es un subgrupo de (Q,+)

Los enteros pares son un subgrupo de (Z,+). Sin embargo, los enteros impares no

forman un subgrupo.

Proposiión: Sea H 6= un subonjunto de G, H es subgrupo de G si y sólo si ∀x, y ∈
H ⇒ x ◦ y−1 ∈ H

Demostraión:

⇒
H ⊂ G y H subgrupo de G ⇒ ∀y ∈ H, ∃ z = y−1 ∈ H

Si x ∈ H ⇒ ∀z ∈ H, x ◦ z ∈ H ⇒ x ◦ y−1 ∈ H

⇐
H ⊂ G y x ◦ y−1 ∈ H, ∀x, y ∈ H

i. Si x = y ⇒ x−1 = y−1 ⇒ x ◦ y−1 = x ◦ x−1 ∈ H ⇒ e ∈ H : tiene elemento neutro

ii. Si y ∈ H ⇒ y−1 ∈ H ya que e ∈ H ⇒(omo ∀x, y ∈ H, x◦y−1 ∈ H)⇒ e◦y−1 ∈ H :

tiene elemento inverso

iii. x ◦ y ∈ H ya que y−1 ∈ H ⇒ (y−1)−1 ∈ H ⇒ x ◦ (y−1)−1 ∈ H ⇒ x ◦ y ∈ H :

operaión interna

iv. (x ◦ y) ◦ z = x ◦ (y ◦ z), ∀x, y, z ∈ H ya que x, y, z ∈ G y G es un grupo on la

propiedad asoiativa
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Proposiión: Dado un grupo G, la interseión de dos subgrupos de G, H1 y H2, es un

subgrupo de G.

Demostraión:

H = H1 ∩H2 6= ya que e ∈ H1 y e ∈ H2

∀x, y ∈ H ⇒ x ∈ H1, y ∈ H1, x ∈ H2, y ∈ H2 ⇒ x ◦ y−1 ∈ H1, x ◦ y−1 ∈ H2 ⇒ x ◦ y−1 ∈
H1 ∩H2 = H , por lo tanto, por la proposiión anterior, H es un subgrupo.

2.2.2. Subgrupo generado por un subonjunto S de G

Sea S ⊂ G, on S 6= , de�nimos 〈S〉 = {sm1

1 ◦· · ·◦smn
n / n ∈ N, si ∈ S,mi ∈ Z, 1 ≤ i ≤ n},

donde n es ualquier número no �jo y los exponentes pueden ser negativos. El onjunto 〈S〉
formado de esta forma es subgrupo de G y se denomina subgrupo generado por S

Demostraión:

〈S〉 6= ya que ∀s ∈ S, s = s1 ∈ 〈S〉, además S ⊂ 〈S〉
Si x, y ∈ 〈S〉 , on x = sm1

1 ◦ · · · ◦ smn
n siendo s1, ..., sn ∈ S y m1, ..., mn ∈ Z, y on

y = tl11 ◦ · · · ◦ tlii siendo t1, ..., ti ∈ S y l1, ..., li ∈ Z.

Como y−1 = t−li
i ◦ · · · ◦ t−l1

1 , tendremos que x ◦ y−1 = sm1

1 ◦ · · · ◦ smn
n ◦ t−li

i ◦ · · · ◦ t−l1
1 ∈ 〈S〉,

dado que es un produto de elementos de S elevados a potenias enteras, por lo tanto 〈S〉 es
un subgrupo.

Ejemplo:
Tomemos el subonjunto S = {σ+, σ−} del grupo S3 de permutaiones de tres elementos.

En este aso, el subgrupo generado es 〈S〉 = {e, σ+, σ−}

2.2.3. Subgrupo generado por un elemento a de G

Sea S = {a} ⊂ G, denotaremos 〈a〉 y lo llamaremos subgrupo generado por el elemento a
al subgrupo 〈a〉 = {ak / k ∈ Z}

El subgrupo generado por un elemento es un aso partiular del subgrupo generado por

un onjunto.

Ejemplo:
Tomemos el elemento τ2 del grupo S3. El subgrupo generado será 〈τ2〉 = {e, τ2}
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2.2.4. Sistema generador de G

Sea S ⊂ G on S 6= , diremos que S es un sistema generador deG si se umple que 〈S〉 = G

Ejemplo:
El subonjunto S = {τ1, τ2, τ3} del grupo de permutaiones de tres elementos es un sistema

generador de S3 dado que

〈S〉 = G

2.2.5. Grupo �nitamente generado

Si un grupo G tiene un sistema �nito de generadores se die que G es un grupo �nitamente

generado.

Ejemplo:
El grupo (Z,+) es un grupo �nitamente generado, aunque sea un grupo on in�nitos

elementos, dado que todos se pueden generar a partir de 1.

2.2.6. Grupo ílio

Un grupo G se die que es un grupo ílio si existe al menos un elemento x ∈ G tal que

el subgrupo generado por x sea G, o sea, 〈x〉 = G

Ejemplo:
En el grupo de rotaiones de un uadrado que vimos al prinipio del temaG = {I, r1, r2, r3},

la rotaión de 90o, denominada r1, genera el resto de elementos de G, dado que I = r1 ◦ r1 ◦
r1 ◦ r1 = r41 = r1 ◦ r−1

1 , r2 = r1 ◦ r1 = r21, r3 = r1 ◦ r1 ◦ r1 = r31, por lo tanto diho grupo es un

grupo ílio.

2.2.7. Centralizador de H en G

Sea H subgrupo de G, llamamos entralizador de H en G al onjunto CG(H) = {x ∈
G / a ◦ x = x ◦ a ∀a ∈ H}. Por lo tanto, el entralizador de un subgrupo es el onjunto de

elementos del grupo que onmuntan on todos los elementos del subgrupo.

Propiedad: El entralizador CG(H) de H en G es un subgrupo de G.

Demostraión:
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El onjunto CG(H) 6= , dado que e ∈ CG(H), porque el elemento neutro onmuta on

todos los elementos.

Si x, y ∈ CG(H) ⇒ ∀a ∈ H, a ◦ x = x ◦ a y a ◦ y = y ◦ a, omo a−1 ∈ H dado que H es

un subgrupo, tendremos que a−1 ◦ y = y ◦ a−1
.

Por otro lado, a◦(x◦y−1) =(por la propiedad asoiativa de los grupos)= (a◦x)◦y−1 =(omo

x ∈ CG(H) onmuta on a)= (x ◦ a) ◦ y−1 =(por la propiedad asoiativa de los grupos)=
x◦ (a◦y−1) =(utilizando las propiedades del inverso de un produto)= x◦ (y ◦a−1)−1 =(omo

y ∈ CG(H) onmuta on a−1
)= x◦ (a−1 ◦ y)−1 =(utilizando las propiedades del inverso de un

produto)= x ◦ (y−1 ◦ a) =(por la propiedad asoiativa de los grupos)= (x ◦ y−1) ◦ a
Como x ◦ y−1

onmuta on ualquier elemento de H , tendremos que x ◦ y−1 ∈ CG(H),
por lo tanto CG(H) es un subgrupo.

Ejemplo:
Dado el subgrupo H = {e, σ+, σ−} del grupo de permutaiones de tres elementos S3,

tendremos que CG(H) = H

2.2.8. Centro de G

Se de�ne entro de G omo el entralizador de G en G, por lo tanto Z(G) = CG(G).
El entro de G es un subgrupo.

Ejemplo:
Dado el grupo de las permutaiones de tres elementos S3, el entro de diho grupo será

Z(G) = {e}

2.2.9. Conjugado de S

Sea S ⊂ G on S 6= y sea a ∈ G, se llama onjugado de S por a al onjunto

Sa = {a−1 ◦ x ◦ a / x ∈ S}

Ejemplos:

Dado el grupo de las permutaiones de tres elementos S3 y dado el subonjunto S =
{τ1, τ2} tendremos que Sτ2 = {τ3, τ2}, ya que τ−1

2 = τ2, por lo tanto (τ−1
2 ◦ τ1) ◦ τ2 =

(τ2 ◦ τ1) ◦ τ2 = σ+ ◦ τ2 = τ3 y (τ−1
2 ◦ τ2) ◦ τ2 = e ◦ τ2 = τ2

Dado el grupo de las permutaiones de tres elementos S3 y dado el subonjunto S =
{τ1, τ2} tendremos que Sσ+

= {τ2, τ3}, ya que σ−1
+ = σ−, por lo tanto (σ−1

+ ◦ τ1) ◦ σ+ =
(σ− ◦ τ1) ◦ σ+ = τ3 ◦ σ+ = τ2 y (σ−1

+ ◦ τ2) ◦ σ+ = (σ− ◦ τ2) ◦ σ+ = τ1 ◦ σ+ = τ3
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Propiedades del onjugado de S:

1. La apliaión
α : S −→ Sa

x −→ a−1 ◦ x ◦ a
es biyetiva

2. (Sa)b = Sa◦b, ∀a, b ∈ G, dado que (Sa)b = {b−1 ◦ (a−1 ◦ x ◦ a) ◦ b / x ∈ S} =
{(a ◦ b)−1 ◦ x ◦ (a ◦ b) / x ∈ S} = Sa◦b

3. S = Se, dado que Se = {e−1 ◦ x ◦ e / x ∈ S} = {x / x ∈ S} = S

4. Si S ⊂ G ⇒ Sa ⊂ G

5. Si S ⊂ T ⇒ Sa ⊂ Ta

2.2.10. Normalizador de S en G

Sea S ⊂ G on S 6= , se llama normalizador de S en G a NG(S) = {a ∈ G / Sa = S}.
Por lo tanto, es el onjunto formado por aquellos elementos del grupo uyo onjugado de S
por diho elemento es el propio S.

Ejemplo:
En el grupo de las permutaiones de tres elementos S3, el normalizador del subonjunto

S = {τ1, τ2} en G es el onjunto NS3
(S) = {e, τ3}, dado que Se = S, ya que (e−1 ◦ τ1)◦e = τ1

y (e−1◦τ2)◦e = τ2, y por otro lado Sτ3 = S ya que (τ−1
3 ◦τ1)◦τ3 = (τ3◦τ1)◦τ3 = σ− ◦τ3 = τ2

y (τ−1
3 ◦ τ2) ◦ τ3 = (τ3 ◦ τ2) ◦ τ3 = σ+ ◦ τ3 = τ1

Propiedad: El normalizador NG(S) de S en G es un subgrupo de G.

Demostraión:

Tenemos que NG(S) 6= dado que e ∈ NG(S) ya que siempre se umplirá que Se = S

Si a, b ∈ NG(S) ⇒ Sa = Sb = S

Como Sa◦b−1 = (Sa)b−1 = Sb−1
dado que Sa = S y omo S = Se = (Sb)b−1 = Sb−1

tendremos que S = Sa◦b−1
, por lo tanto a ◦ b−1 ∈ NG(S), por lo que NG(S) es un subgrupo.
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2.3. Clases laterales y Relaiones de equivalenia

2.3.1. De�niión de lase lateral

Sea H un subgrupo del grupo G y sea a un elemento de G, se llama lase lateral (o oset)

por la izquierda de H al onjunto aH = {x ∈ G / x = a ◦ h, ∀h ∈ H}
Análogamente de�nimos lase lateral por la dereha al onjunto Ha = {x ∈ G / x =

h ◦ a, ∀h ∈ H}

Ejemplos:

1. Dado el grupo de las permutaiones de tres elementos S3 y dado el subgrupo H =
{e, σ+, σ−}, las lases laterales por la izquierda y por la dereha de diho subgrupo son:

eH = H, He = H
σ−H = H, Hσ− = H
σ+H = H, Hσ+ = H
τ1H = {τ1, τ2, τ3}, Hτ1 = {τ1, τ2, τ3}
τ2H = {τ1, τ2, τ3}, Hτ2 = {τ1, τ2, τ3}
τ3H = {τ1, τ2, τ3}, Hτ3 = {τ1, τ2, τ3}

2. Dado el grupo de las permutaiones de tres elementos S3 y dado el subgrupo H =
{e, τ1}, las lases laterales por la izquierda y por la dereha de diho subgrupo son:

eH = H, He = H
σ−H = {σ−, τ3}, Hσ− = {σ−, τ2}
σ+H = {σ+, τ2}, Hσ+ = {σ+, τ3}
τ1H = H, Hτ1 = H
τ2H = {σ+, τ2}, Hτ2 = {σ−, τ2}
τ3H = {σ−, τ3}, Hτ3 = {σ+, τ3}

Observaiones:

1. La lase lateral por la izquierda aH no tiene por qué oinidir on la lase lateral por

la dereha Ha (ejemplo 2).

2. La igualdad de lases no se re�ere a los produtos individuales sino a onjuntos om-

pletos (en el ejemplo 2 eH = τ1H)

3. Las lases o son disjuntas o son iguales y todo elemento del grupo está en alguna de

las lases, por lo tanto las lases laterales proporionan una partiión de G.
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4. El elemento que de�ne la lase está en la lase.

½Importante!: Repasad las lases de equivalenia y las relaiones de equivalenia.

2.3.2. Relaión de equivalenia

Sea H un subgrupo de G, de�nimos el onjunto RH = {(x, y) ∈ G × G / x−1 ◦ y ∈ H},
diho onjunto es una relaión de equivalenia.

Demostraión:

1. Propiedad re�exiva:

(x, x) ∈ RH , ∀x ∈ G ya que x−1 ◦ x = e ∈ H dado que H es un subgrupo

2. Propiedad simétria:

(x, y) ∈ RH ⇒ x−1 ◦ y ∈ H ⇒(omo H es subgrupo)⇒ (x−1 ◦ y)−1 ∈ H ⇒ y−1 ◦ x ∈
H ⇒ (y, x) ∈ RH

3. Propiedad transitiva:

(x, y) ∈ RH , (y, z) ∈ RH ⇒ x−1 ◦ y ∈ H, y−1 ◦ z ∈ H ⇒(omo H es subgrupo)⇒
(x−1 ◦ y) ◦ (y−1 ◦ z) = x−1 ◦ z ∈ H ⇒ (x, z) ∈ RH

Si esribimos xRy uando (x, y) ∈ RH , las lases de equivalenia xH son las lases de H
por la izquierda.

Teorema: Sea H un subgrupo de un grupo G, las lases por la dereha (por la izquierda)

en G forman una partiión de G (oleión de subonjuntos disjuntos de G uya unión es G).

Demostraión:

1. Cada elemento de G aparee en al menos una lase por la dereha (por la izquierda),

ya que si g ∈ G ⇒ g ∈ Hg ya que e ∈ H

2. Sean Ha y Hb dos lases de H en G, supongamos que Ha ∩ Hb 6= ⇒ ∃x ∈ G / x =
h ◦ a, x = h′ ◦ b on h, h′ ∈ H ⇒ h ◦ a = h′ ◦ b ⇒ a = h−1 ◦h′ ◦ b, omo h−1 ◦h′ ∈ H por

ser subgrupo ⇒ a = h′′ ◦ b ⇒ a ∈ Hb ⇒ Ha ⊂ Hb. De la misma forma se demuestra

que Hb ⊂ Ha, por lo tanto Ha = Hb

Como todo elemento de G está en alguna lase y las lases o son iguales o son disjuntas

formarán una partiión de G.
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2.4. Teorema de Lagrange

El orden de un subgrupo de un grupo �nito G es divisor del orden de G.

Demostraión:

Sean Hg1, ..., Hgn las lases por la dereha de H en G que sean disjuntas (que formen

una partiión), en este aso tendremos que O(G) = card(Hg1) + ... + card(Hgn), además

card(Hgk) = card(H) ∀k, ya que si de�nimos la apliaión
Og : H −→ Hg

a −→ ag
, diha apli-

aión es biyetiva, ya que es suprayetiva (por de�niión de lase) e inyetiva porque si

Og(a) = Og(b) ⇒ ag = bg ⇒ a = b. Por lo tanto, card(Hg) = card(H) por ser biyetiva y

por tanto, si tenemos n lases se umplirá que O(G) = n · card(H)

Conseuenias:

1. El orden de un subgrupo H de G es divisor del orden de G

Ejemplo:
G = {1, 2, 3, 4, 5}, H = {1, 2} no puede ser nuna un subgrupo de G aunque no onoz-

amos la operaión de�nida en G

2. Si el orden de G es primo, entones G no tiene subgrupos propios, tendrá solamente los

impropios: {e}, G
Ejemplos:

a) Determinar los subgrupos del grupo uya tabla de multipliar es:

I A B C

I I A B C
A A I C B
B B C I A
C C B A I

(Grupo de Klein)

Los subgrupos serán de orden 1, 2 ó 4.

Orden 1:{I}
Orden 2: {I, A}, {I, B}, {I, C}
Orden 4: G = {I, A,B, C}
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b) Determinar los subgrupos del grupo C5 uya tabla de multipliar es:

I A B C D

I I A B C D
A A B C D I
B B C D I A
C C D I A B
D D I A B C

(Grupo ílio de orden 5)

Este grupo no tiene ningún subgrupo propio.

) Determinar los subgrupos del grupo de permutaiones de tres elementos S3

Como card(S3) = 6, podemos tener subgrupos de orden 1, 2, 3 ó 6

Orden 1: {e}
Orden 2: {e, τ1}, {e, τ2}, {e, τ3}
Orden 3: {e, σ+, σ−}
Orden 6: S3

d) Determinar los subgrupos del grupo C4 uya tabla de multipliar es:

I A B C

I I A B C
A A B C I
B B C I A
C C I A B

(Grupo ílio de orden 4)

Los subgrupos serán de orden 1, 2 ó 4:

Orden 1: {I}
Orden 2: {I, B}
Orden 4: {I, A,B, C}
Podemos omparar esta tabla on la tabla de la operaión de rotaión de un

uadrado, se puede ver que es la misma.

Las rotaiones de un polígono regular en el plano forman un grupo ílio del

mismo orden que el número de lados del polígono.
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Teorema:

La ondiión neesaria y su�iente para que las lases por la dereha y las lases por la

izquierda proporionen la misma partiión de un grupo G es que aH = Ha, ∀a ∈ G

Demostraión:

⇒
Si a ∈ G ⇒ a ∈ aH, a ∈ Ha, omo las lases por la dereha forman una partiión y la

únia lase que ontiene a a es Ha (dado que las lases son disjuntas) y hemos supuesto que

toda partiión por la dereha lo es también por la izquierda, tendremos queHa = aH, ∀a ∈ G

Cualquier b ∈ aH también umple que b ∈ bH ⇒ aH = bH

⇐
Si aH = Ha, ∀a ∈ G, tendremos que la lase por la dereha también lo es por la izquier-

da, por lo tanto las partiiones oiniden.

Proposiión:

Sea G un grupo y H un subgrupo de G, tendremos que aH = Ha ⇔ ∀a ∈ G, ∀h ∈
H, a−1 ◦ h ◦ a ∈ H

Demostraión:

⇒
Supongamos que aH = Ha, ∀a ∈ G ⇒ ∀h ∈ H, ∃h′ ∈ H / a ◦ h′ = h ◦ a ⇒ a−1 ◦ h ◦ a =

h′ ∈ H

⇐
Supongamos que ∀a ∈ G, ∀h ∈ H, a−1 ◦ h ◦ a ∈ H ⇒ ∃h′ ∈ H / a−1 ◦ h ◦ a = h′ ⇒

h ◦ a = a ◦ h′ ⇒ Ha ⊂ aH

Por otro lado, ∀h ∈ H, a ◦ h ∈ aH ⇒ a ◦ h = a ◦ h ◦ (a−1 ◦ a) = (a ◦ h ◦ a−1) ◦ a =
((a−1)−1 ◦ h ◦ a−1) ◦ a ∈ Ha, ya que ∀x ∈ G, ∀h ∈ H, x−1 ◦ h ◦ x ∈ H , omo a−1 = x ∈ G la

a�rmaión anterior será válida, por lo tanto aH ⊂ Ha

Si Ha ⊂ aH y aH ⊂ Ha tendremos que aH = Ha

Observaiones:

Los elementos del normalizador NG(H) de un subgrupo H del grupo G dará las mismas

lases por la dereha y por la izquierda.

Dado que el normalizador se de�ne omo NG(S) = {a ∈ G / Sa = S}, siendo Sa =
{a−1◦x◦a / x ∈ S}, tendremos que dado un subgrupo H, ∀a ∈ NG(H), ∀h ∈ H, a−1◦h◦a =
h′ ∈ H , ya que por ser a un elemento del normalizador de H se umplirá que Ha = H , siendo

los elementos de Ha (y por lo tanto, también los de H) de la forma a−1 ◦ h ◦ a, on h ∈ H
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2.5. Subgrupo normal o invariante

2.5.1. De�niión

Un subgrupo H de un grupo G se denomina subgrupo normal o invariante si g ◦h◦ g−1 ∈
H, ∀h ∈ H, ∀g ∈ G. Por lo tanto H es normal en G si y sólo si Hg = gH, ∀g ∈ G

Ejemplos:

1. Todo subgrupo de un grupo abeliano es normal

Demostraión:

Si H es subgrupo de G (abeliano), tendremos que gH = Hg ya que g ◦ h = h ◦ g, ∀g ∈
G, ∀h ∈ H ⊂ G

2. En el grupo de las permutaiones de tres elementos, S3, el subgrupo H = {e, σ+, σ−}
es normal. Sin embargo, los subgrupos H1 = {e, τ1}, H2 = {e, τ2} y H3 = {e, τ3} no lo

son.

3. El entro Z(G) de un grupo G es un subgrupo normal.

Demostraión:

Por de�niión tenemos que Z(G) = {x / x ∈ G y ∀g ∈ G, x ◦ g = g ◦ x}, por lo tanto,

dado a ∈ G tendremos que a ◦ x = x ◦ a, ∀x ∈ Z(G) ⇒ a−1 ◦ x ◦ a = x ∈ Z(G)

4. Los subgrupos impropios son normales

Demostraión:

Dado el subgrupo impropio H = {e}, omo e ◦ g = g = g ◦ e, tenemos que gH =
Hg, ∀g ∈ G

Dado el subgrupo impropio H = G, tendremos que gH = G = Hg, ∀g ∈ G

2.5.2. Grupo oiente

Sea (G, ◦) un grupo y (N, ◦) un subgrupo normal, de�nimos grupo oiente (G/N, ·) o-
mo el onjunto de elementos de la partiión proporionada por N , G/N , on (aN) · (bN) =
(a ◦ b)N .

Reordad que el onjunto oiente G/H es el onjunto de las lases de la partiión pro-

porionada por H . Por lo tanto, uando diha partiión está proporionada por un subgrupo
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normal podemos de�nir una operaión · entre lases y el onjunto oiente junto on diha

operaión tendrán estrutura de grupo, omo veremos más adelante.

Proposiión: Si N es un subgrupo normal, tendremos que si aN = a′N y bN = b′N se

umple que (a ◦ b)N = (a′ ◦ b′)N

Demostraión:

Sea aN = a′N , tendremos que a ∈ aN ⇒ ∃n′ ∈ N / a = a′ ◦ n′

De igual modo si bN = b′N ⇒ b ∈ bN ⇒ ∃n′′ ∈ N / b = b′ ◦ n′′

Por lo tanto, a ◦ b = a′ ◦ n′ ◦ b′ ◦ n′′ = a′ ◦ b′◦

∈N︷ ︸︸ ︷
∈N por ser normal

(
︷ ︸︸ ︷
(b′−1 ◦ n′ ◦ b′) ◦n′′)= a′ ◦ b′ ◦ n′′′

on

n′′′ ∈ N , así tendremos que a ◦ b ∈ (a′ ◦ b′)N , por lo que (a ◦ b)N ⊂ (a′ ◦ b′)N
Como las lases laterales forman una partiión, si (a ◦ b)N ⊂ (a′ ◦ b′)N ⇒ (a ◦ b)N ∩ (a′ ◦

b′)N 6= ⇒ (a ◦ b)N = (a′ ◦ b′)N
Por lo tanto, el produto de las lases del onjunto oiente G/N es independiente de los

elementos elegidos para alularlo si el subgrupo es normal.

Teorema: El onjunto oiente G/N on el produto de lases (aN) · (bN) = (a ◦ b)N es

un grupo.

Demostraión:

1. Operaión interna: (aN) · (bN) ∈ G/N ya que (a ◦ b)N es uno de los elementos de la

partiión de�nida por el subgrupo N

2. Propiedad asoiativa: ((aN) · (bN)) · (cN) = ((a ◦ b)N) · cN = ((a ◦ b) ◦ c)N =(omo G
es un grupo tendremos que (a ◦ b) ◦ c = a ◦ (b ◦ c))= (a ◦ (b ◦ c))N = (aN) · ((b ◦ c)N) =
(aN) · ((bN) · (cN))

3. Elemento neutro: la lase eN = N es el elemento neutro del produto de lases ya que

(aN) · (eN) = (a ◦ e)N = aN

4. Elemento inverso: dada una lase aN existe una lase inversa a−1N , tal que su produto

es el elemento neutro, ya que (aN) · (a−1N) = (a ◦ a−1)N = eN = N

Ejemplo:
Sea el grupo S3 de las permutaiones de tres elementos y el subgrupo normal H =

{e, σ+, σ−}, de�nimos las lases E = eH = {e, σ+, σ−} = σ+H = σ−H, A = τ1H =
{τ1, τ2, τ3}
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Tendremos que

E · E = (eH) · (eH) = (e ◦ e)H = eH = E
E · A = (eH) · (τ1H) = (e ◦ τ1)H = τ1H = A
A · A = (τ1H) · (τ1H) = (τ1 ◦ τ1)H = eH = E Por lo tanto, la tabla de multipliar es:

(G/H, ·) E A

E E A
A A E

Podemos ver que diho onjunto de lases on la operaión produto de lases es un grupo.

Si hubiesemos tomado G = S3 y H = {e, τ1}, omo H no es un subgrupo normal, no

podemos de�nir el grupo oiente G/H , ya que, por ejemplo σ−H = τ3H , pero (σ−H) ·
(σ+H) = (σ− ◦σ+)H = eH = H = {e, τ1}, sin embargo (τ3H) · (σ+H) = (τ3 ◦σ+)H = τ2H =
{τ2, σ+}. Como vemos H 6= τ2H , por lo que la operaión entre lases no está bien de�nida.

Esto es debido a que el subgrupo utilizado no es normal.

2.5.3. Grupo simple

Un grupo simple es aquel grupo uyos únios subgrupos normales son los impropios ({e}
y el propio grupo).



Capítulo 3

Homor�smos de Grupos

3.1. Homomor�smo

3.1.1. De�niión de homomor�smo

Sean (G1, ◦) y (G2, ·) dos grupos y f una apliaión de G1 en G2, f : G1 −→ G2. La

apliaión f es un homomor�smo de grupos si ∀x, y ∈ G1 tenemos que f(x ◦ y) = f(x) · f(y)

3.1.2. Clasi�aión de homomor�smos

Sea f un homor�smo entre grupos, tendremos que:

1. Si f es inyetiva, entones f es un monomor�smo

2. Si f es suyprayetiva, entones f es un epimor�smo

3. Si f es biyetiva, entones f es un isomor�smo

Isomor�smos entre un mismo grupo se llama automor�smos.

Dos grupos son isomorfos si se puede estableer un isomor�smo entre ellos.

33
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Ejemplos:

1. Sean (R,+) y (R∗, ·), estableemos la apliaión f : R → R∗

x → exp(x)
,

tendremos que f(x + y) = exp(x + y) = exp(x) · exp(y) = f(x) · f(y). Por lo tanto es

un homomor�smo, omo además f es inyetiva será un monomor�smo.

2. Si tomamos (R,+) y (R+, ·) y f : R → R+

x → exp(x)
, tendremos que f es biyetiva y por

tanto será un isomor�mo.

3. Sean los grupos G1 = (R∗, ·) y G2 = (R∗, ·), de�nimos la apliaión f(x) = x2
. Como

f(x · y) = (x · y)2 = x2 · y2 = f(x) · f(y) será un homor�smo, pero en este aso f no es

ni suprayetiva ni inyetiva.
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4. Sean los grupos G1 = (R × R − {(0, 0)}, ∗) y G2 = (R+ − {0} × Θ, ◦) donde Θ =
[0, 2π) ⊂ R, donde las operaiones se de�nen de la siguiente forma

(a, b) ∗ (c, d) = (ac− bd, ad+ bc) y (r1, θ1) ◦ (r2, θ2) = (r1r2, θ1 + θ2)

La apliaión
f : R× R− {(0, 0)} −→ R+ − {0} ×Θ

(a, b) −→ (r, θ)

on r = (a2+ b2)1/2 y θ = arctan(b/a) on cos(θ) =
a

(a2 + b2)1/2
y sin(θ) =

b

(a2 + b2)1/2

es un isomor�mo, que representa la transformaión de oordenadas artesianas en po-

lares on el produto.

Podemos ver que si f(a, b) = (r1, θ1) y f(c, d) = (r2, θ2), tendremos que

f((a, b) ∗ (c, d)) = f(ac− bd, ad+ bc) = (r, θ)

on

r = ((ac− bd)2 + (ad+ bc)2)1/2 = (a2c2 + b2d2 − 2acbd+ a2d2 + b2c2 + 2abcd)1/2 ⇒

r = ((a2 + b2)(c2 + d2))1/2 = r1r2

y

θ = arctan

(
ad+ bc

ac− bd

)
,
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on cos(θ) =
ac− bd

r
y sin(θ) =

ad+ bc

r
, omo cos(θ1) =

a

r1
, cos(θ2) =

c

r2
, sin(θ1) =

b

r1

y sin(θ2) =
d

r2
tendremos que cos(θ) = cos(θ1) cos(θ2)− sin(θ1) sin(θ2) = cos(θ1 + θ2) y

sin(θ) = cos(θ1) sin(θ2) + sin(θ1) cos(θ2), por lo tanto mod(θ1 + θ2, 2π) = θ.

Así que, �nalmente, f((a, b) ∗ (c, d)) = f((a, b)) ◦ f((c, d))

5. Sea G1 = (GL2(R), ·), donde GL2(R) =

{(
a b
c d

)
∈ M2×2(R) / ad− bc 6= 0

}
y · es

el produto de matries habitual, y sea G2 = (R∗, ·), de�nimos la apliaión

f : GL2(R) −→ R∗

(
a b
c d

)
−→ ac− bd

Por lo tanto es una apliaión que alula el determinante de la matriz. Como sabemos

que f(A · B) = det(A · B) = det(A) · det(B) = f(A) · f(B), se umplirá que f es un

homomor�smo

6. Consideremos las rotaiones de un triángulo equilátero en el plano y fuera del plano,

de modo que el resultado es otro triángulo equilátero. Tendremos que existen tres

rotaiones posibles en el plano (de 0o, de 180o y de 270o en sentido de las agujas

del reloj on eje perpendiular al plano del triángulo), que denominaremos I, r1 y r2.
Además tendremos otras tres rotaiones fuera del plano, que orresponden a giros de

180o on tres posibles ejes en el plano del triángulo y pasando ada uno de ellos por un

vértie y perpediulares al lado opuesto al vértie. Dihas rotaiones las denominaremos

t1, t2 y t3, en funión del vértie por el ual pase el eje de rotaión.

La tabla de dihas rotaiones es:

I r1 r2 t1 t2 t3

I I r1 r2 t1 t2 t3
r1 r1 r2 I t2 t3 t1
r2 r2 I r1 t3 t1 t2
t1 t1 t3 t2 I r2 r1
t2 t2 t1 t3 r1 I r2
t3 t3 t2 t1 r2 r1 I

Como se puede ver, este onjunto de rotaiones on la operaión omposiión de rota-

iones forman un grupo que se denomina grupo diedral de orden 3, D3. Dentro de diho
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grupo diedral se enuentra el subgrupo de las rotaiones en el plano, C3, que es un

grupo ílio de orden 3.

Además se puede omprobar que diho grupo diedral es isomorfo del grupo de las per-

mutaiones de 3 elementos, S3.

Todo grupo diedral de orden n es isomorfo del grupo de las permutaiones de n ele-

mentos, también denominado grupo de simetría de orden n.

Proposiión: Sea (G1, ◦) un grupo y (G2, ·) sólo un onjunto on una operaión interna.

Si la apliaión f : G1 −→ G2 umple que f(g1 ◦ g2) = f(g1) · f(g2) ∀g1, g2 ∈ G1, entones

(f(G1), ·) es un grupo, donde f(G1) = {x ∈ G2 / x = f(g) on g ∈ G1}

Demostraión:

Demostramos que umple las propiedades de grupo:

1. Operaión interna: Si f(g1), f(g2) ∈ f(G1) ⇒ f(g1)·f(g2) ∈ f(G1) ya que f(g1)·f(g2) =
f(g1 ◦ g2) y g1 ◦ g2 ∈ G1 ya que (G1, ◦) es un grupo.

2. Propiedad asoiativa:

(f(g1) · f(g2)) · f(g3) = f(g1 ◦ g2) · f(g3) = f((g1 ◦ g2) ◦ g3) = f(g1 ◦ (g2 ◦ g3)) =
f(g1) · f(g2 ◦ g3) = f(g1) · (f(g2) · f(g3))

3. Elemento neutro:

∀f(g) ∈ f(G1) ∃ẽ ∈ f(G1) / f(g) · ẽ = f(g) ya que si tomamos ẽ = f(e) on e elemento

neutro de (G1, ◦) tendremos que f(g) · ẽ = f(g) · f(e) = f(g ◦ e) = f(g)

4. Elemento inverso:

∀f(g) ∈ f(G1) ∃h ∈ f(G1) / f(g)·h = ẽ, ya que si tomamos h = f(g−1) donde g−1 ∈ G1

es el inverso de g en (G1, ◦) tendremos que f(g)·h = f(g)·f(g−1) = f(g◦g−1) = f(e) = ẽ

Por lo tanto (f(G1), ·) es un grupo.

Proposiión: Si f es un homomor�smo entre los grupos (G1, ◦) y (G2, ·) se tiene que:

1. f(e1) = e2, donde e1 es el elemento neutro de G1 y e2 es el elemento neutro de G2

2. f(g−1) = (f(g))−1 ∀g ∈ G1
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Demostraión:

1. f(g1) · f(e1) = f(g1 ◦ e1) = f(g1) = f(g1) · e2 ⇒ f(e1) = e2

2. ∀g ∈ G1 f(g) · f(g−1) = f(g ◦ g−1) = f(e1) = e2 ⇒ f(g−1) = (f(g))−1

Ejemplo:

Sean los grupos G1 = (R,+) y G2 = (R∗, ·) y sea f(x) = exp(x)
Tendremos que e1 = 0 ⇒ f(e1) = f(0) = exp(0) = 1 = e2

Además ∀x ∈ G1 x
−1 = −x ⇒ f(x−1) = f(−x) = exp(−x) =

1

exp(x)
=

1

f(x)
= (f(x))−1

Proposiión: Sea f un homomor�smo entre los grupos G1 y G2, tendremos que:

1. Si H1 es un subgrupo de G1, entones f(H1) es un subgrupo de G2

2. Si H2 es un subgrupo de G2, entones f
−1(H2) es un subgrupo de G1

Demostraión:

1. H1 es subgrupo de G1 ⇒ ∀x, y ∈ H1 xy
−1 ∈ H1

Además f(H1) 6= ya que e1 ∈ H1 ⇒ f(e1) = e2 ∈ f(H1)

TomemosX, Y ∈ f(H1) ⇒ ∃x, y ∈ H1 / X = f(x), Y = f(y) ⇒ XY −1 = f(x)(f(y))−1 =
f(x)f(y−1) = f(xy−1) ∈ f(H1) ya que xy−1 ∈ H1

2. Sean x, y ∈ f−1(H2) ⇒ ∃X, Y ∈ H2 / f−1(X) = x, f−1(Y ) = y, o lo que es lo mismo

f(x) = X, f(y) = Y , por lo tanto, XY −1 ∈ H2 ya que H2 es un subgrupo, entones

si XY −1 = Z ⇒ ∃z ∈ f−1(H2) / z = f−1(Z) ⇒ Z = XY −1 = f(x)(f(y))−1 =
f(x)f(y−1) = f(xy−1) = f(z) ⇒ xy−1 ∈ f−1(H2)

Ejemplo:

Sean G1 = (GL2(R), ·) on GL2(R) =

{(
a b
c d

)
∈ M2×2(R) / ad− bc 6= 0

}
,

f(A) = ad− bc on A =

(
a b
c d

)
y G2 = (R∗, ·)

Tomemos el subonjunto H =

{(
1 b
0 1

)
∈ M2×2(R) / b ∈ R

}
⊂ GL2(R). Diho sub-

onjunto on la operaión produto de matries es subgrupo de G1, ya que dadas las matries
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A =

(
1 a
0 1

)
∈ H y B =

(
1 b
0 1

)
∈ H , tenemos que B−1 =

(
1 −b
0 1

)
∈ H y además

AB−1 =

(
1 a− b
0 1

)
∈ H

Por otro lado, dada una matriz A =

(
1 a
0 1

)
∈ H podemos onstruir el onjunto for-

mado por todas las imagenes de matries de H , y tendríamos f(A) = 1 · 1 − a · 0 = 1 = e2,
por lo tanto el onjunto f(H) = {e2} es subgrupo de G2

3.2. Núleo de un homomor�smo

3.2.1. De�niión

Dado un homomor�smo f entre los grupos G1 y G2, de�nimos el núleo de f omo el

onjunto ker(f) = {x ∈ G1 / f(x) = e2}, donde e2 es el elemento neutro de G2

Ejemplo:

1. Sean G1 = (R,+) y G2 = (R∗, ·), on el homomor�smo f(x) = exp(x), tendremos que

ker(f) = {0} ya que ker(f) = {x ∈ G1 / f(x) = 1}

2. Sean G1 = (GL2(R), ·) on GL2(R) =

{(
a b
c d

)
∈ M2×2(R) / ad− bc 6= 0

}
y

G2 = (R∗, ·), on f(A) = ad− bc siendo A =

(
a b
c d

)
.

Tendremos que ker(f) =

{(
a b
c d

)
∈ M2×2(R) / ad− bc = 1

}
, por lo tanto el núleo

serán la matries de orden 2 on determinante igual a 1.

Proposiión: Sea f un homomor�smo entre los grupos G1 y G2, tendremos que:

1. el núleo de f es un subgrupo normal de G1

2. f es un monomor�smo si y sólo si ker(f) = {e1}, donde e1 es el elemento neutro de G1

Demostraión:
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1. Sean x, y ∈ ker(f) ⇒ f(xy−1) = f(x)f(y−1) = e2(f(y))
−1 = (f(y))−1 = e−1

2 = e2 ⇒
xy−1 ∈ ker(f), por lo tanto ker(f) es un subgrupo de G1

Además será normal si ∀g ∈ G1 y ∀x ∈ ker(f) se umple que gxg−1 ∈ ker(f). Va-
mos a omprobar si es ierto, para ello alulamos f(gxg−1) = f(g)f(x)f(g−1) =
f(g)e2(f(g))

−1 = f(g)(f(g))−1 = e2, por lo tanto gxg−1 ∈ ker(f), así que ker(f) es un
subgrupo normal.

2. ⇒
Supongamos que f es inyetiva, si x ∈ ker(f) ⇒ f(x) = e2. Además sabemos que

f(e1) = e2, entones, omo f es inyetiva si f(x) = f(e1) ⇒ x = e1 ⇒ ker(f) = {e1}
⇐
Supongamos que ker(f) = {e1}. Tomemos f(x) = f(y) ⇒ f(x)(f(y))−1 = e2 ⇒
f(x)f(y−1) = e2 ⇒ f(xy−1) = e2. Como ker(f) = {e1} ⇒ xy−1 = e1 ⇒ x = y, por lo
tanto f es inyetiva.

Proposiión: Sea f un homomor�smo entre los grupos G1 y G2, tendremos que

1. Si H2 es un subgrupo normal de G2, entones H1 = f−1(H2) es un subgrupo normal de

G1

2. Si H1 es un subgrupo normal de G1 y f es un epimor�smo, entones f(H1) es un

subgrupo normal de G2

Demostraión:

1. Si H2 es un subgrupo normal de G2 y H1 = f−1(H2), tendremos que ∀g ∈ G1

y ∀h2 ∈ H2 =⇒ ∃h1 ∈ H1 / f(h1) = h2 ⇒ f(gh1g
−1) = f(g)f(h1)f(g

−1) =
f(g)h2(f(g))

−1 ∈ H2 ya queH2 es un subgrupo normal. Por lo tanto, ∃h′ ∈ H1 / f(h′) =
f(g)h2(f(g))

−1 ⇒ h′ = f−1(f(g)h2(f(g))
−1) ∈ H1 ⇒ h′ = gh1g

−1 ∈ H1, por lo que H1

es normal.

2. Si H1 es un subgrupo normal y f es un epimor�smo, para demostrar que f(H1)
sea un grupo normal de G2 tendremos que demostrar que ∀g2 ∈ G2 se umple que

g2f(H1)g
−1
2 ∈ f(H1)

Como f es suprayetiva, tendremos que ∀g2 ∈ G2 ∃g1 ∈ G1 / f(g1) = g2 ⇒ ∀h1 ∈
H1, g2f(h1)g

−1
2 = f(g1)f(h1)(f(g))

−1 = f(g1)f(h1)f(g
−1
1 ) = f(g1h1g

−1
1 ). Como H1 es

normal, se umple que g1h1g
−1
1 = h′ ∈ H1 ⇒ f(h′) = f(g1h1g

−1
1 ) ∈ f(H1). Por lo tanto

el subgrupo f(H1) es subgrupo normal ya que g2f(H1)g
−1
2 ∈ f(H1) ∀g2 ∈ G2
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Proposiión: Sea f un isomor�smo entre los grupos G1 y G2, se umple que:

1. G1 es abeliano ⇐⇒ G2 es abeliano

2. G1 es ílio ⇐⇒ G2 es ílio

Demostraión:

1. ⇒
Supongamos que G1 es abeliano, entones si g2, h2 ∈ G2 omo f es suprayetiva (por

ser isomor�smo) se umplirá que ∃g1, h1 ∈ G1 / f(g1) = g2, f(h1) = h2 ⇒ g2h2 =
f(g1)f(h1) = f(g1h1) =(omo G1 es abeliano)= f(h1g1) = f(h1)f(g1) = h2g2 ⇒ G2 es

abeliano

⇐
Como f es un isomor�smo, entones f−1

también lo será, por lo tanto, ∀g1, h1 ∈ H1

podemos esribir g1 = f−1(g2), h1 = f−1(h2) on g2, h2 ∈ H2 ⇒ g1h1 = f−1(g2)f
−1(h2) =

(omo f−1
es un isomor�smo)= f−1(g2h2) =(omo G2 es abeliano)= f−1(h2g2) =

f−1(h2)f
−1(g2) = h1g1 ⇒ G1 es abeliano

2. ⇒
Supongamos que G1 es ílio, entones ∃x ∈ G1 / 〈x〉 = G1 ⇒ si g2 ∈ G2, omo f
es suprayetiva (por ser isomor�smo), tendremos que f−1(g2) ∈ G1 ⇒ f−1(g2) = g1 =
xn ⇒ g2 = f(xn) = (f(x))n ⇒ G2 es ílio

⇐
Se demuestra igual apliando el resultado a f−1

(ya que f es un isomor�smo).

3.3. Desomposiión anónia de un homomor�smo

3.3.1. Homomor�smo anónio: de�niión

Si H es un subgrupo normal de G, podemos onsiderar el grupo oiente G/H .

En este aso, la apliaión Π : G −→ G/H tal que Π(g) = gH es un homomor�smo supraye-

tivo que reibe el nombre de homomor�smo anónio on núleo H .

Demostraión:
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Vamos a demostrar que la apliaión Π de�nida anteriormente es un epimor�smo.

Será un homomor�smo ya que Π(ab) = (ab)H = (aH) · (bH) = Π(a) · Π(b)

Además es una apliaión suprayetiva por onstruión, ya que el odominio es el on-

junto de elementos que tienen ontraimagen.

3.3.2. Desomposiión anónia

Dado que el núleo de una apliaión f siempre de�ne un subgrupo normal Nf de un

grupo dado G, siempre podemos de�nir el homomor�smo anónio de núleo Nf de la sigu-

iente manera f : G −→ G/Nf tal que f(g) = gNf . Diho homomor�smo anónio se denom-

ina desomposiión anónia del homomor�smo.

Proposiión: Dados dos grupos G1 y G2, ualquier homomor�smo f entre G1 y G2 puede

desomponerse en dos homomor�smo Π y Γ, de modo que f = Γ ◦ Π on Π : G1 −→ G1/Nf

de modo que Π(g) = gNf y on Γ : G1/Nf −→ G2 de modo que Γ(gNf) = f(g), siendo Π
suprayetiva y Γ inyetiva

G1

f−−−−−−−−−−−→
Π−→ G1/Nf

Γ−→ G2

Demostraión:

Ya hemos visto que Π es un homomor�smo suprayetivo ya queNf es un subgrupo normal.

Por otro lado, es fáil ver que Γ es un apliaión ya que umple que si xNf = yNf ⇒
f(x) = f(y). Esto es debido a que si xNf = yNf ⇒ y = xn on n ∈ Nf ⇒ (omo f es apli-

aión)⇒ f(y) = f(xn) ⇒ f(y) = f(x)f(n) = f(x)e = f(x). Por lo tanto Γ : G1/Nf −→ G2

on Γ(xNf ) = f(x) es una apliaión.

Además será un homomor�smo ya que Γ(xNf · yNf) = Γ((xy)Nf) = f(xy) = f(x)f(y) =
Γ(xNf)Γ(xNf)

Por otro lado Γ es inyetivo ya que si tomamos un elemento xNf del núleo de Γ, ten-
dremos que Γ(xNf ) = e2 ⇒ f(x) = e2 ⇒ x ∈ Nf ⇒ xNf = Nf , por lo tanto vemos que el

únio elemento que pertenee al núleo de Γ es el elemento neutro del grupo G1/Nf , esto es
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Nf , por lo tanto Γ es inyetiva (ker(Γ) = {Nf})

Observaiones:

1. Si f es suprayetiva, entones Γ también lo es, ya que si y ∈ G2, podemos tomar

x ∈ G1 / f(x) = y ⇒ Γ(xNf ) = f(x) = y ⇒ ∀y ∈ G2 ∃xNf ∈ G1/Nf / Γ(xNf) = y

2. Sea f : G1 −→ G2 un homomor�smo suprayetivo entre los grupos G1 y G2 on núleo

Nf , tendremos que G1/Nf es isomorfo a G2

Ejemplos:

1. Sea f : (R,+) −→ (R∗, ·)
x −→ exp(x)

, tendremos que Nf = {x / f(x) = 1} = {0} por tanto

(R,+)/Nf = {xNf / x ∈ R} = {{x} / x ∈ R} = R

Π : R −→ (R,+)/Nf

x −→ {x} ,

Γ : (R,+)/Nf −→ (R∗, ·)
{x} −→ exp(x)

2. Sean G1 = (GL2(R), ·), G2 = (R∗, ·) on
GL2(R) =

{
A =

(
a b
c d

)
∈ M2×2(R) / |A| = ad− bc 6= 0

}

y f(A) = ad− bc = |A| donde A =

(
a b
c d

)

En este aso Nf = ker(f) =

{
A =

(
a b
c d

)
∈ M2×2(R) / |A| = ad− bc = 1

}
, por lo

tanto G1/Nf = {MNf / M ∈ GL2(R)}.
Como |B| = 1 ∀B ∈ Nf = ker(f), tendremos queMNf = {A ∈ M2×2(R) / |A| = |M |},
por lo tanto G1/Nf = {{A ∈ M2×2(R) / |A| = m}, ∀m ∈ R}, o sea, el onjunto o-

iente está onstruído on onjuntos de matries que tienen el mismo determinante.

Π : G1 −→ G1/Nf

M −→ {A ∈ M2×2(R) / |A| = |M |} = MNf
,

Γ : G1/Nf −→ (R∗, ·)
MNf −→ |M |

G1

suprayetiva

Π−→ G1/Nf

biyetiva

Γ−→ R∗

M

suprayetiva

f−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→→ matries on determinante |M | → |M |
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3. Tomemos G1 = (R,+) y G2 = (GL2(R), ·) on f(x) =

(
cos(x) sin(x)

− sin(x) cos(x)

)
, ten-

dremos que Nf = ker(f) = {2πk, k ∈ Z}, por lo tanto,

G1/Nf = {{x+ 2πk, k ∈ Z}, 0 ≤ x < 2π}

Π : G1 −→ G1/Nf

y −→ {x+ 2πk tal que k ∈ Z, 0 ≤ x < 2π, y = x+ 2πn on n ∈ Z} = xNf = yNf

Γ : G1/Nf −→ (GL2(R), ·)
xNf −→

(
cos(x) sin(x)

− sin(x) cos(x)

)



Capítulo 4

Anillos y Cuerpos. Homomor�smos entre

Anillos

4.1. Anillos y Cuerpos

4.1.1. Anillos

Se denomina anillo a un onjunto A dotado de dos operaiones binarias erradas, que

denominaremos por onvenión suma y produto y representaremos por + y ·, respetiva-
mente, que umplen las siguientes propiedades:

i. (A,+) es un grupo abeliano.

ii. El produto · es asoiativo.

iii. Se umple la propiedad distributiva

a · (b+ c) = a · b+ a · c, (b+ c) · a = b · a+ c · a, ∀ a, b, c ∈ A

De�niiones:

1. El inverso respeto a la suma se llama opuesto. Por notaión, al opuesto de un elemento

dado a lo representaremos por −a.

2. El elemento neutro de la suma lo denotaremos por 0 y lo denominaremos elemento ero.

3. Si el produto es onmutativo, se die que (A,+, ·) es un anillo onmutativo.

45
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4. Si existe un elemento, que denotaremos 1, tal que

a · 1 = 1 · a = a, ∀ a ∈ A

diremos que (A,+, ·) es un anillo on unidad.

En este aso, el elemento 1 reibe el nombre de elemento unidad. Diho elemento unidad

es únio.

Demostraión:

Si a, b, c ∈ A y veri�an que a · b = a y a · c = a tendremos que a · b = a · c ∀a ∈ A, por
lo tanto b = c = 1

Ejemplos:

(Z,+, ·) es un anillo onmutativo on unidad.

(2Z,+, ·) es un anillo onmutativo sin unidad.

Las matries de orden n on oe�ientes reales (Mn(R),+, ·) es un anillo no onmuta-

tivo on unidad.

4.1.2. Elementos Invertibles y Anillos de División

De�niiones:

1. Sea (A,+, ·) un anillo on unidad 1 y 1 6= 0. Un elemento a de A se die que es invertible

si existe un elemento b ∈ A tal que a · b = b · a = 1.

Observaión:

Si a es un elemento invertible de un anillo, entones b también lo es.

Por notaión, si existe el inverso de un elemento a lo denotaremos por a−1
.

Si el inverso existe es únio.

Demostraión:

Si a, b, c ∈ A y a · b = a · c = b · a = c · a = 1, tendremos que c = c · (
=1︷︸︸︷
a · b) =(por

asoiatividad del produto, ya que es un anillo)= (c · a) · b = 1 · b = b ⇒ c = b

2. Al onjunto de los elementos invertibles de A lo denotaremos por U(A).

3. Los elementos invertibles de un anillo (A,+, ·) se llaman unidades de A.
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Ejemplos: U(Z) = {±1}, U(Z12) = {[1], [5], [7], [11]}, U(Z5) = {[1], [2], [3], [4]}.

Proposiión:

Sea (A,+, ·) un anillo on unidad. Si U(A) es el onjunto de los elementos invertibles de

A, entones (U(A), ·) es un grupo.

Demostraión:

1. La asoiatividad se umple siempre ya que son elementos de un anillo.

2. Los elementos de U(A) tienen inverso.

3. 1 ∈ U(A) ya que 1 ·1 = 1 (el 1 es su propio inverso), por lo tanto tiene elemento neutro.

4. Si a, b ∈ U(A) ⇒ a·b ∈ U(A), a que (a·b)·(a·b)−1 = (a·b)·(b−1 ·a−1) = a·(b·b−1)·a−1 =
a · a−1 = 1, por lo tanto (a · b) tiene inverso y al tener inverso pertenee a U(A), por lo
que la operaión es errada.

Ejemplos:

Dadas las matries de orden n on la suma y el produto de matries, (Mn(R),+, ·),
son un anillo on unidad.

La unidades de Mn(R) serán aquellas matries que tienen determinante distinto de

ero GLn(R) = {A ∈ Mn(R) tal que |A| 6= 0}
(GLn(R), ·) es un grupo.

Los enteros de Gauss están de�nidos por Z[i] = {a + bi ∈ C tal que a, b ∈ Z} ∈ C.
Diho onjunto on la suma y el produto de número omplejos forman un anillo unitario

onmutativo.

En este aso tendremos que las unidades están dadas por U(Z[i]) = {1,−1, i,−i}, dado
que estos son los elementos que tienen inverso.

El anillo (Z,+, ·) es unitario y onmutativo. Para este anillo tenemos que U(Z) =
{1,−1}

De�niión:

Un anillo unitario (A,+, ·), on 1 6= 0, se die que es un anillo de división si U(A) =
A∗ = A− {0}.

Propiedades:

Sea (A,+, ·) un anillo, se tiene que:
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1. ∀a ∈ A a · 0 = 0 · a = 0, ya que a · 0 = a · (0 + 0) = a · 0 + a · 0.
2. Si (−a) es el elemento opuesto de a para la suma se tiene que:

(−a) · b = −(a · b), a · (−b) = −(a · b) y (−a) · (−b) = a · b, ∀a, b ∈ A

En efeto, omo (a · b) + (−a) · b = (a − a) · b = 0 · b = 0, se tiene que (−a) · b es el

opuesto de (a · b)...
3. Si (A,+, ·) es un anillo unitario, se tiene que 0 6= 1, ya que ∀a ∈ A, a · 0 = 0 y a · 1 = a

4. Si (A,+, ·) es un anillo unitario, se tiene que U(A) ⊂ A∗
, donde A∗

denota el onjunto

A exluído el elemento neutro de la suma.

Además en Z también se tiene que si a · b = 0, entones ó a = 0 ó b = 0, sin embargo esto

no se umple en general, por ejemplo, en Z12, [3] · [4] = [0] y [3] 6= 0 y [4] 6= 0.

4.1.3. Cuerpos

Un anillo onmutativo on unidad (A,+, ·) se die que es un uerpo si el onjunto A∗
,

formado por todos los elementos de A exepto el neutro de la suma, es un grupo on respeto

a la segunda operaión.

Por lo tanto (A,+, ·) es un uerpo si (A,+, ·) es un anillo onmutativo y (A∗, ·) es un

grupo. De aquí se puede deduir que si (A,+, ·) es un uerpo, (A,+, ·) es un anillo onmuta-

tivo on unidad y además U(A) = A∗
.

Ejemplos: (Q,+, ·), (R,+, ·), (C,+, ·), (Zp,+, ·) on p primo, son uerpos.

Observaión:

Un uerpo se suele deir que es un anillo de división onmutativo.

Ejemplo:
Existen anillos de división que no son onmutativos, omo el anillo de los uaterniones.

Sea

H(R) = {a+ bi+ cj + dk tal que a, b, c, d ∈ R}
donde i2 = j2 = k2 = −1, i1 = 1i = i, j1 = 1j = j, k1 = 1k = k, ij = k, jk = i y ki = j,
estas ondiiones implian que ji = −k, kj = −i, ik = −j.
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La suma se de�ne omponente a omponente:

(a+ bi+ cj + dk) + (r + si+ tj + uk) = (a+ r) + (b+ s)i+ (c+ t)j + (d+ u)k

y el produto se realiza multipliando los términos y utilizando las relaiones anteriores:

(a+ bi+ cj + dk) · (r + si+ tj + uk) = ar − bs− ct− du+ (as+ br + cu− dt)i+
(at+ cr + ds− bu)j + (au+ dr + bt− cs)k

(H(R),+, ·) es un anillo. Además todo elemento es invertible, por lo que es un anillo de

división, pero no un uerpo, al no ser onmutativo.

4.1.4. Divisores de ero

Si (A,+, ·) es un anillo, un elemento a ∈ A on a 6= 0, se die que es un divisor de

ero si existe un elemento b ∈ A, b 6= 0, tal que a · b = 0 ó b · a = 0.

Ejemplos:

En Z12, hemos visto que [3] y [4] son divisores de ero, también lo son [2], [6], [8], [9] y
[10].

Sea el onjunto de las funiones reales ontinuas de variable real A = C(R,R), se umple

que:

(f + g)(x) = f(x) + g(x)
(f · g)(x) = f(x) · g(x)

}
on f, g ∈ A, x ∈ R

(A,+, ·) es un anillo onmutativo (ya que f · g = g · f) unitario (ya que i(x) = 1 es la

unidad).

Tomemos f(x) = x− |x| y g(x) = x+ |x| por lo tanto
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sin embargo (f · g)(x) = 0, ∀x ∈ R, así que f(x) y g(x) son divisores de ero.

Observaión:

Un uerpo C no tiene divisores de ero, ya que si a 6= 0 y a · b = 0, multipliando por a−1
,

el inverso de a, se tiene que b = (a−1 · a) · b = a−1 · (a · b) = a−1 · 0 = 0.

Aunque hay anillos que sin ser uerpos tampoo tienen divisores de ero.

Cuando un elemento de un anillo no es un divisor de ero se umplen en él las propiedades

anelativas respeto al produto.

Proposiión:

En un anillo (A,+, ·), sea a un elemento de A que no es un divisor de ero. Entones:

i. Si a · b = a · c, on b, c ∈ A entones b = c.

ii. Si b · a = c · a, on b, c ∈ A entones b = c.

Demostraión:

i. Supongamos que a · b = a · c; esto es equivalente a a · (b − c) = 0. Como a no es un

divisor de ero, b− c tiene que ser 0, de donde se dedue el resultado deseado.

ii. Análogo.
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4.1.5. Dominio de integridad

Un anillo A sin divisores de ero se denomina dominio de integridad.

Observaión:

El produto de dos elementos no nulos del anillo no es nuna 0 en un dominio de integridad.

Ejemplos:

(Z,+, ·) es un dominio de integridad.

Todos los uerpos son dominios de integridad.

(Zp,+, ·) es dominio de integridad si p es primo.

Sea M2(R) el onjunto de todas las matries de orden 2 on oe�ientes reales. Con

la suma y el produto este onjunto es un anillo. Pero no es dominio de integridad, ya

que (
1 0
0 0

)
·
(

0 0
0 1

)
=

(
0 0
0 0

)

Los enteros de Gauss Z[i] = {a+ bi ∈ C tal que a, b ∈ Z} on la suma y el produto de

números omplejos es un anillo y un dominio de integridad, ya que si x = a + bi, y =
c+ di ∈ Z[i] y se umple que x · y = (a+ bi) · (c+ di) = 0 ⇒ x = 0 ó y = 0

4.2. Subanillos e ideales

4.2.1. Subanillos

Sea subonjunto S ⊂ A on (A,+, ·) un anillo, se die que (S,+, ·) es un subanillo de

(A,+, ·), si (S,+) es un subgrupo de (A,+) y el produto restringido a S es errado, o de

forma equivalente, la suma y el produto son operaiones erradas en S, y (S,+, ·) es un anillo.

Ejemplos: (Z,+, ·) es subanillo de (Q,+, ·), (Q,+, ·) es subanillo de (R,+, ·), (R,+, ·) es
subanillo de (C,+, ·)

4.2.2. Subuerpos

Sea S ⊂ C on (C,+, ·) un uerpo, se die que (S,+, ·) es un subuerpo de (C,+, ·) si
(S,+) es un subgrupo de (C,+) y (S∗, ·) es un subgrupo de (C∗, ·). De manera equivalente,
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la suma y el produto son operaiones erradas en S, y (S,+, ·) es un uerpo.

O sea, (S,+, ·) es subuerpo de (C,+, ·) si S ⊂ C on S 6= y x − y ∈ S, ∀x, y ∈ S y

x · y−1 ∈ S, ∀x, y ∈ S∗

Ejemplos:

(Q,+, ·) es subuerpo de (R,+, ·), (R,+, ·) es subuerpo de (C,+, ·)

SiD es un entero que no sea uadrado perfeto, entones Q[D] = {a+b
√
D tal que a, b ∈

Q} es un uerpo respeto a la suma y al produto y Q es un subuerpo de Q[D] y Z[D]
es un subanillo, Q[D] es un subuerpo de R

Observaiones:

1. Los subanillos de un anillo unitario no tienen por qué ser unitarios e inluso si son

unitarios, el elemento neutro del subanillo puede ser distinto del elemento neutro del

anillo.

2. Los divisores de ero de un subanillo lo son también del anillo, pero puede suederr que

un anillo tenga divisores de ero y el subanillo no.

Ejemplo:
Sea R× R on las operaiones:

(a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d) y (a, b) · (c, d) = (a · c, b · d), ∀(a, b), (c, d) ∈ R× R

y sea H = {(h, 0) tal que h ∈ R} ⊂ R× R

i. (R× R,+, ·) es un anillo unitario

ii. (H,+, ·) es un subanillo unitario

iii. Los elementos (n, 0) ∈ R×R son divisores de ero en (R×R,+, ·) pero no en (H,+, ·)

Demostraión:

i. (R× R,+) es un grupo onmutativo, on elemento ero (0, 0).
((R× R)∗, ·) umple que:

1. Es una operaión interna pues (a · c, b · d) ∈ R× R

2. Es asoiativa ya que [(a, b) · (c, d)] · (e, f) = (a · c, b · d) · (e, f) = (a · c · e, b · d · f) =
(a, b) · (c · e, d · f) = (a, b) · [(c, d) · (e, f)]
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3. Tiene elemento neutro, que es (1, 1), ya que (a, b) · (1, 1) = (a, b)

4. Tiene elemento unidad, ya que ∀(a, b) ∈ (R×R)∗ se umple que (a, b) ·
(
1

a
,
1

b

)
= (1, 1)

Por lo tanto, (R× R,+, ·) es un anillo onmutativo on unidad

ii. (H,+, ·) es un subanillo unitario, ya que:

1. Sean (a, 0), (b, 0) ∈ H , entones (a, 0)− (b, 0) = (a− b, 0) ∈ H , por lo que (H,+)
es un subgrupo de (R× R,+)

2. Sean (a, 0), (b, 0) ∈ H , entones (a, 0) · (b, 0) = (a · b, 0) ∈ H , por lo que · es una
operaión errada en H

Por lo tanto (H,+, ·) es subanillo. Además tiene unidad, ya que (1, 0) ∈ H umple que

(a, 0) · (1, 0) = (a, 0), ∀(a, 0) ∈ H , por lo tanto(1, 0) es el elemento neutro del produto

en H , pero no del produto en (R×R)∗. Esto signi�a que (H,+, ·) es subanillo unitario.

iii. Los elementos de la forma (a, 0) on a 6= 0 son divisores de ero en R × R, ya que

(a, 0) · (0, b) = (0, 0) aunque a, b 6= 0. Sin embargo, en H un elemento de la forma (a, 0)
on a 6= 0 no es divisor de ero, ya que si (a, 0) · (b, 0) = (0, 0) y a 6= 0, entones b = 0

4.2.3. Ideales

Un subanillo I de un anillo A unitario onmutativo se die que es un ideal de A si

para todo i ∈ I y para todo a ∈ A se umple que i · a ∈ I y a · i ∈ I.

Por lo tanto los ideales, además de ser subanillos, se araterizan por la propiedad de

absorión que poseen respeto al produto: al multipliar un elemento ualquiera del anillo

por un elemento del ideal, el resultado pertenee de nuevo al ideal. Esto hae que para probar

que un subonjunto de un anillo es un ideal baste on demostrar que:

1. Para todo i, j ∈ I se umple que i− j ∈ I.

2. Para todo i ∈ I y para todo a ∈ A se umple que i · a ∈ I y a · i ∈ I.

Ejemplos:

El subanillo trivial {0} de ualquier anillo A es ideal, ya que a · 0 = 0 · a = 0, ∀a ∈ A

Otro subanillo trivial es el propio A y también es ideal de si mismo.
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Dado r ∈ [0, 1], el subonjunto Mr del onjunto de funiones de�nido por C[0, 1] = {f :
[0, 1] −→ R tal que f es ontinua} on (f+g)(x) = f(x)+g(x), (f ·g)(x) = f(x) ·g(x),
de�niendo Mr = {f ∈ C[0, 1] tal que f(r) = 0} tenemos que Mr es un ideal de C[0, 1]

El onjunto mZ on m ∈ N de�nido omo mZ = {mk tal que k ∈ Z} es un ideal de

(Z,+, ·) ya que se umple que:

1. ∀i = mk, j = mk′ ∈ mZ, i− j = m (k − k′) ∈ mZ ya que k − k′ ∈ Z

2. ∀i = mk ∈ mZ, ∀a ∈ Z, i a = m (k a) ∈ mZ ya que k a ∈ Z

Observaiones:

1. Si A es un anillo on unidad 1 e I es un ideal de A y se tiene que 1 ∈ I, entones I
oinide on A.
Demostraión:

∀a ∈ A, a · 1 = a ∈ I ⇒ A = I

2. Si A es un anillo de división, los únios ideales de A son {0} y el propio A (los ideales

impropios).

Demostraión:

Sea I un ideal de A on I 6= {0} y sea i ∈ I on i 6= 0, tomamos a = i−1 ∈ A, por
lo tanto i · a = i · i−1 ∈ I ya que I es ideal, además i · i−1 = 1 ∈ I ⇒ I = A por la

propiedad anterior.

Teorema:

Un uerpo (C,+, ·) onmutativo no tiene ideales propios.

Demostraión:

Sea I ideal de C on I 6= {0}, si a 6= 0 ∈ I ⇒ x · a ∈ I ∀ x ∈ C. Tomemos x = a−1

(sabemos que a−1
existe ya que C es un uerpo), entones x · a = a−1 · a = 1 ∈ I ⇒ I = C

Observaión:

1. El papel de los ideales en un anillo es similar al de los subgrupos normales en la teoría

de grupos.

2. Si I es un ideal de un anillo A, la relaión

xRy ⇔ x− y ∈ I para x, y ∈ A

es una relaión de equivalenia.

Demostraión:
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a) Propiedad re�exiva: xRx, ya que x− x = 0 ∈ I

b) Propiedad simétria: xRy ⇒ yRx, ya que si x − y ∈ I ⇒ −(x − y) = y − x ∈ I
porque es un subgrupo aditivo de A y, por tanto, si un elemento pertenee a I su

opuesto también pertenee a I.

) Propiedad transitiva: xRy, yRz ⇒ xRz, ya que si x − y ∈ I, y − z ∈ I ⇒
x − y + y − z = x − z ∈ I porque I es un subgrupo aditivo y la suma de dos

elementos del subgrupo es otro elemento del subgrupo.

De heho (I,+) es un subgrupo normal de A. Por lo tanto podemos de�nir el grupo

oiente A/I respeto a la suma de lases

[r + I] + [s+ I] = [(r + s) + I]

donde la lase de equivalenia de x ∈ A será

[x+ I] = {x+ a tal que a ∈ I}

Expresaremos la relaión [x+ I] = [y + I] omo x = y mód I

En analogía on la suma de lases podemos esribir el produto de lases omo

[r + I] · [s+ I] = [(r · s) + I]

siempre y uando este bien de�nida, es deir, sea independiente del representante.

4.2.4. Anillo de lases de restos módulo I

Sea I un ideal de un anillo A; la suma y el produto de lases en el oiente A/I están

bien de�nidas, y on estas, A/I posee estrutura de anillo. Diho anillo reibe el nombre de

anillo de lases de restos módulo I.

Demostraión:

(A/I,+) es un grupo on respeto a la suma de lases de�nida anteriormente dado que

(I,+) es un subgrupo normal de (A,+) y, por tanto, omo quedó demostrado en el

tema de Grupos (tema 2) podemos de�nir el onjunto oniente A/I, que on la suma

de lases tiene estrutura de grupo.



56 Anillos y Cuerpos. Homomor�smos entre Anillos

Vamos a ver que en el onjunto oiente A/I el produto de lases de�nido anterior-

mente, [x+ I] · [y+ I] = [(x · y) + I], ∀ x, y ∈ A, es independiente de los representantes
elegidos, y por tanto está bien de�nido, ya que si

[x+ I] = [x′ + I]
[y + I] = [y′ + I]

}
⇒ [x+ I] · [y + I] = [(x · y) + I] = [(x′ · y′) + I],

puesto que

x · y − x′ · y′ = x · y − x · y′ + x · y′ − x′ · y′ = x · (y − y′) + (x− x′) · y′

y omo y − y′ ∈ I y x− x′ ∈ I ya que [y + I] = [y′ + I] y [x+ I] = [x′ + I] tendremos

que

x · y − x′ · y′ = x · y′′ + x′′ · y′,
omo y′′ ∈ I ⇒ x · y′′ ∈ I y omo x′′ ∈ I ⇒ x′′ · y′ ∈ I por de�niión de ideal, por tanto

x · y′′ + x′′ · y′ = a + b on a, b ∈ I. Como (I,+) es un grupo aditivo a + b ∈ I, así que
x · y − x′ · y′ ∈ I y por tanto x · y y x′ · y′ de�nen la misma lase de equivalenia.

Como las operaiones suma y produto de lases están bien de�nidas es fáil demostrar

que los elementos de A/I, esto es, las lases [x + I] tal que x ∈ A, forman estrutura

de anillo puesto que A tiene estrutura de anillo.

Observaión:

Supongamos que I es un ideal de un anillo A, y que I 6= A. Es fáil omprobar que si

A es onmutativo, también lo es A/I, y que si 1 es el elemento unidad de A, [1 + I] es el

elemento unidad de A/I.

Ejemplo:
En el anillo (Z,+, ·) podemos de�nir una relaión de equivaleia dados a, b ∈ Z, de modo

que aRb ⇔ a− b = k ·m para algún k ∈ Z on m ∈ N.
Hemos visto que mZ será un ideal de (Z,+, ·). La relaión de equivalenia que hemos

de�nido es lo mismo que deir que a− b ∈ I = mZ.
Podemos de�nir el onjunto oiente Zm = Z/(mZ) = Z/I que estará formado por las

lases de equivalenia de la forma:

a = {b ∈ Z tal que b− a = mk on k ∈ Z} = {b ∈ Z tal que b = a mód m}

Por lo tanto, las lases de equivalenia de Zm serán Zm = {0, 1, 2, . . . , m− 1}, que son las

lases de restos módulo m.

Por ejemplo, si m = 4 ⇒ Z4 = {0, 1, 2, 3} on 0 = {b ∈ Z tal que b = 4 k, k ∈ Z} =
{0,±4,±8, . . .}, 1 = {b ∈ Z tal que b = 4 k + 1, k ∈ Z} = {1, 5, 9,−3,−7, . . .}, . . . .
Observaiones:
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1. (Zn,+) es ílio, ya que

(n︷ ︸︸ ︷
1 + 1 + · · ·+ 1= n = 0

2. −1 = (n− 1) ya que 0 = 1− 1 = 1 + (n− 1) = n, así que −1 = (n− 1)

4.2.5. Ideales generados

Dado un anillo A y un subonjunto S ⊂ A, el ideal generado por S, que denotaremos

por < S >, se de�ne omo el mínimo ideal que ontiene a S, esto es, el ideal I tal que S ⊂ I
y si J es otro ideal, se umple que si S ⊂ J , entones I ⊂ J .

Proposiión:

Sea A un anillo onmutativo on unidad y S un subonjunto de A. El ideal generado por

S es

< S >= {r1 · s1 + · · ·+ rn · sn tal que ri ∈ A, si ∈ S, n ∈ N}
Demostraión:

Sea I = {r1 · s1 + · · ·+ rn · sn tal que ri ∈ A, si ∈ S, n ∈ N}, omo si = 1 · si ∀ si ∈ S ⇒
S ⊂ I.
Además si J es un ideal que ontiene a S y si ∈ S, entones ri ·si ∈ J ∀ ri ∈ A, por de�niión
de ideal. Del mismomodo ualquier ombinaión lineal del tipo r1·s1+· · ·+rn·sn ∈ J ⇒ I ⊂ J
para ualquier J tal que S ⊂ J .
Falta demostrar que I es un ideal, para ello tomamos

p = r1 · s1 + · · ·+ rn · sn ∈ I
p′ = r′1 · s1 + · · ·+ r′n · sn ∈ I

se umplirá que:

i. Es un grupo on respeto a la suma:

p−p′ = r1 ·s1+· · ·+rn ·sn+(−r′1 ·s1)+· · ·+(−r′n ·sn) = (r1−r′1)·s1+· · ·+(rn−r′n)·sn =
r′′1 · s1 + · · ·+ r′′n · sn ∈ I

ii. Cumple la propiedad de absorión on respeto al produto:

∀ r ∈ A, r ·p = r ·(r1 ·s1+· · ·+rn ·sn) = r ·r1 ·s1+· · ·+r ·rn ·sn = r′1 ·s1+· · ·+r′n ·sn ∈ I

Por lo tanto, I es un ideal.

Ejemplo:
Si S = {s} tiene un sólo elemento, tendremos que < S >=< s >= {r ·s tal que r ∈ A} =

As =(si A es onmutativo)= sA.
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Por ejemplo, si m ∈ Z ⇒< m >= {m · a tal que a ∈ Z} = mZ

Observaión:

Todos los ideales de (Z,+, ·) son de la forma < m >= mZ

Demostraión:

Sea I un ideal de (Z,+, ·) y m el menor entero positivo de I, entones tendremos que

< m >= {a·m tal que a ∈ Z} ⊂ I, ya que I es un ideal (y hemos visto que el generado por

m es el menor que ontiene a m).

Además si i ∈ I tendremos que i = c · m + r donde c,m ∈ Z y 0 ≤ r < m y por tanto

r = i − c · m ∈ I (ya que i ∈ I, c · m ∈ I porque c · m ∈< m >⊂ I). Pero omo m es el

menor entero positivo de I (lo hemos elegido así), tendrá que umplirse que r = 0, ya que r
no puede ser un entero positivo menor que m, así que i = c ·m ∈< m >.
Por lo tanto, todo ideal del anillo (Z,+, ·) está generado por un sólo elemento.

4.2.6. Ideales primos

Un ideal I de un anillo onmutativo A es un ideal primo si dados dos elementos ua-

lesquiera a y b de A tales que a · b ∈ I, se tiene que o bien a ∈ I o bien b ∈ I.

Ejemplos:
Sea p un número entero positivo primo y onsideremos pZ, que es un ideal de (Z,+, ·).

Si a y b son dos números enteros tales que a · b ∈ pZ, entones p divide a a · b y omo p es

primo, entones p divide a a o p divide a b, por lo tanto, o bien a ∈ pZ o bien b ∈ pZ, así que
pZ es un ideal primo de Z.

3Z es un ideal primo de Z ya que ∀ a, b ∈ Z tal que a · b ∈ 3Z, por tanto, o bien a = 3 · s
o bien b = 3 · s on s ∈ Z

6Z no es un ideal primo de Z ya que puede existir a ∈ Z y b ∈ Z tales que a · b ∈ 6Z
on a /∈ 6Z y b /∈ 6Z, por ejemplo, si tomamos a = 3 y b = 2, tenemos a · b = 6 ∈ 6Z
pero a = 3 /∈ 6Z y b = 2 /∈ 6Z

Una vez estudiado el anillo oiente A/I podemos preguntarnos qué propiedades del ideal

I haen que A/I sea dominio de integridad.

Proposiión:
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Sea A un anillo onmutativo e I un ideal de A on I 6= A. El anillo oiente A/I es un

dominio de integridad si y sólo si I es un ideal primo de A.

Demostraión:

⇒
A/I dominio de integridad ⇒ I ideal primo de A:

Tomamos a, b ∈ A tal que a · b ∈ I ⇒ [a + I] · [b + I] = [a·b + I] = I (sabiendo que I
es el elemento neutro del anillo A/I). Como A/I es dominio de integridad, entones, o

bien [a + I] = I o bien [b+ I] = I, por lo tanto, o bien a ∈ I o bien b ∈ I, o sea, I es

un ideal primo.

⇐
I es un ideal primo de A ⇒ A/I es dominio de integridad:

Sea [a + I] · [b + I] = I para un par de elementos [a + I] y [b + I] de A/I, por tanto
I = [a+ I] · [b+ I] = [a·b+ I] ⇒ a · b ∈ I y omo I es primo, tendremos que o bien a ∈ I
o bien b ∈ I, por tanto, o bien [a + I] = I o bien [b+ I] = I, o sea, A/I es dominio de

integridad.

4.2.7. Ideales maximales

Sea A un anillo onmutativo on unidad, e I un ideal de A on I 6= A. El ideal I se

llama maximal si no existe otro ideal J de A tal que I ⊂ J ⊂ A on I 6= J y J 6= A.

Ahora, nos preguntamos ual es la ondiión que arateriza a los ideales para que A/I
sea un uerpo.

Proposiión:

Sea A un anillo onmutativo on unidad e I un ideal de A. El anillo oiente A/I es un

uerpo si y solo si I es un ideal maximal.

Proposiión:

Todo ideal maximal en un anillo onmutativo on unidad es un ideal primo.

Demostraión:

Si I es maximal, A/I es un uerpo, por lo que también es un dominio de integridad, y

por tanto I es primo.
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4.3. Cuerpo de fraiones de un anillo

Hemos visto que todos los uerpos son dominios de integridad, pero no todos los do-

minios de integridad son uerpos. Sin embargo, a un dominio de integridad se le puede asoiar

un uerpo.

Si a y b son dos elementos no nulos de un anillo ualquiera, la euaión

a · x = b

aree, en general, de soluión dentro del anillo, y sin embargo, suele ser de interés el poder

resolver dihas euaiones multipliativas. En Z, podemos soluionarlo si lo ampliamos hasta

el onjunto Q, que es un uerpo en el que dihas euaiones tienen soluión siempre y uando

a y b sean números enteros no nulos.

Veremos ómo este proeso de ampliaión puede efetuarse sobre ualquier dominio de

integridad onmutativo on unidad; nótese que al ser nuestro objetivo el ampliar el anillo de

partida hasta un uerpo, las ondiiones impuestas sobre diho anillo no pueden relajarse. El

uerpo al ual hemos ampliado nuestro anillo se denominará uerpo de las fraiones de un

anillo.

Hay que tener presente que un número raional es un par de números enteros (a, b) es-

ritos de la forma

a

b
on b 6= 0.

Sea A un dominio de integridad onmutativo on unidad 1. En el produto artesiano

T = A× A∗ = {(a, b) tal que a ∈ A, b ∈ A∗}
de�nimos la relaión

(a, b)R(c, d) ⇔ a · d = b · c
que es una relaión de equivalenia, dado que umple las propiedades:

1. Re�exiva: (a, b)R(a, b) ya que a · b = b · a
2. Simétria: (a, b)R(a′, b′) ⇒ (a′, b′)R(a, b) ya que si a · b′ = b · a′ ⇒ a′ · b = b′ · a

3. Transitiva: (a, b)R(a′, b′), (a′, b′)R(a′′, b′′) ⇒ (a, b)R(a′′, b′′), ya que si

a · b′ = b · a′
a′ · b′′ = b′ · a′′

}
a · b′ · b′′ = b · a′ · b′′
a′ · b′′ = b′ · a′′

}
⇒ a ·b′ ·b′′ = b ·b′ ·a′′ ⇒ b′ ·a ·b′′ = b′ ·b ·a′′ ⇒

⇒ a · b′′ = b · a′′
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La lase del elemento (a, b) ∈ A × A∗
la simbolizamos mediante [(a, b)] y al onjunto

oiente de las lases de equivalenia lo denotaremos por C = (A×A∗)/R.

En C de�nimos una suma y un produto omo

[(a, b)] + [(c, d)] = [(ad+ bc, bd)]

[(a, b)] · [(c, d)] = [(a · c, b · d)]

Entones C es un uerpo on las operaiones anteriores, C será el uerpo de las fraiones

del anillo A.

Demostraión:

1. Grupo aditivo:

i. Operaión errada: Por de�niión, se puede ver fáilmente que es una operaión

errada

ii. Propiedad asoiativa: ([x, y] + [x′, y′]) + [x′′, y′′] = [x · y′ + y · x′, y · y′] + [x′′, y′′] =
[(x·y′+y ·x′)·y′′+x′′ ·(y ·y′), (y ·y′)·y′′] = [x·(y′ ·y′′)+y ·(x′ ·y′′+x′′ ·y′), y ·(y′ ·y′′)] =
[x, y] + [x′ · y′′ + y′ · x′′, y′ · y′′] = [x, y] + ([x′, y′] + [x′′, y′′])

iii. Elemento neutro e0 = [0, a]: [x, y] + [0, a] = [x · a+0 · y, y · a] = [a · x, a · y] = [x, y]

iv. Elemento opuesto [x, y]−1
+ = [−x, y]: [x, y]+[−x, y] = [x·y−x·y, y·y] = [0, y·y] = e0

2. Grupo multipliativo:

i. Operaión errada: Por de�niión, se puede ver fáilmente que es una operaión

errada

ii. Propiedad asoiativa: ([x, y] · [x′, y′]) · [x′′, y′′] = [x · x′, y · y′] · [x′′, y′′] =
= [(x · x′) · x′′, (y · y′) · y′′] = [x · (x′ · x′′), y · (y′ · y′′)] = [x, y] · [x′ · x′′, y′ · y′′] =
[x, y] · ([x′, y′] · [x′′, y′′])

iii. Elemento neutro e1 = [a, a]: [x, y] · [a, a] = [x · a, y · a] = [x, y]

iv. Elemento inverso [x, y]−1
·

= [y, x]: [x, y] · [y, x] = [x · y, y · x] = [a, a] = e1

3. Distributividad:

[x, y] · ([x′, y′]+ [x′′, y′′]) = [x, y] · [x′ ·y′′+y′ ·x′′, y′ ·y′′] = [x · (x′ ·y′′+y′ ·x′′), y · (y′ ·y′′)] =
= [(x · x′) · (y′′ · y) + (x · x′′) · (y′ · y), (y · y′) · (y′′ · y)] = [x · x′, y · y′] + [x · x′′, y · y′′] =
[x, y] · [x′, y′] + [x, y] · [x′′, y′′]
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Por lo tanto, C es un uerpo y además es onmutativo ya que [x, y] · [x′, y′] = [x′, y′] · [x, y]

Ejemplo:

A partir del anillo (Z,+, ·) generamos un uerpo (Q,+, ·), donde Q = Z × Z∗/R es el

onjunto de las lases de equivalenia on la relaión de�nida antes

[a, b] ∈ Q ⇒ [a, b] =

{
(x, y) =

x

y
tal que x ∈ Z, y ∈ Z∗, a · y = b · x

}

esto es, el onjunto de las fraiones equivalentes

a

b
=

x

y

Además la suma de fraiones es [x, y]+[x′+y′] = [x·y′+y ·x′, y ·y′] o de forma equivalente

x

y
+

x′

y′
=

x · y′ + y · x′

y · y′ . Y el produto de fraiones es [x, y] · [x′, y′] = [x ·x′, y · y′] o de forma

equivalente

x

y
· x

′

y′
=

x · x′

y · y′

Observaiones:

1. Es neesario que A sea un dominio de integridad onmutativo on unidad. Si no fuese

así no podríamos de�nir una relaión de equivalenia omo la que hemos de�nido

(x, y)R(x′, y′) ⇔ x · y′ = y · x′

Ejemplo:

El onjunto de funiones reales de variable real C(R,R) no es un dominio de integridad

y según la relaión anterior tendríamos que:
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(f, g)R(f ′, g′) ya
que f · g′ = g · f ′

(f ′, g′)R(f ′′, g′′) ya
que f ′ · g′′ = g′ · f ′′
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Sin embargo, (f, g)/R(f ′′, g′′) ya que f · g′′ 6= f ′′ · g, por lo tanto no es un relaión de

equivalenia ya que no umple la propiedad transitiva.

2. En sentido estrito, A no es un subanillo de C; sin embargo identi�aremos A on su

anillo isomorfo A (ver seión 4.4.1), y on un ierto abuso del lenguaje, diremos que C
ontiene a A (esto equivale a identi�ar los enteros Z on el onjunto de las fraiones

de la forma

p

1
, on p ∈ Z).

4.4. Homomor�smos de anillos

4.4.1. De�niiones

Dados dos anillos A, A′
, una funión f : A → A′

se die que es un homomor�smo de

anillos si para todo par de elementos r y s de A, se tiene que

f(r + s) = f(r) + f(s), f(rs) = f(r)f(s)

Observése que en partiular f es un homomor�smo entre los grupos (A,+) y (A′,+).

Una apliaión f entre dos uerpos C y C ′
on las propiedades anteriores se die que

es un homomor�smo de uerpos. En este aso, f de�ne un homomor�smo entre los grupos

aditivos (C,+) y (C ′,+), y también entre los grupos multipliativos (C∗, ·) y (C ′∗, ·).

Observaión:

Si un homomor�smo f de anillos es una biyeión, se die que f es un isomor�smo de anil-

los, y A y A′
se die que son isomorfos. En este aso f−1

es también un isomor�smo de anillos.

De�niión:

Un homomor�smo f : A −→ B entre anillos unitarios onmutativos es:

i. Epimor�smo si f es una apliaión suprayetiva

ii. Monomor�smo si f es una apliaión inyetiva

iii. Isomor�smo si f es una apliaión biyetiva

Ejemplos:
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La siguiente apliaión f es un homomor�smo entre los uerpos (R2,+, ·) y (C,+, ·)
f : R2 −→ C
(a, b) −→ a + bi

on (a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d), (a, b) · (c, d) = (a · d− b · d, a · d+ b · c)

La siguiente apliaión Π es un homomor�smo entre anillos (homomor�smo anónio):

Π : A −→ A/I
a −→ [a+ I]

Diho homomor�smo Π es suprayetivo.

Proposiión:

Sea f : A → A′
un homomor�smo de anillos entones se umple:

1. f(0A) = 0A′
y f(−x) = −f(x), donde 0A y 0A′

son los elementos neutros de A y A′
,

respetivamente, on respeto a la primera operaión.

Demostraión:

f(0A) = f(0A + 0A) = f(0A) + f(0A) ⇒ f(0A) = 0A′

f(0A) = f(x+ (−x)) = f(x) + f(−x) ⇒ f(x) + f(−x) = 0A′ ⇒ f(−x) = −f(x)

2. Si A y A′
son anillos on unidad, 1A y 1A′

respetivamente, y ∃x ∈ A tal que f(x) ∈ A′

no es divisor de ero en A′
, entones 1A′ = f(1A).

Demostraión:

Tomemos f(x)·(f(1A)− 1A′) = f(x)·f(1A)−f(x)·1A′ = f(x·1A)−f(x) = f(x)−f(x) =
0, por lo tanto, omo f(x) no es divisor de ero, tendremos que f(1A)− 1A′ = 0, por lo
tanto f(1A) = 1A′

Proposiión:

Sea f : A −→ A′
un homomor�smo entre anillos. Se tiene que:

1. Si S es un subanillo de A, f(S) = {f(s) tal que s ∈ S} es un subanillo de A′
.

2. Si S ′
es un subanillo de A′

, f−1(S ′) = {s ∈ A tal que f(s) ∈ S ′} es un subanillo de A.

Demostraión:

1. En el tema anterior demostramos que si f es un homomor�smo entre grupos (A,+)
y (A′,+), la imagen f(S) de un subgrupo S de A es un subgrupo de A′

. Como un

subanillo es un subgrupo aditivo on el produto omo operaión errada dentro del



66 Anillos y Cuerpos. Homomor�smos entre Anillos

subanillo, para demostrar que en un homomor�smo de anillos la imagen f(S) de un

subanillo S de A es subanillo de A′
, sólo tenemos que demostrar que el produto es una

operaión errada en f(S).
Sean x, y ∈ S, tenemos que f(x) · f(y) = f(x · y) por ser un homomor�smo. Como x e

y son elementos del subanillo S, entones x · y ∈ S, por lo tanto f(x · y) ∈ f(S).
Por lo tanto f(S) es subanillo de A′

.

2. Igual que en el apartado anterior, en el tema anterior demostramos que si S ′
es sub-

grupo de (A′,+), entones f−1(S ′) es subgrupo de (A,+). Por lo tanto, para demostrar

que f−1(S ′) es subanillo de A, sólo tenemos que demostrar que en f−1
el produto es

una operaión errada.

Para ello onsideremos x, y ∈ f−1(S ′) ⇒ ∃X, Y ∈ S ′
tales que f(x) = X, f(y) = Y .

Por lo tanto, f(x) · f(y) = f(x · y) = X · Y ∈ S ′
, ya que S ′

es un subanillo, así que

x · y ∈ f−1(S ′). Esto signi�a que f−1(S ′) es subanillo de A.

Proposiión:

Sea f : A −→ A′
un homomor�smo entre anillos. Se tiene que:

1. Si I ′ es un ideal de A′
, f−1(I ′) es un ideal de A.

2. Si f es sobreyetiva, si I es un ideal de A, f(I) es un ideal de A′
.

Demostraión:

1. Hemos demostrado anteriormente que la ontraimagen de un subanillo de A′
es un

subanillo de A, así que sólo tenemos que demostrar que la ontraimagen de un ideal

umple la propiedad de absorión on el produto para que quede demostrado que la

ontraimagen de un ideal de A′
es un ideal de A.

Tomemos x ∈ f−1(I ′), por lo tanto ∃X ∈ I ′ tal que f(x) = X . Se umplirá que ∀a ∈ A
tendremos que f(a) ∈ A′

umpliéndose que f(a) · X = f(a) · f(x) ∈ I ′, ya que I ′ es
un ideal de A′

. Como f es un homomor�smo, f(a) · f(x) = f(a · x) ∈ I ′, por lo tanto

a · x ∈ f−1(I ′), así que f−1(I ′) es un ideal de A.

2. Al igual que en el apartado anterior, para demostrar que la imagen de un ideal I de A
es un ideal de A′

si f es sobreyetiva, basta demostrar que en f(I) el produto umple

la propiedad de absorión, ya que hemos demostrado anteriormente que es un subanillo.

Como f es sobreyetiva, ∀b ∈ A′, ∃a ∈ A tal que f(a) = b. Por lo tanto, ∀X ∈ f(I),
tendremos que ∃x ∈ I tal que X = f(x), así que b ·X = f(a) · f(x) = f(a · x). Como I
es un ideal a · x ∈ I, así f(a · x) ∈ f(I), por lo que f(I) es un ideal de A′

.
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4.4.2. Núleo de un homomor�smo

Sea f : A −→ A′
un homomor�smo entre anillos unitarios onmutativos, se llama núleo de

f y se denota por ker(f) al ideal de A tal que ker(f) = {x ∈ A tal que f(x) = 0A′}

Además ker(f) 6= ya que f(0A) = 0A′ ⇒ 0A ∈ ker(f)

Demostraión:

Vamos a probar que ker(f) es un ideal:

Sean x, y ∈ ker(f) ⇒ f(x) = f(y) = 0 ⇒ f(x)−f(y) = f(x)+f(−y) = 0 ⇒ f(x−y) =
0 ⇒ x− y ∈ ker(f), por lo tanto, ker(f) es un subgrupo aditivo.

Sean x ∈ ker(f) y a ∈ A, entones f(a·x) = f(a)·f(x) = f(a)·0A′ = 0A′ ⇒ a·x ∈ ker(f),
por lo tanto ker(f) umple la propiedad de absorión.

Por lo tanto ker(f) es un ideal.

Proposiión:

Un homomor�smo f : A −→ A′
es inyetivo si y solo si ker(f) = {0A}.

Demostraión:

⇒
Supongamos que f es inyetiva, si x ∈ ker(f) ⇒ f(x) = 0A′

. Como además sabemos que

f(0A) = 0A′
, entones, al ser f inyetiva si f(x) = f(0A) ⇒ x = 0A ⇒ ker(f) = {0A}

⇐
Supongamos que ker(f) = {0A}. Tomemos f(x) = f(y) ⇒ f(x) − f(y) = 0A′ ⇒

f(x) + f(−y) = 0A′ ⇒ f(x − y) = 0A′
. Como ker(f) = {0A} ⇒ x − y = 0A ⇒ x = y,

por lo tanto f es inyetiva.

Teorema:[Teorema Fundamental de Homomor�smos de Anillos℄

Si F : A → A′
es un homomor�smo de anillos y esribimos N(f) = I0. La apliaión

f(a + I0) = F (a) de�ne un homomor�smo entre A/I0 y F (A). Si además F es sobreyetiva,

la apliaión I → F (I) es una biyeión del onjunto de ideales de A que ontienen I0 en el

onjunto de ideales de A′
.

Sea A un anillo y C el uerpo de las fraiones del anillo, diho uerpo C ontiene a un

subanillo isomorfo a A.
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Capítulo 5

Anillos de Polinomios

5.1. De�niiones

Sea A un anillo onmutativo on unidad, el onjunto A[x] de polinomios on oe�ientes

en A se de�ne omo

A[x] = {p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n
tal que ai ∈ A, n ∈ N}

El grado gr(p(x)) de un polinomio p(x) ∈ A[x] no nulo se de�ne omo el mayor número

natural n tal que an 6= 0, esto es, si gr(p(x)) = n ⇒ an 6= 0, an+1 = an+2 = · · · = 0

Un polinomio se llama mónio o normalizado si an = 1 siendo gr(p(x)) = n

5.2. Operaiones en A[x]

5.2.1. Igualdad de polinomios

Dos polinomios p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n
y q(x) = b0 + b1x+ · · ·+ bmx

m
son iguales,

p(x) = q(x), si n = m y ai = bi, ∀i ≥ 0

5.2.2. Suma de polinomios

Dados dos polinomios p(x) = a0 + a1x + · · · + anx
n
y q(x) = b0 + b1x + · · · + bmx

m
,

denominamos polinomio suma al polinomio s(x) = p(x) + q(x) = c0 + c1x + · · · + cpx
p
on

ci = ai + bi, ∀i ≥ 0

69
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5.2.3. Produto de polinomios

Dados dos polinomios p(x) = a0 + a1x + · · · + anx
n
y q(x) = b0 + b1x + · · · + bmx

m
,

denominamos polinomio produto al polinomio m(x) = p(x) · q(x) = d0 + d1x + · · · + dpx
p

on di =
∑
j,k

j+k=i

ajbk

Ejemplos:

1. En R[x] : p(x) = 1 + 2x+ x2 + x3

q(x) = 2 + x3

p(x) + q(x) = 3 + 2x+ x2 + 2x3

p(x) · q(x) = 2 + 4x+ 2x2 + 3x3 + 2x4 + x5 + x6

2. En Z3[x] : p(x) = 1 + 2x2 + 1x3

q(x) = 1x+ 2x3

p(x) + q(x) = 1 + 1x+ 2x2

p(x) · q(x) = 1 + 1x+ 1x3 + 1x4 + 1x5 + 2x6

(Nota: Para simpli�ar la notaión, a partir de ahora, las lases n del anillo Zp las

denotaremos omo n ≡ n)

5.3. Anillo de polinomios

5.3.1. Anillo de polinomios A[x]: De�niiones

Sea A un anillo onmutativo on unidad, el onjunto A[x] on la suma y el produto

de�nidos anteriormente, (A[x],+, ·), es un anillo onmutativo on unidad y se denomina

anillo de polinomios de A.

El elemento neutro de la suma de polinomios es 0(x) = 0A (elemento ero)

El elemento neutro del produto de polinomios es 1(x) = 1A (elemento identidad)

El elemento opuesto de p(x) = a0 + a1x + · · · + anx
n
de la suma de polinomios es

−p(x) = −a0 + (−a1)x+ · · ·+ (−an)x
n

El polinomio 0(x) no tiene grado y los polinomios de la forma p(x) = a0 tienen grado 0
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5.3.2. Caraterístias de un anillo de polinomios A[x]

Proposiión:

Si A es un dominio de integridad, su anillo de polinomios A[x] también es un dominio de

integridad.

Demostraión:

Sea A dominio de integridad y sean p(x) = a0 + a1x + · · · + anx
n ∈ A[x], q(x) =

b0+b1x+· · ·+bmx
m ∈ A[x] ⇒ p(x)·q(x) = c0+c1x+· · ·+cn+mx

n+m 6= 0 on cn+m = anbm 6= 0
ya que A es dominio de integridad.

Proposiión:

Dados dos polinomios p(x) y q(x) perteneientes a un dominio de integridad, tenemos

que:

i. gr(p(x) · q(x)) = gr(p(x)) + gr(q(x))

ii. gr(p(x) + q(x)) ≤ máx(gr(p(x)), gr(q(x)))

Demostraión:

i. Si gr(p(x)) = n y gr(q(x)) = m, entones gr(p(x) · q(x)) = m+ n ya que an 6= 0, bm 6=
0 ⇒ an · bm 6= 0 porque A es dominio de integridad.

Esto no sería ierto si no es un dominio de integridad, por ejemplo, Z6[x] no lo es y

podemos tomar p(x) = 3x, q(x) = 2x ⇒ p(x) ·q(x) = 3x ·2x = (3 ·2)x2 = 6x2 = 0x2 = 0

ii. Si m 6= n ⇒ p(x) + q(x) 6= 0 ⇒ gr(p(x) + q(x)) = máx(m,n)

Si m = n y an 6= −bn ⇒ gr(p(x) + q(x)) = n
Si m = n y an = −bn ⇒ gr(p(x) + q(x)) < n

}
⇒ gr(p(x) + q(x)) ≤ n = máx(n,m)

Por lo tanto, siempre se umplirá que gr(p(x) + q(x)) = máx(gr(p(x)), gr(q(x)))

Proposiión:

Si A es un dominio de integridad onmutativo on unidad, los elementos invertibles de

A[x] oiniden on los elementos invertibles de A, U(A) = U(A[x])

Demostraión:

Si p(x) 6= 0, q(x) 6= 0 y p(x)·q(x) = 1 ⇒ gr(p(x)+q(x)) = 0 ⇒ gr(p(x)) = 0, gr(q(x)) = 0
ya que es un dominio de integridad, por lo tanto los únios elementos invertibles de A[x] son
de la forma p(x) = a0

Ejemplo: U(Z) = {±1} = U(Z[x])
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5.3.3. Teorema de la división entera

Dado un uerpo C, el onjunto C[x] de polinomios on oe�ientes en C forma un anillo

respeto a la suma y el produto de polinomios.

Además, C[x] es un dominio de integridad onmutativo on unidad on la siguiente propiedad:

dados p(x) 6= 0 y q(x) 6= 0 polinomios de C[x] on gr(p(x)) ≥ gr(q(x)) ⇒ ∃s(x), r(x) ∈ C[x]
tales que p(x) = q(x) · s(x) + r(x) on gr(r(x)) < gr(q(x)) ó r(x) = 0

Al polinomio s(x) se le denomina polinomio oiente y al polinomio r(x) se le denomina

polinomio resto.

Ejemplos:

1. En Q[x] tomamos p(x) = x4 − x2 + 1, q(x) = 2x2 + 1 ⇒ p(x) = q(x) · s(x) + r(x) on
s(x), r(x) ∈ Q[x]

x4 − x2 + 1 2x2 + 1

−x4 − 1

2
x2 1

2
x2 − 3

4

−3

2
x2 + 1

3

2
x2 +

3

4
7

4

por lo tanto s(x) =
1

2
x2 − 3

4
, r(x) =

7

4
, gr(r(x)) = 0 < gr(q(x)) = 2

Esta propiedad está de�nida en Q[x] (ya que Q es un uerpo), pero no en Z[x] (ya que

Z no es uerpo).

2. En Z5[x] tomamos p(x) = 3x3 + 2x+ 4, q(x) = 1x2 + 2 ⇒ p(x) = q(x) · s(x) + r(x) on
s(x), r(x) ∈ Z5[x]

3x3 + 2x+ 4 1x2 + 2
−3x3 − 6x 3x
−4x+ 4
1x+ 4

por lo tanto s(x) = 3x, r(x) = 1x+ 4

En general y salvo que se espei�que lo ontrario, vamos a restringirnos a anillos de poli-

nomios A[x] onstruídos a partir de uerpos A.

Teorema:

Los polinomios oiente, s(x), y resto, r(x), son únios.

Demostraión:
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Supongamos que p(x) = s1(x) · q(x) + r1(x) = s2(x) · q(x) + r2(x), entones tendremos

que 0 = [s1(x)− s2(x)] · q(x) + [r1(x)− r2(x)]

Si s1(x)−s2(x) 6= 0 entones el grado del primer término es mayor o igual que el grado de

q(x), pero el primer miembro de la euaión no tiene grado, así que gr([s1(x)−s2(x)] ·q(x)) =
gr(r1(x)− r2(x)) ≤ máx(gr(r1(x)), gr(r2(x))) < gr(q(x)).
Esto está en ontradiión on gr([s1(x) − s2(x)] · q(x)) ≥ gr(q(x)) que sería el aso si

s1(x)− s2(x) 6= 0.
Por lo tanto, dado que llegamos a una ontradiión tiene que umplirse que s1(x)− s2(x) =
0 ⇒ s1(x) = s2(x) y r1(x)− r2(x) = 0 ⇒ r1(x) = r2(x)

5.4. Ideales en A[x]

Proposiión:

Si I 6= {0} es un ideal de A[x], entones I = {f(x) · g(x) tal que f(x) ∈ A[x]}. Por lo

tanto, los únios ideales de A[x] son los múltiplos de un determinado polinomio �jo.

Se llama polinomio generador del ideal I al g(x) ∈ A[x] tal que todos los elementos de I
son múltiplos de g(x). Al ideal generado por g(x) lo denotaremos por [g(x)].

Si exigimos que g(x) sea mónio, entones g(x) es únio.

Demostraión:

Sea g(x) ∈ I un polinomio de grado mínimo y tomemos s(x) ∈ I on gr(s(x)) ≥ gr(g(x)).
Por el teorema de la división tenemos que s(x) = g(x) · q(x)+ r(x) on r(x) = 0 ó gr(r(x)) <
gr(g(x))

Como I es ideal, entones g(x) · q(x) ∈ I, ∀q(x) ∈ A[x]

Como s(x) ∈ I y g(x) · q(x) ∈ I, entones s(x)− g(x) · q(x) ∈ I, por tanto r(x) ∈ I

Pero hemos tomado g(x) de grado mínimo en I, así que r(x) = 0 ya que no puede umplir

que gr(r(x)) < gr(g(x))

Por lo tanto, ∀s(x) ∈ I podemos esribir s(x) = g(x) · q(x) on q(x) ∈ A[x] y g(x) de

grado mínimo en I
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5.5. Divisor de un polinomio

5.5.1. De�niión

Sean p(x), q(x) ∈ A[x] on q(x) 6= 0, se die que q(x) divide a p(x) o que q(x) es divisor
de p(x) si p(x) = q(x) · s(x) para algún s(x) ∈ A[x]. Se denota por q(x)|p(x)

Ejemplos:

1. En R[x] tomamos p(x) = x3 + x2 + x + 1, q(x) = x + 1, q(x) divide a p(x) ya que

∃s(x) = x2 + 1 ∈ R[x] on p(x) = q(x) · s(x)
2. En Z3[x] tomamos p(x) = 2x3 + 1, q(x) = 2x + 1, q(x) divide a p(x) ya que ∃s(x) =

x2 + x+ 1 ∈ Z3[x] on p(x) = q(x) · s(x)

5.5.2. Máximo omún divisor

De�niión:

Se die que d(x) ∈ A[x], donde A es un uerpo, es el máximo omún divisor de p(x) y
q(x) si:

i. d(x) es mónio

ii. d(x)|p(x) y d(x)|q(x)
iii. si ∀h(x) ∈ A[x] tal que h(x)|p(x) y h(x)|q(x), entones h(x)|d(x)
El máximo omún divisor de dos polinomios es el polinomio mónio de grado más alto

que divide a ambos polinomios.

Exigimos que el máximo omún divisor sea mónio para que sea únio.

Si A no fuese uerpo no podríamos simpli�ar para obtener un polinomio mónio, ya que

puede ourrir que A[x] tenga divisores de ero (y por tanto no se pueda simpli�ar).

Proposiión:

Sean p(x), q(x) ∈ A[x] dos polinomios �jos, entones I = {p(x) · r(x) + q(x) · s(x), ∀r(x), s(x) ∈ A[x]}
es un ideal de A[x] y lo denotaremos por [p(x), q(x)]

Demostraión:

Dados a1(x) = p(x) · r1(x) + q(x) · s1(x), a2(x) = p(x) · r2(x) + q(x) · s2(x) ∈ I, tenemos

que



5.5 Divisor de un polinomio 75

1. a1(x)− a2(x) = (r1(x)− r2(x)) · q(x) + (s1(x)− s2(x)) · q(x) ∈ I

2. ∀h(x) ∈ A[x], a1(x) · h(x) = p(x) · (r1(x) · h(x)) + q(x) · (s1(x) · h(x)) ∈ I

Por lo tanto I es un ideal.

Observaión:

Si I es un ideal generado por p(x) y q(x), o sea, I = {p(x) · r(x) + q(x) · s(x), ∀r(x), s(x) ∈ A[x]},
existirá un polinomio d(x) tal que I = [d(x)]. Por tanto, d(x)|p(x) y d(x)|q(x) ya que

d(x)|p(x) · r(x) + q(x) · s(x). Además, omo d(x) ∈ I, tendremos que d(x) = p(x) · a(x) +
q(x) · b(x). Si h(x) divide a p(x) y a q(x) se umplirá que h(x)|d(x), ya que p(x) = m1(x) ·
h(x), q(x) = m2(x) · h(x) ⇒ d(x) = h(x) · [a(x) ·m1(x) + b(x) ·m2(x)]. Por lo tanto, d(x) es
el máximo omún divisor de p(x) y q(x).

5.5.3. Algoritmo de Eulides (álulo del máximo omún divisor)

Proposiión:

Si p(x) = q(x)·s(x)+r(x) es la división entera de p(x) por q(x) 6= 0, los ideales [p(x), q(x)]
y [q(x), r(x)] oiniden.
Demostraión:

1. Sea f(x) ∈ [p(x), q(x)] ⇒ ∃a1(x), a2(x) ∈ A[x] tal que f(x) = a1(x) · p(x) + a2(x) · q(x)
Como además p(x) = q(x)·s(x)+r(x) ⇒ f(x) = a1(x)·[q(x)·s(x)+r(x)]+a2(x)·q(x) =
[a1(x)·s(x)+a2(x)]·q(x)+a1(x)·r(x) ⇒ f(x) ∈ [q(x), r(x)] ⇒ [p(x), q(x)] ⊂ [q(x), r(x)]

2. Por otro lado, si g(x) ∈ [q(x), r(x)] ⇒ ∃b1(x), b2(x) ∈ A[x] tal que g(x) = b1(x) · q(x) +
b2(x) · r(x)
Como p(x) = q(x) ·s(x)+r(x) ⇒ r(x) = p(x)−q(x) ·s(x) ⇒ g(x) = b1(x) ·q(x)+b2(x) ·
[p(x) − q(x) · s(x)] = b2(x) · p(x) + [b1(x)− b2(x) · s(x)] · q(x) ⇒ g(x) ∈ [p(x), q(x)] ⇒
[q(x), r(x)] ⊂ [p(x), q(x)]

Teniendo en uenta que [p(x), q(x)] ⊂ [q(x), r(x)] y que [q(x), r(x)] ⊂ [p(x), q(x)], en-
tones [p(x), q(x)] = [q(x), r(x)]

Si seguimos on este proedimiento llegamos a obtener resto nulo y, por tanto, el polinomio

generador del ideal.

Además hemos visto que diho polinomio es el máximo omún divisor (si d(x) es el máximo

omún divisor de p(x) y q(x), entones [d(x)] = [p(x), q(x)])
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p(x) = q(x) · s0(x) + r0(x) ⇒ [p(x), q(x)] = [q(x), r0(x)]

q(x) = r0(x) · s1(x) + r1(x) ⇒ [q(x), r0(x)] = [r0(x), r1(x)]

r0(x) = r1(x) · s2(x) + r2(x) ⇒ [r0(x), r1(x)] = [r1(x), r2(x)]
.

.

.

ri−1(x) = ri(x) · si+1(x) + ri+1(x) ⇒ [ri−1(x), ri(x)] = [ri(x), ri+1(x)]

ri(x) = ri+1(x) · si+2(x) + 0 ⇒ [ri(x), ri+1(x)] = [ri+1(x)] = [p(x), q(x)]

Entones ri+1(x) es el máximo omún divisor de p(x) y q(x)

Observaiones:

El proedimiento es equivalente al algoritmo de Eulides para números enteros.

Ejemplo de números enteros:
m.c.d.(480, 324)

1 2 13
480 324 156 12 0
324 312 12
156 12 36

36
0

Por lo tanto, m.c.d. = 12 ya que es el último resto distinto de

0

Ejemplos de polinomios:

1. m.c.d.(x4 + 3x3 + 3x2 + x+ 2, x3 + 2x2 + 1) en Q[x]

x+ 1 x+ 2 −x+ 1
−x

2
− 1

2
x4 + 3x3 + 3x2 + x+ 2 x3 + 2x2 + 1 x2 + 1 −x− 1 2 0
x4 + 2x3 + x x3 + x x2 + x −x
x3 + 3x2 + 2 2x2 − x+ 1 −x+ 1 −1
x3 + 2x2 + 1 2x2 + 2 −x− 1 −1
x2 + 1 −x− 1 2 0

Por lo tanto, tenemos m.c.d. = 2, omo Q es un uerpo, podemos normalizar para

obtener el polinomio mónio, así que m.c.d. = 1

2. m.c.d.(x3 + x2 + x+ 1, x2 + 2) en Z3[x]
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x+ 1 2x+ 1
x3 + x2 + x+ 1 x2 + 2 2x+ 2 0
x3 + 2x x2 + x
x2 + 2x+ 1 2x+ 2
x2 + 2 2x+ 2
2x+ 2 0

Tendremos que m.c.d. = x + 1, lo hemos heho mónio (normalizado), ya que Z3 es

uerpo. Para normalizarlo hemos multipliado por 2.

Observaión:

Si d(x) es el máximo omún divisor de p(x) y q(x), entones [d(x)] = [p(x), q(x)], por lo
tanto d(x) ∈ [p(x), q(x)], así que ∃a1(x), a2(x) ∈ A[x] tal que d(x) = a1(x) ·p(x)+a2(x) · q(x)

Ejemplo:
Usando los polinomios del ejemplo anterior:

(a) x3+x2+x+1 = (x+1)(x2+2)+2x+2 ⇒ x3+x2+x+1− (x+1)(x2+2) = 2x+2 ⇒

x+ 1 = 2

p(x)︷ ︸︸ ︷
(x3 + x2 + x+ 1) + (x+ 1)

q(x)︷ ︸︸ ︷
(x2 + 2)

(b) x2 + 2 = (2x + 1)(2x + 2) = 2x(2x + 2) + 2x + 2 ⇒ x2 + 2 − 2x(2x + 2) = 2x + 2 ⇒
2x+2 = x2+2+x(2x+2) = x2+2+x[(x3+x2+x+1)+2(x+1)(x2+2)] = (x2+2)[1+
2x(x+1)]+ (x3 +x2+x+1)x ⇒ x+1 = [2+x(x+1)](x2 +2)+2x(x3+x2+x+1) ⇒

x+ 1 = (x2 + x+ 2)

q(x)︷ ︸︸ ︷
(x2 + 2) + 2x

p(x)︷ ︸︸ ︷
(x3 + x2 + x+ 1)

Podemos ver que la desomposiión no es únia.

5.5.4. Polinomios primos

Dados dos polinomios p(x), q(x) ∈ A[x] se die que son primos entre sí uando el máximo

omún divisor es 1.

Observaión:

Si dos polinomios p(x) y q(x) son primos entre sí, entones [1] = [p(x), q(x)], por lo tanto

1 ∈ [p(x), q(x)], así que ∃a1(x), a2(x) ∈ A[x] tales que a1(x) · p(x) + a2(x) · q(x) = 1

Ejemplo:
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p(x) = x2 + x+ 1 ∈ Q[x], q(x) = x2 + 2 ∈ Q[x]

1 x+ 1
x

3
− 1

3
x2 + x+ 1 x2 + 2 x− 1 3 0
x2 + 2 x2 − x x
x− 1 x+ 2 −1

x− 1 −1
3 0

El máximo omún divisor es m.c.d = 1 (hemos normalizado ya que Q es uerpo), por lo

tanto, p(x) y q(x) son primos entre sí.

x2 + x+ 1 = 1(x2 + 2) + (x− 1)
x2 + 2 = (x− 1)(x+ 1) + 3

}
x2 + x+ 1− 1(x2 + 2) = (x− 1)

x2 + 2− (x− 1)(x+ 1) = 3

}
⇒

3 = −(x+1)[(x2+x+1)−(x2+2)]+(x2+2) ⇒ 3 = −(x+1)(x2+x+1)+(x+2)(x2+2) ⇒

1 =

a1(x)︷ ︸︸ ︷(−x

3
− 1

3

) p(x)︷ ︸︸ ︷
(x2 + x+ 1) +

a2(x)︷ ︸︸ ︷(
x

3
+

2

3

) q(x)︷ ︸︸ ︷
(x2 + 2)

Proposiión:

Sea d(x) = m.c.d.(p(x), q(x)) y de�nimos p(x) = d(x)·a1(x) y q(x) = d(x)·a2(x), entones
a1(x) y a2(x) son primos entre sí.

Demostraión:

Sabemos que dado d(x) = m.c.d.(p(x), q(x)) ⇒ ∃r(x), s(x) ∈ A[x] tal que d(x) =
r(x) · p(x) + s(x) · q(x).
Como hemos de�nido p(x) = d(x) · a1(x) y q(x) = d(x) · a2(x), entones d(x) = r(x) · d(x) ·
a1(x)+ s(x) · d(x) · a2(x) ⇒ d(x) = [r(x) · a1(x)+ s(x) · a2(x)] · d(x) ⇒(omo A[x] es dominio

de integridad)⇒ r(x) · a1(x)+ s(x) · a2(x) = 1, por lo tanto a1(x) y a2(x) son primos entre sí.

Ejemplo:
Vimos que x+1 = m.c.d.(x3+x2+x+1, x2+2) y x+1 = (x2+x+2)(x2+2)+2x(x3+

x2 + x+ 1), vamos demostrar que x2 + x+ 2 y 2x son primos entre sí

x+ 1
x

2
x2 + x+ 2 x 2 0
x2 x
x+ 2 0
x
2
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Teorema de Eulides:

Sean p(x) y q(x) dos polinomios primos entre sí y sea h(x) otro polinomio tal que

p(x)|q(x) · h(x), entones p(x)|h(x)

Demostraión:

Como p(x) y q(x) son primos entre sí, entones ∃a1(x), a2(x) ∈ A[x] tal que p(x) · a1(x)+
q(x) · a2(x) = 1 ⇒ h(x) · p(x) · a1(x) + h(x) · q(x) · a2(x) = h(x)

Como p(x) divide a h(x) · p(x) · a1(x) y también a h(x) · q(x) · a2(x) ya que por hipótesis

divide a h(x) · q(x), entones p(x) divide a h(x), ya que divide a la suma h(x) · p(x) · a1(x) +
h(x) · q(x) · a2(x)

5.6. Mínimo omún múltiplo

Proposiión:

Dados dos polinomios p(x), q(x) ∈ A[x], existem(x) ∈ A[x] tal quem(x)·d(x) = p(x)·q(x)
on d(x) = m.c.d.(p(x), q(x)).

Demostraión:

Como d(x) = m.c.d.(p(x), q(x)) ⇒ ∃a1(x), a2(x) tal que p(x) = a1(x) · d(x), q(x) =
a2(x) · d(x) on m.c.d.(a1(x), a2(x)) = 1
Sea m(x) = a1(x) · a2(x) · d(x), entones m(x) · d(x) = a1(x) · d(x) · a2(x) · d(x) = p(x) · q(x)

De�niión:

El polinomio m(x) ∈ A[x] tal que m(x) · d(x) = p(x) · q(x) on d(x) = m.c.d.(p(x), q(x))
se denomina mínimo omún múltiplo de p(x) y q(x), m(x) = m.c.m.(p(x), q(x)).

Veamos que m(x) es múltiplo de p(x) y de q(x) :

i. Como p(x) = a1(x) · d(x) ⇒ m(x) = p(x) · a2(x) ⇒ p(x)|m(x)

ii. Como q(x) = a2(x) · d(x) ⇒ m(x) = q(x) · a1(x) ⇒ q(x)|m(x)

Veamos ahora que m(x) es el mínimo omún múltiplo, esto signi�a que ∀n(x) ∈ A[x] tal
que p(x)|n(x) y q(x)|n(x), entones ∃t(x) ∈ A[x] tal que n(x) = m(x) · t(x)

Como p(x)|n(x) ⇒ ∃t1(x) ∈ A[x] tal que n(x) = t1(x) ·p(x) y omo q(x)|n(x) ⇒ ∃t2(x) ∈
A[x] tal que n(x) = t2(x) · q(x), entones n(x) = t1(x) · a1(x) · d(x) = t2(x) · a2(x) · d(x) ⇒
t1(x)·a1(x)·d(x) = t2(x)·a2(x)·d(x) ⇒ (omo A[x] es dominio de integridad) ⇒ t1(x)·a1(x) =
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t2(x) · a2(x) ⇒ a1(x)|t2(x) · a2(x)

Como m.c.d.(a1(x), a2(x)) = 1, tendremos que a1(x)|t2(x), por lo tanto ∃α(x) ∈ A[x]

tal que t2(x) = α(x) · a1(x) ⇒ n(x) = t2(x) · a2(x) · d(x) = α(x) · a1(x) ·
q(x)︷ ︸︸ ︷

a2(x) · d(x) =

α(x) ·
m(x)︷ ︸︸ ︷

a1(x) · q(x) = α(x) ·m(x) ⇒ m(x)|n(x), omo queríamos demostrar.

Ejemplo:
Calular el m.c.m.(x3 + x2 + x+ 1, x2 + 2) en Z3[x]

x+ 1 2x+ 1
x3 + x2 + x+ 1 x2 + 2 2x+ 2 0
x3 + 2x x2 + x
x2 + 2x+ 1 2x+ 2
x2 + 2 2x+ 2
2x+ 2 0

El m.c.d.(x3 + x2 + x+ 1, x2 + 2) = x+ 1 = d(x)

Como p(x) · q(x) = m(x) · d(x) ⇒ x5 + x4 + 2x+ 2 = m(x) · (x+ 1) ⇒
x5 + x4 + 2x+ 2 x+ 1
x5 + x4 x4 + 2
2x+ 2
2x+ 2
0

Por lo tanto m(x) = x4 +2 = m.c.m.(x3 + x2 + x+1, x2 +2)

5.7. Polinomio irreduible

5.7.1. De�niiones

De�niión:

Sea un polinomio p(x) ∈ A[x] de grado diferente de ero, se die que p(x) es irreduible
en A[x] si sus únios divisores son a y a · p(x), on a ∈ A[x].
Ejemplos:

1. p(x) = x2 − 2 es irreduible en Q[x], pero no en R[x], ya que p(x) = (x−
√
2)(x+

√
2)

2. p(x) = x2 + 1 es irreduible en Q[x] y en R[x], pero no C[x] (ya que podemos esribir

p(x) = (x+ i)(x− i)), ni en Z5[x] ya que p(x) = (x− 2)(x+ 2) en Z5[x]
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Observaión:

La irreduibilidad depende del anillo de polinomios que se onsidere.

De�niión (otra de�niión de irreduibilidad):

Sea A un anillo onmutativo on unidad, un polinomio p(x) ∈ A[x] que no sea invert-

ible en A[x] se die que es irreduible en A[x] si para toda desomposiión de la forma

p(x) = q(x) · s(x) on q(x), s(x) ∈ A[x], se tiene que o bien q(x) o bien s(x) son una unidad

de A[x]

Observaión:

Los polinomios irreduibles en un anillo de polinomios juegan el mismo papel que los

números primos.

Proposiión:

Todo polinomio p(x) ∈ A[x] de grado mayor que 0 es produto de polinomios irreduibles.

Demostraión:

1. Si p(x) es irreduible, ya está heha la fatorizaión.

2. Si p(x) es reduible, tiene divisores de grado menor, entones p(x) = a1(x) · p1(x). Se
repite el proeso hasta obtener un produto de polinomios irreduibles.

5.7.2. Raíes de un polinomio (o eros de un polinomio)

Sea A un uerpo, dado un polinomio p(x) ∈ A[x], se die que a ∈ A es una raíz de p(x)
si p(a) = 0.

A este proeso de alular p(a) se le denomina evaluar un polinomio p(x) en a.

Proposiión:

Sea A un uerpo, si p(x) ∈ A[x] y a ∈ A, entones q(x) = x− a divide a p(x) si y sólo si

p(a) = 0.

Demostraión:

⇒
Si (x−a)|p(x) ⇒ ∃s(x) ∈ A[x] tal que p(x) = s(x)·(x−a) y por tanto p(a) = s(a)·(a−a) =

0

⇐
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Por el teorema de la división entera podemos esribir p(x) = s(x) · q(x) + r(x) on

gr(r(x)) < gr(q(x)) ó r(x) = 0.
Si tomamos q(x) = x − a ⇒ p(x) = s(x) · (x − a) + r(x) on gr(r(x)) < gr(q(x)) = 1 ⇒
gr(r(x)) = 0 ⇒ r(x) = b ∈ A, por lo tanto p(x) = s(x)·(x−a)+b ⇒ p(a) = s(a)·(a−a)+b = b
Como además hemos supuesto que p(a) = 0 ⇒ p(a) = b = 0 ⇒ b = 0 ⇒ q(x) = x− a divide

a p(x)

De�niión de multipliidad:

Dado un polinomio p(x) ∈ A[x] on A un uerpo, si (x − a)n on n ∈ N divide a p(x) y
(x− a)n+1

no divide a p(x), se die que la raíz a tiene multipliidad n.

Ejemplo:
a = 1 tiene multipliidad 1 para p(x) = x2 − 1 en Q[x] y multipliidad 2 para q(x) =

x2 − 2x+ 1 en Q[x]

Proposiión:

Sea A un uerpo, dado el polinomio p(x) ∈ A[x] on gr(p(x)) = n ≥ 1, entones p(x)
tiene a lo sumo n raíes en A[x] ontando ada raíz tantas vees omo india su multipliidad.

Demostraión:

Supongamos que p(x) tiene m raíes, a1, a2, · · · , am, por lo tanto (x − ai)|p(x), i =
1, · · · , m ⇒ p(x) = (x − a1) · (x − a2) · · · (x − am) · b(x) on b(x) ∈ A[x], omo gr(p(x)) =
m+ gr(b(x)) ⇒ n = m + gr(b(x)) ⇒ n ≥ m, entones el número de raíes es menor o igual

que el grado.

Observaión:

Es neesario imponer que A sea un uerpo para que se umpla la proposiión anterior

ya que, por ejemplo, p(x) = (x− 2)(x− 3) en Z6[x] tiene omo raíes 2 y 3 pero también 0
y 5, mientras que gr(p(x)) = 2 (esto es debido a que Z6 no es un uerpo, por tanto Z6[x] no
es dominio de integridad).
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5.8. Criterios de irreduibilidad (en C[x],R[x],Q[x] y Zp[x])

5.8.1. Irreduibilidad en C[x]

Teorema fundamental del Álgebra:

Todo polinomio p(x) ∈ C[x] no onstante tiene al menos una raíz en C

Proposiión:

Todo polinomio p(x) ∈ C[x] on gr(p(x)) = n ≥ 1 tiene n raíes en C[x] (ontando mul-

tipliidad).

Proposiión:

Un polinomio p(x) ∈ C[x] es irreduible en C[x] si y sólo si tiene grado 1.

Por lo tanto, dado p(x) ∈ C[x] on gr(p(x)) = n, entones p(x) = k(x−a1)(x−a2) · · · (x−
an) on k ∈ C y ai ∈ C, i = 1, · · · , n raíes de p(x)

Proposiión:

Si un polinomio p(x) on oe�ientes reales tiene una raíz ompleja a, entones su onju-

gado a también es raíz de p(x)

Demostraión:

Sea p(x) = c0 + c1x + c2x
2 + · · · + cnx

n
on ci ∈ R, i = 0, · · · , n y sea a ∈ C tal que

p(a) = 0 ⇒ c0 + c1a + c2a
2 + · · ·+ cna

n = 0
Tomamos el omplejo onjugado de la expresión anterior c0 + c1a+ c2a2 + · · ·+ cnan =

0 ⇒ c0 + c1 · a+ c2 · a2 + · · ·+ cn · an = 0 ⇒ c0 + c1a+ c2a
2 + · · ·+ cna

n = 0 ⇒ p(a) = 0, por
lo tanto a también es raíz de p(x).

5.8.2. Irreduibilidad en R[x]

Proposiión:

Si p(x) ∈ R[x] es irreduible en R[x], su grado es 1 ó 2. Además si su grado es 2 y p(x) es
irreduible, entones p(x) = ax2 + bx+ c umple que ∆ = b2 − 4ac < 0

Demostraión:

Obviamente todo polinomio p(x) ∈ R[x] de grado 1 tendrá la forma p(x) = ax + b y por

tanto será irreduible.

Si p(x) = ax2 + bx+ c ∈ R[x], que es de grado 2, es irreduible, entones no tendrá raíes

reales. Sin embargo, aabamos de ver que si onsideramos p(x) ∈ C[x], tendrá 2 raíes omple-
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jas y además al tener oe�ientes reales, si s = α+βi es raíz de p(x), entones s = α−βi tam-

bién será raíz de p(x) on β 6= 0. Por lo tanto, p(x) = m(x−s)(x−s) = m(x2−(s+s)x+ss) =

m(x2 − 2αx+ α2 + β2) = ax2 + bx+ c ⇒





m = a
−2mα = b

m(α2 + β2) = c





m = a
−2α = b

a

α2 + β2 = c
a

Como tenemos que exigir que β 6= 0 ⇒ β2 > 0 ⇒ α2 + β2 > α2 ⇒ 4(α2 + β2) > 4α2 ⇒

4
c

a
>

(
b

a

)2

⇒ b2 − 4ac < 0

Por lo tanto, para que un polinomio p(x) de grado 2 sea irreduible en R[x] tenemos que

exigir que ∆ = b2 − 4ac < 0

Ejemplo:

p(x) = x2 + 2x+ 1 es reduible en R[x] ya que b2 − 4ac > 0 ⇒ p(x) = (x+ 1)2

p(x) = x2− 2x+2 es irreduible en R[x] ya que b2− 4ac < 0 ⇒ p(x) = [x− (1+ i)][x−
(1− i)]

Si gr(p(x)) ≥ 3 y s ∈ C es una raíz de p(x), entones:

i. si s ∈ R, entones (x− s) divide a p(x) y por tanto p(x) es reduible

ii. si s = a+ bi ∈ C ⇒ (x− s)(x− s) divide a p(x) y por tanto (x2 − 2ax+ a2 + b2) divide
a p(x) y p(x) es reduible

5.8.3. Irreduibilidad en Z[x] y en Q[x]

Proposiión:

Sea p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n ∈ Q[x] un polinomio on oe�ientes en Z.

Si

a

b
es una raíz de p(x) on a y b primos entre sí (a, b ∈ Z), entones a|a0 y b|an.

Observaión:

Si a es una raíz entera de p(x), entones a|a0.
Demostraión:

Sea

a

b
raíz de p(x) ⇒ a0 + a1

a

b
+ a2

(a
b

)2

+ · · ·+ an

(a
b

)n

= 0 ⇒
ana

n + · · ·+ a2a
2bn−2 + a1ab

n−1 + a0b
n = 0 ⇒ a(ana

n−1 + · · ·+ a2ab
n−2 + a1b

n−1) = −a0b
n ⇒

a|(−a0b
n), omo a y b son primos, entones a|a0.
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Además, ana
n + (an−1a

n−1 + · · ·+ a2ab
n−2 + a1b

n−1 + a0b
n−1)b = 0 ⇒ b|anan, omo b y a

son primos, entones b|an.

Observaión:

Un polinomio p(x) mónio (an = 1) on oe�ientes enteros no tiene raíes fraionarias.

De�niiones:

1. Sea p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n ∈ Z[x], se de�ne ontenido de p(x) al máximo

omún divisor de sus oe�ientes, C(p) = m.c.d.(a0, a1, · · · , an)

2. Se die que un polinomio p(x) ∈ Z[x] es primitivo si su ontenido C(p) = 1, o sea, si

todos sus oe�ientes son primos entre sí.

Criterio de irreduibilidad de Eisenstein:

Sea p(x) = a0 + a1x + a2x
2 + · · ·+ anx

n ∈ Z[x] un polinomio primitivo on oe�ientes

enteros tal que existe p ∈ Z primo que divide a ai on i = 0, 1, · · · , n − 1, pero no divide a

an y además p2 no divide a a0, entones p(x) es irreduible en Z[x]

Demostraión:

Por reduión al absurdo:

Supongamos que p(x) es reduible en Z[x], entones p(x) = q(x) · s(x) on q(x) = b0 +
b1x+ b2x

2 + · · ·+ bqx
q, s(x) = c0 + c1x+ c2x

2 + · · ·+ csx
s ∈ Z[x], multipliando e igualando

oe�ientes tendremos que a0 = b0c0, an = bqcs
Supongamos que existe p ∈ Z primo que divide a ai on i = 0, 1, · · · , n − 1, entones

p|a0 ⇒ p|b0c0, por tanto, o bien p|b0 o bien p|c0. Supongamos que p|b0 (el razonamiento es

similar si p|c0), omo además p ∤ an ⇒ p ∤ bqcs ⇒ p ∤ bq
Sea j el primer índie entre 0 y q tal que p ∤ bj ⇒ 0 < j ≤ q y por tanto p|bi on

0 ≤ i ≤ j − 1. Además sabemos que j < q + s = n (ya que s ≥ 1).

Como hemos supuesto que p|aj para 0 ≤ j < n entones p|
aj︷ ︸︸ ︷

(b0cj + b1cj−1 + · · ·+ bj−1c1 + bjc0)
Como además p|bi on 0 ≤ i ≤ j−1, tendremos que p|bicj−i y por tanto p|(b0cj + b1cj−1+

· · ·+ bj−1c1).
Teniendo en uenta ambas osas, tendremos que p|(aj − (b0cj + b1cj−1 + · · ·+ bj−1c1)) ⇒

p|bjc0. Por lo tanto, omo p ∤ bj ⇒ p|c0.
Por otro lado, sabíamos que p|b0 ⇒ p2|b0c0 ⇒ p2|a0, que ontradie la hipótesis del enun-

iado, así que p(x) es irreduible en Z[x]
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Ejemplo:
p(x) = x4 − 3x2 + 6x + 3 es irreduible en Z[x] ya que umple el riterio de Eisenstein

para p = 3
Sin embargo, x2 + 4 es irreduible en Z[x] aunque no umple el riterio de Eisenstein, ya

que el riterio de Eisenstein asegura que un polinomio sea irreduible, pero que no se umpla

no signi�a que el polinomio sea reduible.

Al ontrario que en C[x] y R[x], es posible enontrar polinomios irreduibles en Z[x] y
enQ[x] de ualquier grado, por ejemplo xn+p on p > 0 primo es irreduible en Z[x] y enQ[x].

Lema de Gauss:

Si p(x) y q(x) son primitivos en Z[x] entones p(x) · q(x) también lo es.

Dados dos polinomios p(x) y q(x) en Z[x], podemos esribir p(x) = C(p) · p′(x) y

q(x) = C(q) · q′(x) on p′(x) ∈ Z[x] y q′(x) ∈ Z[x] primitivos, por lo tanto p(x) · q(x) =
C(p) · C(q) · p′(x) · q′(x) ⇒ C(p · q) = C(p) · C(q)

Proposiión:

Sea p(x) ∈ Z[x] primitivo, p(x) es irreduible en Q[x] si y sólo si p(x) es irreduible en Z[x]

Demostraión:

Por reduión al absurdo:

⇒
Supongamos que p(x) es irreduible en Q[x] y es reduible en Z[x], entones p(x) =

q(x) · r(x) on q(x) y r(x) primitivos, por lo tanto C(q) = C(r) = 1. Además gr(q(x)) ≥ 1
y gr(r(x)) ≥ 1, por lo que p(x) = q(x) · r(x) sería también un fatorizaión en Q[x], así que
p(x) sería reduible en Q[x] y esto sería absurdo.

⇐
Supongamos que p(x) es irreduible en Z[x] y que p(x) = q(x)·r(x) es una fatorizaión en

Q[x] (on fatores que no son unidades), entones q(x) =
a

b
q′(x) on q′(x) ∈ Z[x] y primitivo,

por lo que q′(x) divide a p(x), entones p(x) sería reduible en Z[x] y esto sería absurdo.

5.8.4. Irreduibilidad en Zp[x]

Proposiión:

Existen p polinomios lineales irreduibles mónio en Zp[x] (on p primo) de la forma x+a
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Ejemplo:
En Z3[x] los polinomios lineales irreduibles mónios son x, x+ 1, x+ 2

Proposiión:

Existen

p2 − p

2
polinomios uadrátios mónios irreduibles en Zp[x] (on p primo)

Demostraión:

Supongamos que x2+a1x+a2 ∈ Zp[x] es reduible, entones x
2+a1x+a2 = (x−r1)(x−r2)

Si r1 6= r2, hay

(
p

2

)
=

p!

(p− 2)!2!
=

p(p− 1)

2
ombinaiones distintas.

Si r1 = r2 hay p posibilidades.

Por lo tanto, habrá un total de

p(p− 1)

2
+ p =

p(p+ 1)

2
polinomios reduibles.

Como el número total de polinomios mónios de la forma x2 + a1x+ a2 es p2, el número

de polinomios uadrátios mónios irreduibles es p2 − p(p+ 1)

2
=

p2 − p

2

Ejemplo:

En Z3[x] habrá
9− 3

2
= 3 polinomios uadrátios irreduibles: x2+1, x2+x+2, x2+2x+2.

Si esribimos todos los posibles polinomios uadrátios y los evaluamos en los posibles

valores obtenemos la siguiente tabla

p(x) x2 + 1 x2 + x+ 1 x2 + 2x+ 1 x2 + 2 x2 + x+ 2 x2 + 2x+ 2 x2 x2 + x x2 + 2x

p(0) 1 1 1 2 2 2 0 0 0

p(1) 2 0 1 0 1 2 1 2 0

p(2) 2 1 0 0 2 1 1 0 2

En el aso de tener polinomios úbios en Zp[x], si son reduibles o bien son tres fatores

lineales o bien es uno lineal y uno uadrátio, así que miraremos si hay algún valor lineal que

sea raíz (o sea, miramos si entre 0 y p− 1 hay alguna raíz).

Ejemplo:
p(x) = x3 + 2x2 + x+ 1 en Z3[x], omo p(0) = 1, p(1) = 2, p(2) = 1, será irreduible

p(x) = x3 + 2x2 + x + 2 en Z3[x], omo p(0) = 2, p(1) = 0, p(2) = 2 sabemos que será

reduible ya que 1 es una raíz, por lo tanto p(x) = (x− 1)q(x) ⇒ q(x) = x2 + 1

Los polinomios de orden 4 en Zp[x] pueden ser produtos de fatores lineales o de fatores

uadrátios (irreduibles), así que primero miraremos si hay fatores lineales (busaremos

raíes) y luego busaremos fatores uadrátios.
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Ejemplo:
p(x) = x4 + 1 en Z3[x]
p(0) = 1, p(1) = 2, p(2) = 2, por lo tanto no hay fatores lineales

p(x) = (x2 + a1x + b1)(x
2 + a2x + b2) = x4 + (a1 + a2)x

3 + (b1 + b2 + a1a2)x
2 + (a1b2 +

a2b1)x+ b1b2 ⇒






a1 + a2 = 0
b1 + b2 + a1a2 = 0

a1b2 + a2b1 = 0
b1b2 = 1

Como b1b2 = 1 ⇒
{

b1 = 1, b2 = 1
b1 = 2, b2 = 2

Si b1 = 1, b2 = 1 ⇒ 2 + a1a2 = 0 ⇒ a1a2 = 1 ⇒
{

a1 = 1, a2 = 1
a1 = 2, a2 = 2

. Como además

a1 + a2 = 0 es imposible que se umpla ninguna de las dos ondiiones anteriores.

Si b1 = 2, b2 = 2 ⇒ 1 + a1a2 = 0 ⇒ a1a2 = 2 ⇒
{

a1 = 2, a2 = 1
a1 = 1, a2 = 2

. Estas dos opiones

son ompatibles on a1 + a2 = 0 y on a1b2 + a2b1 = 0 y representan la misma fatorizaión:

p(x) = x4 + 1 = (x2 + 2x+ 2)(x2 + x+ 2)






